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ЧехословацЕий математический журнал, т. 6 (81) 1956, Прага. 

ОБ ОБРАЩЕНИИ ВТОРОЙ ТЕОРЕМЫ ЛЯПУНОВА 
ОБ УСТОЙЧИВОСТИ ДВИЖЕНИЯ 

ЯРОСЛАВ КУРЦВЕЙЛЬ (Jaroslav Kurzweil), Прага. 
Поступило в редакцию 6 VII 1955 г. 

Цель работы — доказать, что вторая теорема Ляпунова об устой
чивости движения допускает обращение при единственном условии, 

dix 
что правая часть дифференциального уравнения -т- == /{ж, t) не
прерывна. 

Введение 

Мы будем исследовать систему дифференциальных уравнений 

Эту систему мы представим в векторном виде 

^ = /(^. t) , (1,01) 

{х^, ..., Хп), f = (/i, ..., tn) {^h fi вещественны). Предположим, что век-
.2 I торная функция f(x, t) определена и непрерывна для ^ ^ О, ||.х|| = {xj^ 

х+ ... 4" ^1У < Н, где H — положительная постоянная, что /(О, )̂ = О 
для î  ^ О и что интеграл уравнения (1,01) однозначно определяется началь
ным условием. Согласно Ляпунову, назовем нулевое решение уравнения 
(1,01) устойчивым, если для канедого числа г > О существует такое число 
<5 > О, что каждый интеграл x(t) уравнения (1,01) удовлетворяющий усло-

1И(0)|| ^ Ô, удовлетворяет и условию ||:̂ (̂ )|1 < s для t ^ 0.̂ ) Если же 
кроме того существует такое число ÔQ > О, что каждое решение уравнения 
(1,01), удовлетворяющие условию ||а;(0)|| < ÔQ, удовлетворяет также усло
вию x(t)-> О лля t->• со, то мы, назовем нулевое решение системы (1) 
асимптотически устойчивым. 

1) Мы предполагаем, что каждый интеграл уравнения (1,01) определен на наиболь
шем возможном интервале. 
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Мы будем рассматривать т. наз. второй метод Ляпунова для исследова
ния устойчивости нулевого решения. Следующие о п р е д е л е н и я позволят 
нам сформулировать результаты Ляпунова: 

Непрерывную функцию U(x) = U{x^, ..., х,^), определенную для \\х\\ < h, 
назовем положительно-определенной, если Î7(0) = О, U{x) > О для О < 

Непрерывную функцию F(.T, t), определенную для |Ь|| < h, t '^ О, назовем 
положительно-определенной, если 7(0, i) = О (t ^ 0) и если существует 
непрерывная положительно-определепная функция U^(x) (определенна я 
для ll̂ 'll < h) такая, что [/^(х) ^ V(x, t) для \\х\\ < Ä, t > 

Непрерывную функцию V(x^ t), определенную для \\х\\ < h, t /> О, назо
вем функцией, допускающей бесконечно малый высший предел, если су
ществует непрерывная положительно-определенная функция U^ix) (опре-
деленная для ||л;|| < h) такая, что \V(x, t)\ <L U^x) для ||^|| < Л, t ^ 0. 

Б]сли функция V(Xj t) = V(xi, . . . , x^, t) обладает непрерывными частными 
производными, то производной функции V(x, t) по полю уравнения (1,01 
назовем функцию 

^ dV , . dV 
W{x, t) = W{x^, ..., :r̂ ,, 0 == Z 3 г \ r 

i •: 1 ^"^г 

О, 

.̂ 0, ô) = - ^ V{x(t), t) 9 

É=t„ 

где x(t) — интеграл уравнения (1,01), выполняющий условие x(tQ) = х^. 
Теперь можно сформулировать теоремы Ляпунова.^) 

Первая теорема Ляпунова. Если существует функция V{x, t), которая 
определена для Ы < h, ^ ^ О (О < Тъ ^ Н), обладает непрерывными част
ными производными первого порядка по переменным х^, . . . х^, t, если она 
положительно-определенна и если функция W{x, t) не принимает поломси-
тефьных значений, то нулевой интеграл уравнения, (1,01) устойчив. 

Вторая теорема Ляпунова. Если существует функция V{x, t), которая 
определена для а:;! < h, ^ > О (О <, h ^ Н), обладает непрерывными частны-
ми производными первого порядка по переменным Xi, .. .х^ , t, если она 
поло:мсительно-определенна и допускает бесконечно малый высгаий предел, 
и если функция W{x, t) отрицательно-определенна, то нулевой интеграл 
уравнения (1,01) асимптотически устойчив. 

Ляпунов предполагал, что функции fi можно разложить в степенные 
ряды по переменным х-^^, ..., х^, t; однако, его доказательства сохраняют 
силу и при более общих сделанных нами 1гредположениях.^) Теоремы 

)̂ См. [1]. 
3) При тех же предположениях формулирует теоремы Ляпунова И. Г. Малкин 

в монографии [2]. 
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Ляпунова оказались эффективным критерием для исследования устойчи
вости нулевого решения конкретных систем дифференциальных уравне
ний и позволили разработать подробную теорию устойчивости нулевого 
решения уравнения (1,01) при условии, что функции /, можно разложить 
в степенные ряды по переменным х^, ..., х^, t. 

Естественно возник вопрос, допускают ли теоремы Ляпунова обращение, 
т. е. можно ли для кая\Дого уравнения (1,01), нулевой интеграл которого 
устойчив (асимптотически устойчив), найти функцию V(x, t), выполняющую 
предположения первой (второй) теоремы Ляпунова? Этим вопросом начали 
заниматься казанские математики около 1930 г. П е р с и д с к и й [3] доказал, 
что если нулевой интеграл уравнения (1,01) устойчив и если функции 
dfijdxj непрерывны, то существует функция V{x, t), удовлетворяющая 
условиям первой теоремы Ляпунова. Подобным же образом К у р ц в е й л ь 
[4] охарактеризовал случай, когда нулевое решение уравнения (1,01) 
равномерно устойчиво.^) 

Обращением второй теоремы Ляпунова впервые занимался Ж. Л. M а с с е р а 
[о]. Массера доказал, что если нулевой интеграл уравнения (1,01) асимп
тотически устойчив, если функция /(ж, t) не зависит от переменной t (если 
f{x, t) — периодическая функция переменной t при фиксированном х) 
и если производные df^jdxj непрерывны, то существует функция V(x) 
(V(x, t)), удовлетворяющая условиям второй теоремы Ляпунова. Эти ре
зультаты углубил И. Г. Ma л кип [6]. Малкин заметил, что если выполнены 
условия второй теоремы Ляпунова, то можно итти дальше утверждения, 
что нулевой интеграл уравнения (1,01) асимптотически устойчив; пусть 
x(t, IQ, XQ) есть интеграл уравнения (1,01), определенный условием x(tQ, IQ.XQ 

= XQ'. функции x(tQ -f t, 0̂, XQ) стремятся к нулю для i -> 00 равномерно 
относительно ÎQ И XQ. Наоборот, как доказал Малкин, если функции 
(̂̂ 0 + ij hy ̂ о) стремятся равномерно к нулю и если частные производные 

dfijdXj непрерывны и ограничены, то существует функция V(x, t), выпол
няющая условия второй теоремы Ляпунова. Е. А. Б а р б а ш и н и Н. П. 
К р а с о ВС кий [7] исследовали подобным же образом случай т. паз. асим-
йтотической устойчивости в целом (т. е. /(х, t) определена для всех ^, ^ ̂  О 
и x{t, tQ, XQ) -> О для любых XQ, ÎQ ^ 0). В. И. З у б о в в сообщении [8] иссле
дует другую разновидность понятия ,,асимптотически устойчивый нулевой 
интеграл" и в работе [9] подробно разбирает автономный случай. Значение 
работ [8] и [9] заключается прежде всего в том, что Зубов не разыскивает 

)̂ Нулевое решение уравнения (1,01) назовем равномерно устойчивым, если для 
каждого числа е > О существует такое ô = ô(e) > О, что имеет место утверждение: 
если какой-либо интеграл x(t) уравнения (1,01) выполняет для любого tQ > О условие 
\x(tQ)\\ < Ö, то он выполняет также условие \\x(t)\\ < s для t ^ ÛQ. 

Если существует функция V(x, t) с непрерывными частными производными, если 
она положительно-определенна и допускает бесконечно малый высший предел, причем 
W(x, t) ^ О, то нулевой интеграл уравнения (1,01) будет равномерно устойчивым и на
оборот. 
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функцию V(x, t) только для X достаточно близких к нулю, но определяет 
функцию F(x, t) на наибольшем возможном мноя^естве. 

При таком положении вещей естественно возникает задача: доказать 
обращение теорем Ляпунова при как можно более слабых предположени
ях относительно функции /(ж, t). Решению этой задачи и посвящается на
стоящая работа. ̂ ) 

Теоремы Ляпунова и их доказательства остаются в силе при единствен
ном предположении, что функция /(х, t) непрерывна; нет необходимости 
предполагать, что интеграл однозначно определяется начальными услови
ями. 

в настоящей работе исследуется обращение второй теоремы Ляпунова. 
Вторая теорема Ляпунова носит локальный характер и позволяет нам при 
известных условиях утверждать, что x(t, t^, XQ) -> О для t -^ оэ, если 
l̂ oll достаточно мало. Поэтому мы докажем сначала некоторую модифика

цию второй теоремы Ляпунова (см. теорему 1), преимущество которой 
состоит в том, что согласно этой теореме можно при известных условиях 
утверждать, что все интегралы уравнения (1,01) стремятся к нулю. Главным 
результатом настоящей работы является то, что теорему 1 можно обратить 
(см. теорему 7). Притом мы постоянно придерживаемся условия, что пра
вая часть уравнения (1,01) непрерывна. Преяеде всего мы построим функ
цию F*(a;, t), выполняющую условия второй теоремы Ляпунова, но являю
щуюся только локально-липшицевской функцией. (Притом условие отри
цательной определенности функции W(x, t) нужно формулировать более 
общим образом.) При помощи некоторой теоремы об аппроксимации и тео
ремы о сглаживании мы найдем функцию V(x, t), выполняющую условия 
второй теоремы Ляпунова и обладающую непрерывными частными про
изводными всех порядков. Таким образом мы одновременно обобщаем 
результаты, содержащиеся в работе [7] и некоторые результаты работы [9]. 

Наконец, мы обратим внимание на топологические свойства множества, 
на котором исследуется уравнение (1,01). В частности, из существования 
функции V(Xj t) элементарным образом следует, что т. наз. область асим-

Ö.X 
птотической устойчивости для уравнения - - j - = f(x, t) гомеоморфна шару 
в En- Гомеоморфизм, который мы построим, обладает непрерывными про
изводными всех порядков по координатам вектора х и отличным от нуля 
якобианом. 

В следующей работе мы исследуем подобным же методом обращение 
первой теоремы Ляпунова. 

)̂ Во время подготовки настоящей работы к печати автор узнад из письма, что Ж. 
Массера независимо сформулировал и разрешил подобную проблему. Решение Массера 
будет опубликовано в журнале Annals of Mathematics. 
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1. Вторая теорема Ляпунова. 

В настоящем параграфе мы докажем вторую теорему Ляпунова в несколь
ко видоизмененной форме. Введем прежде всего некоторые обозначения . 

Пусть G — открытое подмножество в пространстве Е^, О е О. Пусть F — 
дополнение множества Q в Е^. 

Для X € En, X = {х^, ..%, х^) положим \\х\\ = (̂ 1 + ... + ^1)К и если 
Не En, H непусто, то пусть Q(X, Н) означает расстояние точки х от мно
жества Н, т. е. 

Q{X, Н) = inf \\х — Z 
геН 

Если Hl, Н^ — непустые множества в Е^, то ^(й^1, Н2) означает расстоя 
ние между ними, т. е. 

Q(HI, Н2) = inf \\х — Z 
ХеН 
ZeH. 

Далее для х € G положим 

(о{х) = max 1\\х" 
' Q(x, F) ^(0, F) 

{oj{x) = ||x||, если G = En)' 
Если oc — положительное число, то пусть ü{oc) обозначает множество 

тех точек х е G, для которых €о{х) < ос. Из непрерывности функции а){х) 
легко следует, что множество и(ос) непусто и открыто и что имеет место 

0 0 

0 = 2 ^(^УУ ^С-^И ОС> ß > О, то будет ж G Э и{ос)Э О{ос) э Q{ß).^) Пусть 

Си(ос) есть дополнение множества и{а) в Е^. 
Пусть дана система дифференциальных уравнений 

{Xi, /, вещественны). Эту систему будем писать в векторном виде 

^ = fix, t) . (1,01) 

При этом предполагаем, что функция f{x, t) определена и непрерывна для 
X € G, t ^ о ж что /(О, )̂ = О для ^ ̂  0. 

Определение 1. Нулевое решение уравнения (1,01) назовем сильно 
устойчивым в G, если для любых положительных чисел ß ш е существуют 
положительные числа В = B(ß), Т = T{ß, е) так, что соблюдаются условия 

B{ß) -> О монотонно для ß ~> 0. (1,02) 

) Если Я с En, то H является замыканием множества H в Е^. 
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^(1,03 

Если функция y{t) удовлетворяет уравнению (1,01) для h ^ t < 
<h.^uh<hu^^ условию со(у%)) й ß. то существует реше
ние x{t) уравнения (1,01), определенное для t >̂ о̂ и выполняю
щее условия x(t) = y{t) для tQ<^t < il, ш{х{1)) < Д для t ^ t^, 
(D{x(t)) < £, для t ^tQ -\- т. 

Теорема 1. Предположим, что существуют функции V{x, t), U^{x), 
U^{x), ü^{x) так, что выполняются следующие условия: 

I. Функция V{x, t) определена и непрерывна для xeG, t ^^ О и обладает 
непрерывными частными производными первого порядка по переменным 
Xi, . . . х^, t для xeG, t > 0. 

II. Функции Ui{x), U2,{x), U^{x) определены и непрерывны для xeG; 
t/i(0) = f/2(0) -= С/з(0) = 0; U^{x) > О, U^{x) > О, U^{x) > О для х ^ О, 
и^{х) -> 00, если ю{х) -^ оо. 

I I I . и^{х) £ V{x, t) £ U^{x), xeG, t ^ 0. 

IV. W{x, t) £ — U^{x), xeG, t ^ 0. 

Тогда нулевое решение уравнения (1,01) будет сильно устойчиво в G. 

Эта теорема аналогична второй теореме Ляпунова и содержит также 
случай т. наз. асимптотической устойчивости в целом (см. [7]). Приведенное 
нами доказательство является нетрудной модификацией доказательства, 
данного Ляпуновым. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим, что существуют функции ¥(х, t), 
Ui(x), U^(x), U^(x), удовлетворяющие условиям I—IV, что даны поло
жительные числа ß ж 8 ж что функция y{t) является решением уравнения 
(1,01) для 0̂ ̂  ^ < hy (^{yih)) ^ ß- Множество ü(ß), очевидно, компактно. 
Положим 

M = 2 max U^{x) . 
XeQiß) 

Пусть в = B{ß) есть наименьшее число такое что справедливо утвержде
ние: если XeG, oj{x) ^ В, то U^ix) ^ М, Нетрудно убедиться, что число 
B(ß) > О существует и что B{ß) -> О монотонно для ß -> 0. Далее докажем, 
что имеет место неравенство 

a){y{t))<B\ tç,£t<h. (1, 

Ясно, что В > ß, откуда cû(y(to)) < В. Если бы не имело места (1,04), то 
существовало бы такое число t^, о̂ < 2̂ < h что было бы 60(2/(̂ 2)) ^ В. От
сюда следует 

V{y(h), h) ^ U,(y{h)) ^ M , (1,05) 

V(y(to). to) £ иМЧ)) £ | Ж , (1,06) 

am» Jmé mm 



так как (̂̂ о) ^ ^(ß)- Ввиду того, что функция W(x, t) не принимает поло
жительных значений {W{x,t)^~-U^{x)) для xeG, ^ > О, функция 
V{y{t), t), tQ^t <ti, не возрастает. Поэтому невозможно, чтобы одновремен
но имели место неравенства (1,05) и (1,06), в силу чего справедливо (1,04). 

Подобным же образом и при помощи обычных рассуждений можно обна
ружить существование решения x{t) уравнения (1,01), определенного для 
t ^tg ж выполняющего условия x{t) = y(t), для IQ ^ t < ti, (jo{x{t)) < B(ß), 
для t >tQ. 

Отыщем теперь настолько малое число ßi > О, чтобы было B(ß^) < е. 
Множество точек х е G, для которых имеет место ^^ ^ а)(х) ^ B(ß) компакт
но и функция и^{х) достигает на этом множестве положительного мини
мума т. Положим Т = Mjm. Не может иметь места a)(x{t)) ̂  ßi для ^̂  ^ 
^ ^ ^ 0̂ + Т. В этом случае было бы, то-есть, 

W(x{t), t) = ^ V{x(t), t)£—m, t^^t^to + T , 
dt 

и 
t 

V{x{t), t) = V{x{Q, Q -f- / W{x(r), r) dr ^ 1Ж — т{1 — Q , 
to 

так что было бы V{x{t), )̂ < О для t^ Л- \Т <t ^t^ -\- Т, что невозможно. 
Итак, существует такое число t^, о̂ ^ 4̂ ^ о̂ + Т, что oj{x{t^) < ß^. Это 
значит, что справедливо неравенство со(ж(̂ )) < B{ß-^ < s для t ^t^, и тем 
более неравенство a){x(t)) < в для t '^ÎQ -\- Т. 

Теорема 1 доказана. 

2. Обращение второй теоремы Ляпунова. Предварительная формулировка 

Мы будем пользоваться следующими обозначениями: 
Функцию V(x, t), определенную для х е G, t ^0, назовем локально 

линшицевской, если для всякой точки {XQ, t^), XQ€ G, tQ^O существуют 
положительные постоянные К ш ô такие, что 

\V(xi^\ 1̂) — F(x(2), 2̂)! £ К{\\х(^) — х(Щ + 1̂1 — t^\) 

всякий раз, когда 

х(^) — о̂Н < 4 1Н̂ ^ — о̂11 < Ô, \h — h\ < ^ h. — ôl <ô, h> 0, ^,2'^ 0. 

Целью настоящего параграфа является доказательство теоремы 2; из 
теоремы 2 при помощи двух дальнейших теорем следует, что теорему 
1 можно обратить. 

Теорема 2, Предположим, что нулевой интеграл уравнения (1,01) 
является сильно устойчивым в G. 

Тогда существуют функции F*(a;, t), U^{x), U^{x), UQ{X) так, что вы
полняются следующие условия: 



I . функция F*(a:, t) является определенной и локально липшицевской для 
xeG, t ^^ О, X ф О, 

II. Функции и^(х), и^{х), U{x) опредлены и непрерывны для xeG, U^{0) = 
^иМ = и,{0) = 0; и^{х) > О, и,{х) > О, ü,{x) > О, х ф 0; U,{x)-^co, 
если со(х)->оо. 

I I I . и,{х) £ V*(x, t) £ U^{x), xeG, X фО, t^O. 
r.r 1. V^{x(t), t) — F * ( x ( y , ô) ^ ГТ / /X ЧЧ .4 . 
IV. lim sup -̂A_>'L_Z ^ ô̂ > OJL ^ __ и^{хЦ^)) , 0 < ô < ^o 

гое x{t) - произвольное решение уравнения (1,01"). 
Притом функлияУ*(х, t) не зависит omt, если функция f{x,t) нэ зависит 

от t. Функция V^{x, t) периодическая по отношению к t периода ш ,̂ еслы 
f{x, t) •=• f{x, t + ft>i). 

Так как доказательство теоремы 2 довольно длинно, то мы сначала 
вкратце наметим его ход. 

Как мы уже упоминали в введении, впервые обращением второй теоремы 
Ляпунова занимался Ж. Л. Массера в работе [5]. И. Г. Малкин в работе [6] 
пользуется тем же методом, как и Массера, но исходит из более общих 
предположений. 

Малкин определяет функцию V{x, t) следующим образом: прежде всего 
он выбирает фиксированную функцию 0{С) для С ̂  0; G{C) > О для С > О, 
0(0) = 0. Возьмем на момент фиксированную точку (х, t), t ^ 0. Пусть 
у(г) есть интеграл уравнения (1,01), определенный для г ^ t ш выполняю
щий условие y(t) = X. (Существует в точности один такой интеграл, так 

как Малкин предполагает, что производные ~—,-г-- непрерывны и огра
ничены и что все интегралы уравнения (1,01) равномерно стремятся к нулю 
Теперь Малкин определяет функцию 

00 

V{x,t) = 1 G(\\y(TW) dz . (2,01) 
ï 

Малкин доказывает, что при надлежащем подборе функции G(C) функция 
V{x, t) допускает бесконечно малый высший предел. Из предположений 

относительно уравнения (1^01) (ограниченные производные ~ - , -~~\ и из 

условий, которым удовлетворяет функция 0{С) следует, что функция 
V{Xj t) обладает непрерывными и ограниченными производными первого 
порядка по переменным г̂̂ , ..., а;̂ , ^ и из формулы (2,01) следует, что 

d 
W(x, t) = T-F(2/(T), т)|т = г = — в(||а;|р), так что функция —Wix, t) положи
тельно определенна. Для доказательства положительной определенности 
функции V{x, t) Малкину понадобилось условие, что функция \\f{x, t)\\ огра-
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ничена, если ограничена ||а;||. Это условие легко вытекает из предположения, 
что производные ^ непрерывны и ограничены и что /(О, t) = 0. (Дей
ствительно, если бы функция \\f(x, t)\\ не была ограниченной, то могла бы 
суп1;ествовать последовательность интегралов у^(г) уравнения (1,01) и чи
сел f̂c ̂  О так, что было бы 

11̂ ('>(У II = 1 , \\УЧГ)\\ й в-̂ (̂̂ -̂ ^>, r^h, Ä: = 1, 2, 3, ... 

В таком случае имело бы обязательно место F(y^>(4), У - > О (к-^со), 
и функция F(x, t) не была бы положительно определенной. 

Желая работать с более общими предположениями, мы должны будем 
преодолеть следующие трудности: 

1. Если бы мы предположили, что функция f(x, t) непрерывна, что через 
каждую точку (х, t) проходил бы только один интеграл уравнения (1,01), 
и если бы мы определили функцию V(x, t) так же, как и Малкин, то функция 
V{x, t) не должна была бы быть положительно определенной. Относительно 
функции V(x, t) мы доказали бы без труда, что она непрерывна, что функция 

d V{y(r),r) обладает производной и что функция W{x, t) = -~j- V{y{r), r)\r=t 

непрерывна. Определенная таким образом функция V(Xj ^), естественно, 
не должна была бы иметь непрерывные частные производные первого по
рядка и нельзя быть уверенным, что нам удастся аппроксимировать 
функцию V{x, t) гладкой функцией, имеющей все нужные свойства. 

2. Так как мы предполагаем только непрерывность функции f{x, t), то 
через данную точку (х, t) может проходить и более одного интеграла урав
нения (1,01). 

Отсюда видно, что для преодоления указанных трудностей нужно над
лежащим образом определить функцию F*(a;, t). Опишем способ определе
ния функции F*(x', t): 

Прежде всего выберем (и уже не будем менять) функцию ip(x, t) так, чтобы 
она была определеной и положительной для х е G, х Ф О, t ^ 0. Пусть Y 
означает множество функций y(t), выполняющих следующие условия: 

они определены и непрерывны для t ^t^ (̂ о ^ ^ может принимать раз
личные значения для различных функций y(t) е F), 

производные y(t) кусочно-непрерывны для ^ ^ о̂ > 
00 

to 

Если функция у){х, t) удовлетворяет определенным оценкам снизу, то 
моя^но доказать, что функции y{t) € Y ведут себя подобно интегралам 
уравнения (1,01), т. е. для любых положительных чисел ß ш е существуют 
положительные числа JS* = Б*(/5) и JP* = Т*(̂ 5, s) так, что соблюдается 
условие 



каждая функция y{t) е Г, выполняющая неравенство m{y{h)) ^ ßy вы
полняет и неравенства а){у{^)) < В* для t ^ t^, oj{y{t)) < s для ^ ^ о̂ + î'*-
Притом jB*(j8) -^ О для ^ -> 0. 

Отсюда следует: 
если функция y{t) € Y определена для ^ ^ о̂ и если (2,02) для какого-либо 
числа 2̂ ^ 0̂ ^(^г) = О? то будет (̂î ) = О для t ^ î g. 

Далее выберем функции xiv) и L(x, t, т]). Функция xiv) положительна 
для положительных г], %(0) == О, функция L(x, t, TJ) выполняет условия: 

L(x, t, fj) = I для ,,больших" rj — слово ,,большие'' имеет различные зна
чения в зависимости от х и t, 

L{x, t, f]) = (I + \\f{x, t)\\^)'^' для ,,малых" rj] кроме того, обе функции выпол
няют еще некоторые дальнейшие условия. 

Выберем теперь функцию у = y{t) е F, определенную для t ^ ÎQ, у{%) ф 0. 
Из условия (2,02) следует, что существует i^ > t^ такое, что y(t) Ф О для 
0̂ ^ ^ < 1̂ и y{t) = О для t ^ 1̂1. (Можно положить 1̂ = со, если y{t) Ф О 

для ^ ^ 0̂-) 
Функции y(t) поставим в соответствие функцию V^{t), определенную для 

0̂ ̂  ^ < 1̂ и удовлетворяющую дифференциальному уравнению 

^ = - х{со(у{т L{y{t), t, Vm (2,03) 

и условию VS) -^ Ö, для t ~> t^—j V^(t) > О, для о̂ ^ ^ < î- Докажем, что 
существует одна и только одна функция V^{t), удовлетворяющая указан
ным условиям. Если случайно для выбранной функции y{t) и для соответ
ственной функции V^{t) имеет место L(y{t), t, V^it)) = 1 для t >̂ tg, то 

VM= 1\ЫУ(г))) dr, 

так что функция x(v) играет здесь подобную роль, как функция 0(7]) у Мал-
кина. Решим уравнение (2,03). Если функция oj(y{t)) ,,круто" возрастает 
при убывании переменной t, то функция L(y{t), t,Vi(t)) будет принимать 
значения, большие единицы, вследствие чего значение Vi{t) не будет слиш
ком малым относительно значения м{у{1)) независимо от t и независимо от 
функции у eY. Другими словами: 

Для произвольного в > о существует ô = ô{e) > О так, что 
Vi(t) > Ô, если oj{y{t)) > 8. 

Этим мы по существу преодолели затруднение, указанное в пункте 1. 
Если функция y = y{t)€Y определена для t^tQ, то пусть число с(у) 

определяется соотношением с(^) = Fi(4), где функция Fi(^) поставлена 
в соответствие функции y{t) только-что описанным образом. 

Для X € G, X ф О, jÇ ^ О обозначим через В{х, t) множество таких функций 
т) е 7, которые определены для г '^t и для которых y{t) = х, В мно-

(2,04) 



жество В{х, t) входит, очевидно, интеграл и{х) уравнения (1,01), выполняю 
[ций условие u{t) = х, так что множество В{х, t) непусто. 

Пусть С(х, t) есть множество чисел у вида 

—г 

СО 

t 
где y € В(х, t). 

Полоя^им F*(:r, t) = sup y, X € G, X + Oj t '^ 0. 
yeC{X,t) 

Неравенство F*(x, t) ^ t^4(^) для подходящей функции U^{x) довольно 
легко проверить, используя свойства дифференциального уравнения (2,03). 
Неравенство F*(x, t) ^ U^i^) следует из условия (2,04), а также нетрудно 
обнаружить, что соблюдается условие IV'. Наиболее затруднительным 
является доказательство того, что V^{x, t) есть локально липшицевская 
функция. 

Прежде, чем приступить к доказательству теоремы 2, докаял^ем спра
ведливость следующей леммы: 

Лемма 1. Пусть Z — данное фиксированное множество, элементами 
которого являются функции z{t), выполняющие условия: 
функция z{t) определена для t ^ г, т ^ О / т молсет принимать разные 
значения для разных функций z), z{t)€G, t ^ г. 
Пред поло снсим, что выполнено условие: 

V. Для любых положителных чисел ß и е существуют положительные 
числа В ^ B{ß) и Т = T{ß, е) так, что B{ß) -> О для ß -^ О, и если 
z{t)eZ, z{t) определена для t ^ г, a){z{tQ)) < ß, t^ ^ г, то будет m{z{t)) < 
< B{ß), для t ^ ^0, ù}{z{t)) < s, для t '^ IQ -\- T. 
В таком случае выполняется и условие: 

VI. Существуют функции (p{t), Л{г]), удовлетворяющие следующим, тре
бованиям: 

Функция (p{t) определена для всех t, непрерывна, убывает и (p{t) --> оэ 
при t ~> — со, q){t) -> О при t -> аэ. 

Функция Л{г]) определена для Г] > О, непрерывна, возрастает w Л(^) --> — оо 
при TJ -> о, Л{'Г]) -> 00 при Г] -> со. 

Если z{t) eZ , z{t) определена для t ^ г, то 

a){z{t)) < (p{t + 0̂ + ^(<^(^(^о)))) ^"^'"^ ^^^^ ^ 2 0̂ ^ '̂ - (2,05) 
Наоборот, при соблюдении условия VI выполняется и условие V. 

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы 1. Довольно легко доказать, что при выполне
нии условия VI выполняется и условие V, Мы ограничимся доказатель
ством выполнения условия VI при соблюдении V. Препдоложим, что имеет 
место V. Положим 

^ • п ,, Jg^ I _ ^ j ^ I j J , . й ——— » » » Л- ш \J ш Л^ щ • • • m 

TQ = U , Tj = i 1 , T2 = -^1 + - tg , •••? T _ i = i g ? I -. 2 = 1 Q ^ - I J • • • 
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функцию (p{t), GC) < ^ <̂  00 подберем так, чтобы она была непрерывной, 
убывающей, и чтобы 

(p(t) -> О для ^ -> 00 , 
(p(t)>B{2-J) для т , - ^ ^ ^ т , + 1, : ? - : . . . , — 1 , О, 1 , . . . (2,06) 

Функцию Л(г]), о < :̂  < оо подберем так, чтобы она была непрерывной, 
возрастающей, чтобы 

A{rj) --> со для 7] -^ О , 

Л(?7)>—г_,- для 2^-1 ^ 2 ^ ;?•==..., ™- 1, О, 1, . . . (2,07) 

Так как, очевидно, B{ß) ^ ß^ то будет (p(t) -> оо при ^ --> — оо; так как 
т„-, -> — 00 при ^ -> 00, то Л(г]) -> со при ?̂  -^ 00. Докажем справедливость 
неравенства (2,05). Пусть даны z(t) е Z, числа о̂ и î ^ о̂; найдем целые числа 
;, s так, чтобы 

2 ^ - 1 ^ (jo(z(tQ)) ̂  2 ^ (2,08) 
'^s ^h-~to+ r-j ^ T,+i . (2,09) 

Из неравенств (2,07) и (2,08) следует 

t^ — tç, — A{a}{z{Q)) £ti^to + т_, . 

Из неравенств (2,06) и (2,09) следует 

(p(h -to~~ A{a>(z(t,)))) > B{2-s) . (2,10) 

Далее имеем т, — т_̂ . == î'-^ + i + 2'"i+2 + • • • + ^s Для 5 > — ;/, т̂  — т__,- = 
= О для s = — j . (Согласно неравенствам (2,09), всегда будет s ^^ — j.) 
Из того же неравенства следует 

T_j^^ + T^j^^ +...+T,£t^-^t, щш. s>-~j, (2,11) 
О ̂  1̂ — 0̂ для s = — j . (2,12) 

Если 5 > — j , то из условия V и из неравенства (2,08) получаем 

a)(z(t)) < 2^-1 для 1̂  ^ 0̂ + î ' - i+ i , 
a){z{t)) < 2^-2 для î  ^ 0̂ + ^-i+i + ^^-,+2, (2ДЗ) 
(0{z(t)) < 2"-̂ ^ для -̂ ^ 0̂ + î ' - i+l + ^-:?- + 2 + . . . + Î'., . 

Из неравенств (2,10), (2,11), (2,13) следует справедливость (2,05) для t = t^, 
если s > — j , так как J5(2~^) ^ 2~\ Если,однако s = — ;/, то из неравенств 
(2,08) и (2,12) и из условия V следует M{z{t^) < В(2^) == 5(2"^ '̂) . Ввиду 
(2,10) имеет место (2,05), так что лемма 1 доказана. 

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 2. Предположим, что нулевой интеграл 
уравнения (1,01) сильно устойчив в G, т. е. что для любых положительных 
чисел ß ш Е существуют числа B{ß) и T{ß^ s) так, что выполняется условие 
V. Положим 

,я. л — — JL I jmj J A J I » y ••"•"""•""'" « • • * """"" X • V / • X « • « « 
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Подберем число У̂ ^̂ , ^ =:= ..., — 1 , О, 1, ..., к = О, I, 2, ... так, чтобы вы-
* 

полнилось следующее условие: 
если функция y{t) определена для î ^ ^ ̂  t^, kTj ̂  î < 2̂ ̂  (^ + 2) ^j 

и обладает кусочно-непрерывной производной y(t), и если 

1\\т - f{y{ti t) 1 d̂  ̂  F,,,, 

oy[y{h))<2i^\ 
TO существует решение x(t) уравнения (1,01), определенное для t^^t ^ t 
так, что \\x{t) — y{t)\\ <Tj, ti^t ^ t^, где 

r,- ==-- min {Q{Q{2^-^), (7ß(2^-i)), ^(ß(2^ + i), (7ß(2^ + 2))̂  
^(ß(S(2^+2))^ Cß(5(2^ + 3)))} .7 

2 

Докажем, что число W^j^ можно подобрать так, чтобы оно удовлетворяло 
всем указанным условиям. Число г ,̂ очевидно, полояштельно. Предполо
жим, что существует последовательность функций y^^^t), определенных 
для t^i^ ^^ ^ 4 \ ^T'j ^ 4*̂  < 4*̂  ̂  (^ + 2) Tj, обладающих кусочно-не
прерывными производными y^^\t), и что имеет место 

i WfHt) - Кг/ч*), m dt < i , (2,14) 

с^{уЩА'^))< ^^^\ i== 1 ,2 ,3 , . . . 

едположим еще, что для г = 1, 2, 3, ... справедливо утверждение: 
неравенство \\x(t) — у^^КШ ̂  у̂ ? 4*̂  ̂  ^ ̂  4'̂  неверно, если функция 

x(t) удовлетворяет уравнению (1,01) для 4*̂  ̂ t ^ 4*̂ - Без ограничения 
общности можно еще предположить, что 4*̂  -> hy Ф -^ h-

Прежде всего докажем, что соотношение y^^^t) е Q{B{2^^^)), 4*̂  ^ t ^ 4*̂  
справедливо почти для всех i. 

В противном случае существовала бы выделенная последовательность 
такая, что имело бы место 

уЩ) € ß(5(2^ + 2))^ fU) ^ ^ ̂  g) ^ (2,15) 
oj(î/%tf)) = JB(2^ + 2) ^ о̂:) < (̂0 ̂  Ŵ . 

Из неравенства (2,14) получаем 
t 

уЩ) = y^%tf) + / КУ^ЧГ), Т) dr + t̂ (0(^), 4"̂  ̂  ^ ̂  ^3^, 

где непрерывная функция u^'^){t) удовлетворяет неравенству 
9/ТТ 

Так как функция \\f(x, t)\\ ограничена для х е Q{B(2^+^))^ кТ^ £t'£{k-{- 2)Tj, 

CÜ(a) есть дополнение множества и(а) в JE*̂  
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то функции у^^К^) являются равностепенно непрерывны. Согласно (2,15), 
функции у^^К^) равномерно ограничены, так что по теореме Асколи можно 
выбрать последовательность y^^^(t) так, что 

ф -^ ifg > ^1, г/Щ -> z(t) , для t^ <t <ts, 
t 

z(t) = z{t^) + / f{z{x), T) dr , t^^t^t^, (2,16) 

а)(г(У) = В(2^ + 2) . (2,18) 

Согласно уравнению (2,16), функция z{t) удовлетворяет уравнению (1,01), 
ti^t ^ h'i таким образом соотноптения (2,17) и (2,18) противоречат смыслу 
функции B(ß). Итак, 

у(Щ € й(Б(2^ + 2)), fp < t ^ t^^ 

почти для всех г. 

Далее из неравенства (2,14) следует 

y(i)(t) = y(%t^l^) + J НуЩг), т) dr + и(Щ , 1^ ^ t ^ tf , 

где непрерывные функции ui'^)[t) удовлетворяют неравенству |1̂ 6(*)(̂ )|| < 
2У • < —г̂ . Отсюда следует, что функции y^^\t) равностепенно непрерывны 

и что последовательность ^̂ '̂ (̂ ) можно подобрать так, что 

уЩ) -> z{t), t^£t£t^, 
t 

z(t) = z(t^) + j f(z{r),T)dr, h<t^t2' 

Если взять достаточно малое число л > О и определить функцию x(t) так, 
чтобы она удовлетворяла уравнению (1,01) для^^ — л : < ^ < ^ 2 + ^ и чтобы 
имело место x{t) = z{t) для ti^t^t^, то получим 

max Wy^^^t) — x(t)\\ -> О для г -> оо , 

так что существует индекс i, такой, что 
Mt) - ущт < г,, iff' й t ^ f^. 

Итак, мы пришли к противоречию и доказали, что число W^j, можно по
добрать так, чтобы оно удовлетворяло всем поставленным условиям. 

Возьмем функцию ц){х, t) так, чтобы она была определенной для х eG, 
^ ̂  О, обладала непрерывными производными первого порядка по пере-
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менным Xi, ..., Хп, t для xeG, хф^О, t'^Om удовлетворяла неравенствам 

для кТ^ <t<(k + 2)T^, 2^-2 £ aj{x) £ Б(2^+з) , 

(2,19) 

f{x, t) > 
4 
\x 1 , для X =\= о, t > О , (2,20) 

^(0, )̂ = о для t ^ . 0. 

Обратим внимание на то, что числа Wj^j^ можно подобрать так, чтобы они 
не зависели от к, если функция f(x, t) не зависит от t, или, если f(x, t) пе
риодическая функциа по отношению к t, и что в таком случае можно вы
брать функцию гр{х, t) так, чтобы она не зависела от t. 

Пусть Y означает множество функций y(t), выполняющих следующие 
условия: 

они определены и непрерывны для t ^ t^ {to ^ О может иметь разные 
значения для разных функций y{t)), 

производные кусочно непрерывны для t ^ t, о ? 

00 

/ y>{y{t), t). mt) - Mt), m dt < 1 

Докажем справедливость 

Леммы 2. Если y{t) е Y, 2 '̂̂ i < оэ{у{1о)) < 2^, то 

m{y{t)) < Б ( 2 ^ + з)\ to<t<t, о Т (2,21 

+ т,_, + ... + у,-., г = 1 , 2 , 3 , . . . 
^ j-1+i ^ ^ ^ 0̂ т^+ 

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы 2. Пусть y{t) е F, од{у{1^) £ 2к Допустим, что 
неравенство (2,21) неверно. Тогда существуют числа ^i, t^, h ^ h < h^ 
< 0̂ -f- Tj так, что 

2̂ " ^(^(^i)) < oj(y{t)) < oj(y{t,)) = 5(2^ + 3) ^ t,<t<t,. (2,23) 

Далее существует целое неотрицательное число к так, что 

kTj < 1̂0 < t о Т, < (к 2 ) 1 j . (2,24) 

По предположению, что y{t) е 7, имеем 
t. 

Iw(y{t).t)mt)-Mi).màt<l; 
h 

ввиду неравенств (2,19), (2,23) и (2,24), будет f(y(t), t) > (W^j, ,̂ так что 
h I\\m-Mt).mdt<w,^,. 
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По выбору числа Wjj, существует решение x{t) уравнения (1,01), определен
ное для 1̂ ^ ^ ̂  2̂ такое, что 

|1̂ (̂ ) — :г;(̂ )|| < г,-, h ^ t ^ t ^ . (2,25) 
Так как г,- ^ ^(ß(2^+i), Cß(2^+2)), y{t^) ^ ß(2^+i), то имеет место 
x{t^ € ß(2^ + 2). Согласно предположению о сильной устойчивости в G ну
левого интеграла уравнения (1,01), имеем 

m{x{t)) < Б(2^ + 2) ^ t^<t£t^ (2,26) 

итак как г^ ̂  д(и(В{2^+^)), Си(В(2^+^))),то будет, согласно (2,25) и (2,26), 

m(y(t))< В(2^^^) , h£t£t,, 

что противоречит соотношению (2,23). Следовательно, справедливо (2,21). 
Пусть Ti — наименьшее число такое, что (jo{y(ri)) = 2^~^. Докажем, что 

число Ti существует и что справедливо неравенство 

4<к + Tj. (2,27) 
Предположим, что 

m{y(t))>2^-\ to£t<t, + T,, (2,28) 

Как мы уже доказали,' 
oj(y{t)) < Б(2^+з) , t,£t£t, + T,, (2,29) 

так что, согласно (2,19), (2,24), (2,28) и (2,29), имеем 

Очевидно, будет 

° j\(y{t),t)\\yit)-f(yit),t)\\dt<l, 

7 \\m ~ mt), m ̂ t < w,_^. 
и 

Так как a){y(to)) ^ 2», то по выбору числа Wj,^ существует решение x{t) урав
нения (1,01), определенное для *о ^ * ^ о̂ + ^з такое, что 

112/(0 — x{t)\\ <rj, to£t£to + T^. 

Так как г, й Q(Q(2' + ̂ ), Си(2^-^^)), y(Q е ß(25 + i), имеем х%) е Q(2i+^). Так 
как Г,- = T{2i+\ 2'-2), то будет со(ж(*„ + Т,)) < 2^-^ т. е. x(to + Т,) е 
е ß(2'-^2). Ввиду того, что г^ <. Q{Q{'2.i-^),CÜ{2i~'-^)), будет ij(to + Т^) е 
е Q{2'-^), т. е. ш(2/(̂ о + Т,)) < 2'-1. 

Это противоречит неравенству (2,28). Итак, мы доказали, что число т̂  
существует и что справедливо (2,27). 

Теперь можем применить доказанное уже неравенство (2,21) к функции 
y{t) для t ^ Ti- Мы обнаружим, что 

ш(у{т < Б(2^ + ̂ ) , r,£t £ г, + Т,_1. (2,30) 
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Далее убедимся подобным же образом в существовании числа Тд, т̂  < Тд < 
< Ti + ^ i - i такого, что où{y{r<^) == 2^"2. Применим опять неравенство 
(2,21) к функции y{t), ^ ^ Та и т. д. 

Таким образом найдем последовательность о̂ = '̂ о < '̂ i < "̂2 < • • • такую, 
что т,- — ti-i <Tj^^_i и ш(^(^)) < Б(2^ + ̂ ~«) для t^r^. Тем более будет 
справедливо (2,22). 

Из лемм 1 и 2 легко следует 

Лемма 3. Существуют функции (p{t), Л{г}), удовлетворяющие следующим 
требованиям: 

Функция (p{t) определена для всех t, непрерывна, убывает и 

(p(t) - > 00 , д л я ^ " ^ — 00, ср{1) ~> о , д л я ^ "> 00 . 

функция Л(^) определена и непрерывна для rj > О, возрастает и 
A{rj) -^ — 00, для ^ -> О, A{rj) -> 00, для rj -^ со . 

Если y{t) eY, где y(t) определена для t ^ ÏQ, то 

^{y{t)) < (p{t ~ к - Л{ш{у{%)))). 

Далее нам понадобится 

Лемма 4. Пусть функция (p{t) определена для всех ^ ^ О, непрерывна и вы 
полняет условия 

фЦ) > О, (p{t) -> О для t -> со. 

Пусть функция M{t) определена для ^ ^ О, не убывает, Jf(0) 1> 0. 

Тогда существует функция x{rj), определенная для У] ^ О, непрерывная, 
со 

возрастающая, xiv) -^ ^ «̂̂ -̂  г] -> О и такая, что f xi'fi^))- -^(0 d̂  < оо. 
о 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно выбрать непрерывную возрастающую 
функцию хЫ) так, чтобы имели место неравенства 

— -_- 1 — 
^И) • Xini) < -^ , :? = 1, 2, 3, ..., где rii = max (p{t) . 

Пусть (p{t), Л{г]) — функции, определенные в лемме 3. Согласно лемме 4, 
найдем функцию хЬ])^ определенную, возрастающую, непрерывную для 
?7 > О и такую, что 

00 

Xin) -> О для 7̂  --> О , 1хЫ^)) àt < со . 
о 

Можно еще предположить, что 

X(rj) > [^(ß(20, Ci2(2^+i)]~i для 2^ £г]й 2^+i, / = 1, 2, 3, ... (2,32) 



Положим 
0 0 

и^(х) = / x((p(t — ^(to(x))) d̂  для xeG.x Ф О , f77(0) = О . 
о 

Нетрудно убедиться, что функция V^{х) непрерывна и что О < Uр^) < со, 
X € G, X Ф О, 

и^{х)~^ 00 для а)(х)-^ 00. (2,33) 

Возьмем теперь функцию Цх, t, if) так, чтобы соблюдались следующие 
условия: 
функция L{x, t, 7]) определена и непрерывна для хе G, t ~^ О, г] '^ 0. 

Цх, t, 7^) = 1 дла 7] ^ и^{х), Цх, t, ^) = (1 + \\f(x, t)f)^ дла г] < ^U^(x), 

при фиксированных х, t функция i> является невозрастающей функцией 
переменной г]. 

Легко обнаружить, что такая функция L{x, t, TJ) существует. 
Возьмем теперь фиксированную функцию у = y(t) е 7 , определенную 

для t ^ ÎQ, y{Q Ф 0. Из леммы 2 следует, что возможны только два случая: 

1. существует число t^ > о̂ так, что 

y[t) Ф О для tç^<^t <t^, y(t) = О для t^t^. 

2- y{i) ф О д л я ^ ^ ^ о -
Б последнем случае положим t^ = оо. Функции у поставим в соответствие 

функцию V^{t) и число с{у) так, чтобы соблюдались следующие условия: 

Функция Vi(t) определена и ненрерывна для t^^t < t^, и 

^ - = ~~ ХЫУШ • L(yit), t, BS)) . (2,34) 

lina \\{t) = 0, Fi(jÇ) > О, для t^^t < t^, и 

<^{у) = Уг{к). 
Докажем, что функция V^) существует и определяется однозначно, так 
что и число с{у) определяется однозначно. 

Докажем прежде всего справедливость 

Леммы 5. Предположим, что функции V^i^), V^{t) определены, полоэФси-
телъны и непрерывны для г^_ ^ t < Tg, о̂ = "̂ i ^ '̂ 2 ^ h^ '^^0 они удовле
творяют дифференциальному уравнению (2,34) для TJ ^ ^ < Tg и что 

Тогда 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Если лемма 5 Неверна, то существует такое число 
т̂з> Ti < Тз < Т2, что 

О < VS) — Vs{t) , Ti ^ г ̂  Тз, (2,35) 

V,{4) ^ 7з(тз) < V,(r,) - 7з(т1) . (2,36) 

Согласно (2,35) и согласно выбору функции L, имеет место неравенство 
Uy{i\ i, УМ ^ i(2/(«), i, УМ), Tj ^ < ^ Тз, так что 

d 
df г {VS) - УШ = - %{<ут ШУ{1), t, VM - Hyitl t, 7з(«))] ̂  о, 

T i < ^ ^ Т 3 > 

что противоречит неравенству (2,36). Итак, лемма 5 справедлива. 

Из леммы 5 легко следует, что функция V-^{t) однозначно определяется 
наложенными на нее условиями. Остается доказать, что функция ¥^{1) 
существует. 

Прежде всего, существует число к^ > О такое, что U^{y{t)) < к^, t ^ t^. 
Положим 

V, (t) = 1хЫу{г))) dr+k,. 
t 

Так как V^(t) > к^ (to ^t < t^), то будет L{y{t), t, V4,(t)) = 1, и функция 
^À^) удовлетворяет уравнению (2,34). 

Далее докажем утверждение: 

Для каждого целого числа ;? > у- + 5 существует функция Vj{t), вы-

полняющая следующие условия: 

функция Vj{t) определена, положительна и непрерывна для о̂ ̂  ^ < h^ 
функция Vj{t) удовлетворяет уравнение (2,34) для t^'^t < ^i, 

lim Vj{t) = 

1 
Возьмем фиксированное число j > у- + 5. Так как y{t) -> О для t -> tj^, то 

kl 
существует число т̂ -, о̂ S т^з < h такое, что 

ÜAyit))<l, but<h, (2,37) 
1 

Полоя^им 
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чим, согласно выбору Функции L, L{y(t), t, Vj(t)) = 1, т̂ - ^ ^ < ^i, так что 
функция Vj(t) удовДбтворяет уравнению (2,34), причем 

lim V^t) 1 

В силу существования фуккции V^) мы без труда обнаружим при помощи 
леммы 5, что существует функция Vj(t) ^ V^(t), определенная и непрерыв
ная для 0̂ ^ ^ < р̂ удовлетворяющая уравнению (2,34) (для о̂ ^ ^ < î) 
и условию Vj(t) = Vj(t), Tj ^ t < t^. Таким образом мы доказали существо
вание функции Vj(t)- Из леммы 5 далее следует, что Vj^i{t) ^ Vj{t), t^ <^ 

1 

Положим Vi{t) = lim Vj(t), tg ^t < t^. Очевидно, V^it) ^ 0, и из извест-

НЫХ соображений (об равностепенной непрерывности) следует, что функция 
Vi(t) удовлетворяет уравнению (2,34). Очевидно, lim Vi(t) = О, и так как 

Х((^(у{^))) L{y{t), t, rj) > О для f] ̂ 0, tg ^ t < tj^ то должно быть Vi(t) > О 
для 0̂ ^ ^ < ^1- Итак, мы доказали, что функция Vi(t) существует и опреде
ляется однозначно, а значит определено (однозначно) и число с{у). 

Для xeG, хфО, t:>0 обозначим через В(х, t) множество таких функций 
у =z у(г) € Y, что функции у(г) определены для г ^ t ш что y(t) = х. Мно
жество В(х, t), очевидно, непусто, так как в него входит решение и(г) 
уравнения (1,01), определенное для г ^ t и выполняющее условие u(t) = х. 
По предложению относительно уравнения (1,01) существует хотя бы одно 
такое решение. 

Пусть С{х, t) — множество чисел у вида 
со 

у = с(^)(1 — / Wiyi-^)^ т^) 11̂ (̂  — /(^)W, )̂11 dr) , где ^ € В(х, t) . 
t • 

Положим F*(a;, t) = sup 7 , xeG, хфО, t^O. 
у €C{x,t) 

Как мы уже заметили, функцию гр{х, t) выбираем так, чтобы она не зави
села от ,̂ если функция f{x, t) не зависит от t, или, если f{x, t) периодичес
кая функция по отношению к .̂ В таком случае имеет место: 

Если х € О, X =¥ О, t ^ О, а ^t, у = у(г) е В{х, t), то у = у(г) = у{х -f er) е 
€ В{Х, t G). 

Отсюда уже легко можно вывести, что функция F*(a:, t) не зависит от 
переменной t [что V^{x, t) = V^{x, t + ш^), если f{x, t) = f(x, t + ш^)]. 

Пусть A^irj) = Л((р(— Л(г]))) для rj > 0. 
Нетрудно обнаружить, что функция Л2(г]) непрерывна, что она возрас

тает и что 

^2{v) -^ — ^ ДЛЯ Г] -> О , A^irj) -> 00 для rj •-> оо . 
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Далее имеем 
Л,(г1) > A{rj) , (2,38) 

так как <р(— A(rj)) < rj^ что вытекает из (2,05). Положим 
0 0 

и^{х) = 2fx{(p(T — Л^(а){х)))) dr для х е G, о; Ф О, U^(0) = О . 
о 

Функция и^(х), очевидно, непрерывна, U^{x) > О для х Ф О и, как видно 
из (2,38), 

и,(х) £ ^и^(х) . (2,39) 

Докажем справедливость неравенства 

F*(i^, t) ^ и^{х) . (2,40) 
Для доказательства (2,40) достаточно доказать справедливость неравен

ства 
с(у) ^ и^{х) для у € В{х, t), X фО , (2,41) 

Итак, предположим, что существует такая фукнция у{г) е В{х, t), для 
которой 

с(у) = V,{t) ^ и,{х) . (2,42) 
Предположим, что 

у(г) Ф О для ^ ̂  т < ^1, ^(т) = О для г ^^t^, ^ < h ^ ^ -

Теперь могут наступить два случая: 

1. Для всех t ^т <t^ имеем 

FI (T) > U,(ij(r)) , 

2. существует такое число TJ, ^ < TJ < t^, что 

Fi(T) > ?7,(t/(T)) для ^ ^ т ^ Ti, V,(r,) = иМч)) > О . 

Исследуем сначала первый случай. В этом случае имеем L(y{x), т, FI(T)) = 1 

для т ^ ,̂ так что FI(T) = 1хЫУ(о))) da, откуда Fi(^) = /;^(ш(^(е))) der. 
г t 

Так как у е B(x,t), получаем (по лемме 3 и по определению множества 
В{х, t)) cû{y(r)) < (p(r — t — Л(а)(х))), так что 

00 со 

с{у) = V,{t) < Ixifir - t - Л(со(х))}) dr = fx{q>{r - A{œ{x)))) dr = U,{x), 
t Ô 

что противоречит неравенству (2,42), так как имеет место (2,39). Итак, слу
чай 1. невозможен. 
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Обратимся теперь î o второму случаю. В этом случае имеем 
L{y{r), т, FI(T)) == 1 для ^ ̂  т < Ti, так что 

г , 00 

V,(t) - V,(r,) = 1ХЫУ<Г))) dp ^ 1ХЫУ((Г))) dor < 
t t 

00 GO 

< jx{(p{r — ^ — Л(со(д?)))) dr = j%{(p{t — /l(a)((%)))) dr = [/̂ (x') . 
0 

По предположению 2. будет FI(TJ) = U^{y{x^), так что 

Fi(^) < U,{x) + U,(y(r,)) . (2,43) 
00 

По определению имеем U^{y{ri)) = ^х{(р{(У — Л{а){у{х^)))) der. Так как 
о 

у еТ, Г1> t, y(t) = X, то oj(y(a)) < (р{о — t — Л(а){х))) для (У ^t, ж тем 
более будет а)(у(г^)) < (р(— Л{а){х))). Отсюда следует 

00 

U,(y(ri)) < 1х{Ф — М<^{^)))) dor =: lU^{x) . 
о 

Ввиду (2,39) и (2,43), получаем с(^) = V-^{t) < U^{x) и приходим к заключе
нию, что невозможен и второй случай. Следовательно, имеют место соотно
шения (2,41) и (2,40). 

Прежде чем приступить к нахождению функции Ur^{x), припомним следу
ющее определение: 

Функция и^{х), определенная для х е О, называется полунепрерывной 
снизу в (т, если соблюдается условие: если х^^) -> х е G, то lim inf U^{x(^^) 

г—>оо 

и^(х). Без труда докажем справедливость 

Леммы 6. Пусть функция Üg{x) полунепрерывна снизу в G. 

Пусть 

Ug{0) ^ О, Ug{x) > О для X ф О, Ug{x) -> 00 для а){х) -> оо 

Тогда существует функция U^{x), определенная и непрерывная в G и вы
полняющая условия 

Î7g(0) = О, и^{х) > О для X 4= О, U^{x) -> оо для а){х) -> оо, U^{x) ^ Ug{x) . 
(2,44) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . На компактном множестве и{2^) — ß(2^~i), j = 
= ... — 1, О, 1, . . . функция и^(х) достигает положительного минимума ntj. 
Притом nij -> оо для j -> 00. Условие (2,44) будет выполнено, если функция 
ür^{x) будет удовлетворять неравенствам U^(x) < m^ для 2^"^ ^ а){х) ^ 2\ 
j = . . . — 1 , О,Д. .. . Остальным условиям нетрудно удовлетворить. 

Для х € G обозначим через Q{x) множество, элементами которого явля
ются функции q{s), выполняющие следующие условия: 
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функция q(s) определена и непрерывна для O^s ^ S ^ со {S может 
принимать различные значения для различных функций q(s), в частности, 
может быть 8 = 0 или S = оо), 

q(s) € G для О ̂ s ^ S , q(0) = х , 

существует кусочно-ненрепывная производная 

ds — —г ' \ ^s J \ ds 
d (за исключением тех точек, где - j~ q{s) не является непрерывной). В слу-

чае, когда S = оо, предположим, что существует lim q{s) е G ж полоя^им 

lim q(s) = q(oo). Итак, элементами множества Q(x) являются кривые q(s), 

пробегающие в G; одной концевой точкой их является точка х. Эти кривые 
выражены в параметрическом виде, причем параметром s служит длина 
дуги кривой. При этом допускаются и кривые, которые вырождаются 
в точку. 

Дадим определение фунь^ции Ug{x) 

и,{х) = inf [fx{co{q{s))) ds + Wiiqm] . 
qeQ(x) 0 

Очевидно, U^(0) = 0, так как мон^но выбрать 8 = 0, q(0) = 0. 

Пусть X € G, X Ф 0. Тогда существует такое число г > О, что 

^U^{v) > г̂  и ;̂ (со(̂ )) > г , если \\v — х\\ < г . 

Пусть q€Q{x)] если \\q(8) — а;|| < г, то lU^(q{8)) > г̂ ; если же \\q(8) — а;|| ^ г, 

то найдем оценку интеграла fxi^i^i^))) ^^- Возьмем число 8^, О < 8i < S 
о 

так, чтобы было 

\\q(s) — а;|| < г для О ^s < 8^, \\q{8i) — х\\ = г . 

Так как параметр s есть длина дуги, имеем 8^ ^ г; далее будет x(^i^i^))) > ^ 
для О ^ 5 < ASJ, откуда 

О Ol 

*ы 

о 

так что во всяком случае имеет место U^(x) ^ г^ > 0. Итак, для х Ф О 
будет и^{х) > 0. 

Предположим теперь, что х е G, (х)(х) > 2̂ *̂, где j — натуральное число. 
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Обозначим Mj= inîlU'^iiv) 
VeG 

Ввиду (2,33) имеем Ж, -> oo для j -> со. Пусть q е Q(x)] если m{q(S)) ^ 
^ 2\ то lU,((i{S)) ^ Ж,-

Предположим, что со(д(5')) < 2^ Найдем числа s^, s^, .,., Sj, s^, удовле
творяющие неравенствам О ^ 5̂  < ^̂  ^ 2̂ < 2̂ ^ • • • ^^о ^ ^j <- ^J 
22;-г+1 := o}(q(s,)) > co(g(Ä)) > a>(g(5,)) = 22 "̂̂  для 5,- < <s < 5,-, г = 1, 2, ..., jf 

Si 

Ввиду (2,32) и того, что s есть длина дуги, получим jx{oy{q{s))) as > 1, 
Si 

(i = 1, 2, ..., ;/), так что /z(<^( '̂('5))) as > ;/*. Итак, мы доказали.утверждение 
о 

если 0}{х) > 22i, то C/8(̂ ) ^ mm(Jf^-, j), {j = 1, 2, 3, . . . ) , так что 
и^{х) -> 00 , если т{х) -> оо . 

Докажем еще, что функция U^{x) полунепрерывна снизу в G. Отыщем 
такие числа /iTi > О и гi > О, что X{(JO{V)) < К^ для \\v — х\\ < fj. Без труда 
можно установить справедливость неравенства 

и^{х) ^ U^{v) + ^ill^ — v\\ , если 11̂  — v\\ < r^, 

так что функция Ug(x) полунепрерывна снизу. Функция Ug{x) выполняет 
все условия леммы 6. Пусть функция U^{x) определена по лемме 6 для 
функции и^(х). Мы докажем, что справедливо неравенство 

V'^ix, t) ^ и^{х) . (2,45) 

Пусть x e ö , ^ Ф О , ^ ^ О и пусть у(х) есть решение уравнения (1,01), 
определенное для т ^ 1 и выполняющее условие y{t) = х. Такое решение 
у {г) существует, причем у = у (г) е В{х, t). Опять-таки 

у(г) ф О для t ^Г <t^, у{г) = О для Т ^ ^1, if < 1̂ ^ 00 . 

Так как у{т:) есть решение уравнения (1,01), то 
00 

jip{y{r\ т)|1 у(т) — f{y{r), т)|| dr =: о , 
t 

так что (ввиду леммы 6) неравенство (2,45) будет доказано, если покажем^ 
что 

с{у) = V,{t) ^ и,(х) . (2,46) 
Допустим, что Vi{t) < ü^{x). По определению функции U^(x) имеем Ug(x) ^ 
^ ^и^{х), и могут наступить два случая: 

1. для всех т, t ^т <ti будет FI(T) < ^и^(у{г)); 
2. существует число t^, t < h <h такое, что 

FI(T) < WMr)) для t£r<t^, Fi(^2) = Wiiyih)) ' 
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Исследуем прежде всего первый случай. В этом случае бУДет 

Цу(г), г, FI(T)) = (1 + ||/(г/{т), т)|Р)*, t£r<h 

и V^{t) = lx(co{y{r))) (1 + mrWY dr > 1хЫу{г))) \\y{r)\\ dr 
t t 

В силу определения функции Vi{r) и уравнения (1,01). 
Произведем замену независимой неременной 

Т ti 

^ = 1\\УШ dö-, 8 = 1 \\у{г)\\ dr , y{s) = y{r) . 
t t 

Получаем 
S 

Fi(0 > Jxi(»(y(s))) ds , 
0 

y{S) = 0, y(s)eQ{x), 
так что Vi{t) < Î7g(x), и первый случай невозможен. 

Обратимся теперь ко второму случаю. В этом случае 

Цу(т), г, V,{x)) = (1 + \\f{y{r), г) m*, t£r<h, 

И мы получаем 

Vx(t) - V,{h) = ]\Ыу{г))){1 + ||^(т)|Р)* dr > ]\{ш{у{х))) . \\у{х)\\ дх . 
t t 

Произведем опять замену независимой переменной 

^ = 1\\Ф)\\ do-, 8=1 \\у{а)\\ da , y{s) = y{r) . 
t t 

Так как по предполояшнию 2. V^it^) = \Ur^{y{t^) = ^U^(y(S))y получаем 

Vг{t) > !хЫт)) as + WMS)) . 
о 

Очевидно, y{s) e Q(x), и мы получаем 

с{у) = Vi(t) > и,ix) ; 

таким образом невозможен и второй случай. Это значит, что соотношения 
(2,46) и (2,45) имеют место. 

Положим 
XT . UJx, 
U^{x) = хЫ^)) "2[ГЫ для xeG, а; ф О , 17^(0) = О m 

Очевидно, UQ{X) > О для х Ф 0. Так как U^{x) ^ ^ü,j{x) ^ lU^{x), имеем 
и^(х) : {2UJ^x)) < 1 : 8 для х еО, х Ф О, так что функция и^{х) непрерывна 
в Q. 
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Возьмем произвольное ж е (?, х Ф О, ^ > 0. Пусть ?̂ (т) есть решение урав
нения (1,01), определенное для t — 1 < т ^ ^ и выполняющее условие 
u(t) = X а — сколь угодно малое положительное число). Докажем, что 

,. . г V'^iuit — At), t — At) — F*(:r, 0 - rw X 

Возьмем число At, 0 < At < i. Для любого числа С, О < С < {U^^i^)) • 
можно подобрать такую функцию у е В{х, t), что 

00 

С{У) • (1 - lfiy{r), г) . \\у(г) - f{y{r), т)!| dr) > УЦх, t) - I: . (2,48) 
t 

Притом V^{t) = с(у) ^ и^{х) и V^ix, t) ^ и^(х). (см. (2,41) и (2,45)). 

3 этих неравенств, из (2,48) и из неравенства С < {U^(x)) : 2 получаем 
00 

1 — Iwivi-^)^ ^) • IÎ W — fiyi-^). )̂11 d^ > С̂ 5(̂ ) : (2Î74(^)) . 
t 

Положим далее ^(т) = и(т) для t — ^^ ^т^ < t, yi^^) = y{t) для г ^ t . Оче 
видно, 

00 00 

/ W(y{T^)^ '^) • 11̂ (̂ ) — Ш-^). -^Ш dr =- jip(y(t), т) . \\у{г) — f{y{r), т)|| dr . 
t-At t 

Далее имеем с{у) == V^{t — At) = V^{t — At) — V^{t) + Fi(^)^) в силу оче 
CS.» '•Ч# 

видного равенства Vi(t) = V^{t). Так как L(y(r), т, Vi(r)) ̂  1, то будет 

V,{t - At) -VM ^ / хЫЧг))) dr . 

t 
Таким образом получаем с(у) ^ / ;^(со(^(т))) dr + (^{у) и 

00 

V*(u(t - ZI«), i ^ zlO ^ c(y)(l - / y>{y{r), T) il̂ (T) - fiyir), T)|| dr) ^ 
t ' At 

t 00 

^ / %(̂ ('?̂ ('̂ ))) dr . (1 — / t̂ (^(T), r) ||Î/(T) — /(^(r), T)|| dr 
t-^At t 

0 0 

c(^)(l — / f (^(^), -г̂) \\y(^) — /(!/W, '̂ )ll dr) > 
t 

t 

> f хЫп{г))) dr . -f^ + V*{x, t)-C. 
t-At 

)̂ Функция VAT) поставлена в соответствие функции ^(т) для т > t — At (ç.u. стр. 
234). 



Так как число С, О < С < ^U^{x) было произвольным, то 

V^(u(t — At), t-- At) x(oj(u(r))) dr . 2U^{x + F*(a;, t) . 
t~At 

Отсюда уже легко вытекает справедливость (2,47). 

Для завершения доказательства теоремы 2 остается доказать, что функ 
ция F*(x, t) является локально липшицевской для х € G, х ф О, ^ ^ 0. 

Для этого возьмем точку XQ е G, XQ ^ О, о̂ ^ ^- Пусть F 2 множество 
таких точек х € и-, д.ля которых \\х 
жество F2, очевидно, компактно и не содержит точки 0. 

Возьмем число К^ так, чтобы было 

ж\Ы1 ^Ä^) s 9(-~ A{2(JÛ{XQ))), MHO 

К2 > \\f{^, t)\\ , X € F2, 0 ;^ T ^ 0̂ + 1 • 

Найдем число ô\ О < ô' < 5 так, чтобы 

K^ô' < bft : 24 и если о «Ду X о < ô\ то \\х\\ > Ь\\Хд\1 а)(х) < 2а)(Жо) 

Докажем справедливость 

. 7. -Бс/ш 
/ V » / ^ ^ 

О <ô\ t-t^ <ô\t>0, y = y{r)€B{xJ), 

то 
y(T)eF^, t£T£to+2ô' . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как \\х — XQ\\ < ô\ имеем со{х) < 2Ù){XQ), так что 

^(^W) <(р{г — t ^ Л(а){х))) < (р(— A(2OJ{XQ))) , r-^t . 

что 
i а к 

существует число Tg, Предположим, 
111/('̂ з)11 ^ ^0 • ̂ • 
Ti, Tg, ^ < Tj < Т2 ̂  0̂ + 2^' такие, что 

t <r.<t ct&r 

как ^(^) == о;, ||л:| > о 

>Q + 20 такое, что 
: 2, то существуют числа 

1 
2 

Х О ф УШ > \\УШ\\ = i X о Ti < Т < То . 

Так как у = у{г) с В(х, t), то 

wiyi^)^ ^)\\ 2/W — /(^/W' '̂ )11 d^ < 1 

Согласно (2,20) и (2,49), имеем 

^(2/W, -î") > 
(tX/ о 

для Ti < т < Tg и получаем 

"̂ 2 

(2,49) 

/ II2/W —/(^W, т^)Ит < .^о : 8 ^ W — yi-^M < ill^oll + / lf(y{r), т)|| dT. 
T 
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силу (2,49), будет у{г) е F^, т^ <г < т^, так что ||/(^(т), т)|| < К^. Полу 
чаем 

^{г2) — у(гМ < 111̂  о 
7- т ггг ''I < ilHoll + ^2 • 3 '̂ < i а; о 

что противоречит неравенству (2,49). Лемма 7 доказана. 

Возьмем открытое множество О^С G так, чтобы было F^c G^c G^c G, 
G2 — компактно, (точка О не входит в множество Sg)-

Возьмем число о, О < ô < lô\ ô < IgiF^, CG^). Возьмем затем x(i), x(2), 
1̂1, t^ так, чтобы 

|д;(1) — ^̂ 1 <;; , ||Ж(2) — Xç, < (5 , 1̂ — 0̂ < ^ . \h — h<à, 

h>0, 2̂ > О 
и положим Q = ||ж<1) — х(Ц\ + 1̂1 — 2̂ 

Предположим, что ^ > 0; очевидно, Q < 4(3. Положим 3̂ = 1̂ + 2^. 
требуется оценить снизу разность F*(̂ <2), 2̂) — V^(x(^\ t^). Положим 

Нам 

iTg = I inf U-,(x) , 
\\x~Xo\\^ô 

К^ = sup XJ^(x), 
IIa; - xÀ\ < ö 

И возьмем произвольное число С, О < С < Zg и функцию у̂ >̂ = ^̂ Н̂'̂ ) 
€ Б(а;<1), î) так, чтобы 

0 0 

с{ут) . (1 - / (̂2/(1){т), т) ||г/(1)(т) ~ /(2/(1)(т), т)|1 d̂ ) + С > F*(x(i), h) . 

(2,50) 
Положим 

2/2W = 2/<̂ Нт) , для r>ti + 2û=^t а 

yÀr) = y^'Hh + {ti~h) 
т — t 3 

*̂ 2 ^3 
+ (х (2) С^(1)) 

î  3 

^2 - ^ ^3 
для о̂ S=̂  ^ "^ '̂ З • 2 

Обозначим 
00 

zl ^{уЩа), G) 
d 
d^ 2/̂ 'Н )̂ - f{yi^\ö), а) àa 

0 0 

d 
^(2/<"W, T) - ^ 2/*^4T) — î{yW{r), f ) dr 

â 

гр{у^Ца), a) d 
d^ 2/<̂И<т) ̂  /(2,(2)(^), „) dcT 

3 

у(2/("(т), T) d 
^ У'Чг) ~~ /(2,a)(,), г) 

t 

àr 
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Подберем постоянные К^, К^, К^, К^ так, чтобы имело место 

^ 3 > 11/(̂ . '̂ )11 1 

если все точки отрезка (v^^), v^-^y^) входят в ög, О ^ TI ,^ о̂ + 1 » 

(Число К^ существует, так как функция у){х, t) обладает непрерывными 
производными первого порядка для х е G, а;фО, ^ ^ 0 и множество G 
компактно и не содержит точки 0.) 

KQ > xi^(A) Ц^^ '^^V) у xeG^, О f£ T ̂  0̂ + 1 

В интеграле 

гр{у^^\а), о) dor 
У''\о) - f{yi^\a), а) da 

произведем подстановку г = t^ + (̂ 1 —Q а 3 

t л " t' 

у(2)(а) = у^^\г) + (а;(2) __ ^(D) 

. Имеем 

t 
h 3̂ 

da УЧ<У) 

Получаем 
Cj_ C3 / ^2 ^3 

ip(y^^\a), a) А 
dö" У^Чо) - MHc^l a) da 

и 
t 3 

r — t 
W(y^'\r) + {x^^^~-x(^^) J , t, + {t, - h) ___ t и ' 

dt 

/ h/<i)(T) + (a;(2)-^ ^(D) 

% ( . ( , ) + -^^^~-^^^ \ ^ 1 - ^ 3 
^1 ^3 / *̂  2 »'3 t 

r — h 
k - t h + (̂ 2 '̂ з) 

t 3 

3 h 3̂ 

^2 ^3 

ti P3 
- dr 

t 

^h/^l^r) + (X<2)__^(1)) ^ 3 

«1 
H H 

, î 3 + {t^ — 3̂) 
r — t 3 

tl 3̂ 

h 3̂ 
^2 ^3 

h 3̂ 
m'^^r) - f (X 2̂) _ ^(D) T — t 3 

^1 ;̂ 
, C3 4~ (^2 " " ^3) 

t 3 

^ , — * 3 
dr . 

») Под отрезком <v(i), ^(2)\ мы понимаем множество точек (1 —-1) t;(i> + ̂ v^^^ 
0 < f < 1. 
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Очевидно, будет -to t 3 ^'2 
< 

h 
H ^ 1 ^'Z ""1 

< 2 . 

Далее будет Ца;̂ )̂ — ^(i)|| < 24 ^ < 4Ô, h = h + 2Q < to + д + Sô < t^ 
+ 2ô\ y^^K^) € F2. для 1̂ ^ T ̂  ^3, и поэтому будет 

t/̂ i>(T) + [x^'^^ ^ x^^^) 
r — t 3 

h h ^ ^21 h ^'^ ^h- (Даже все точки отрезка 

h-t, y(i)(r)^ y (DM + (a;<2) ^ х^Щ . '^^ ^̂-̂  / 

входят в 0-2 Для любого T, 1̂ ^ T ̂  1̂3-) Это значит, что у){у^^\г), г) < К^^ 

^\УЩг) + (а;̂ 2) ___ (̂1)) т — ^ 3 
> ^3 (^2 ^3) X Г 

«'1 «'3 
<^4, 

1/(У̂ Н̂т), т)|| < ^3 , МЧ-^) + (Х^^^-ХЩ ^ ^ , t ^ ^* . ч ^ — 3̂ 
^ 1 - ^ 

? «'S (^2 ^3) 
3 ^1 ^3 

Получаем 

ZI к / I wiv^T) + (а;(2) — а:<1>) 1^^ , 3̂ + (̂ 2 — з̂) ^-"^ -

' * ^ ^ V о . 3 

Г f (2/' 
Cl t o Cl — j> 

yj(y^^\r), X 
3 3 

«1 

d 
dr ^ ( I ) ( T ) - /(2/<i>(T), T) dr 

' 3 г (̂̂ ^̂ >( T) + (a;(2) — ^(D) T — ^ 3 

Ьл T/' 
h 4" (̂ 2 h) 

r — t 3 
? ^3 

h 3̂ 
h 

• \\f(y^'\rl T)|l dr + 

Г Ifiy^H-^) + {x^'^ - x(D) ] î^, 3̂ + {t. 
h 3̂ 

ts) 
T — t, 

h 3̂ 
h 

W2) _ _ ^(1) 

h h 
dr 

tn Ь 2 

h — '̂ з 
ip(y^^\r) + (̂ (2) __ ^(D) T t 

h 3̂ 7 3̂ + (̂ 2 ^3) j~—г 

il 

. / (^<I ) (T) + {x^^^ — x^D) 
r — t 3 

t^-t, ? ^3 + (^2 ^3) 
T — t 3 
t. — t 3 

dr < 

г 

Г wiy^^K-^) + (x^^^ ~~ x^D) (1)\ 1^ h f- -j- (t *^ '^ — ̂ B T — .3 
,t 3 2 <з) h h "" h h W{y^4r), T) 

h 

dr 2 / " ' ( T ) - / ( t / < i > ( r ) , T ) dr + ^4^з(«з -1^) + 2K^\\x<^) — ж(1)|| + 2K^K^{ts — «1) • 

Как мы уже. заметили, все точки отрезка 

\ 

h h 
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входят в множество О^ Для любого т, î < т ^ ^з. Так как 

X (2) а:<1)) t 3 

t. -~t 3 

< lte(2) X (1) ^1 < T < ^3 , 

^3 "1 (^2 ^3/ 
T — f 3 

L —t 
T 

3 
L — t 2 

T t 3 

^ 3 
< h~t 

(̂2) — ^(i)|| j ^ 1̂2 — 1̂̂  ::= ^̂  TQ получаем 

^h/^i)(T) + ( x ( 2 ) ^ ^(1)) 
T — t 3 

3 
y 3̂ + (*̂ 2 ^з) 

t^ К Г <^ to . 

3 

n 3̂ 

1 3 

Так как уЩт) е B(xW^ t^), у)(х, т) > 1, [см. (2,20)], то 

^ 1 ^ < ^ 3 у 

ip(y^^r), г) < К 5t: 7 

dr уЩг)-^Цу(г),г dr < 1 . 
t 

Гаким образом мы получим оценку 
Л\£К,д + K^K^2Q + 2K^Q + 2K^K^2Q = (бК^К^ + 2К^ -\- К^) Q = К,д 

Так как c(t/(i)) ^ К^, V'^(x(^\ t^) ^ 2Zg, [см. (2,41) и (2,45)], то из неравенства 
(2,50) получаем 

00 

/ у)(у^^^(т), т)|| у^^^(г) — f{y^^\r), т)|| dr < 1 JTJL Q • Л \ . n • 

^ t 

Итак, если g < К^: {К^Кд) ~ К^^, то 
со 

1р(у^Ца), а) da у^^\а) - fiy^a), а) da < 1 

шу(^) = yi-^^o) е J5(x(2), t. 

Теперь найдем оценку разности с{у^^)) — с(у(^)). Пусть функции F^/^(T), 
Vf^T) поставлены в соответствие функциям у(^\ у(^) (см. стр.). 

Имеем 
с(уа)) = v['\t,), c(yi^)) = V['\t,). 

Очевидно, что Vi'\h) = V^iKh), так как у^^^т) = у^^^(г) для т ^ з̂ и функция 
Vi определяется однозначно. 

^ Гак как yW{r) е ög, v^ 1̂ S^ T ^3, yi4r)eG f < 
2î 2̂ = 

T ^ 3̂, 3̂ \ 0̂ 

^ n̂ 4- 1, TO 

хЫУ^Чт ЦУ^Чг), г, Ff )(т)) < к,, для 1̂ ^ т ^ ^3, 
ХЫУ^ЧГ))) Цу^г), г, Vf\r)) < К,, для h^TUt,. 
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Так как функции 7^ '̂{т), Vf^r) удовлетворяют уравнению (2,34), долучаем 

> V^Kh)- Так как ta — h ^ h — *i + 1*2 — *il ^^ Зр, имеем 

V['\h) - Ff>(i,)|, < Ш,е и |c(2/(i)) - с(у(Щ < 3K,Q . 

Очевидно 
00 

F*(x^2), y >G{y^^^) 1 у){у^Ца), a) d 
dor !/̂ ^KCT) - Пу^Ца), a) 

и 
аб\ > 

0 0 

^ c(l/(l)) 1 ^{у^Ца), a) 
t. 

de 
y(2)(^) _ f(yi2)(^a), a) dor — ЗК^д > 

00 

^ C(^(l)) 1 1р{у^Цг), r) 
h 

A 
dr 2/<"(T) - /(2/(^HT), r) dr) — KQK^Q — ^^6^ = 

^ F*(x(i), fj - f - Z , ^ , ^ - 3/C,e . 

Так как число С произвольно, то мы доказали, что 

F*(x(^), t,) - У^{х(^\ t,) ^ - К,,в , где К,, = К,К, + ЗК,. 

Если поменять местами х(^), t^ и xW, t^, то получим 

F*(x(i), î) — F*{a:(2), ^̂ ) > _^ j - ^ ^ ^ 

Это значит, что 

F*(a;(2), 2̂) — F*(;r(i), ^i)| ^ if^i^ , g = \\x(^) — :^(i)|| + h — h 
Таким образом мы пришли к следующему результату: Для данных 

0̂0 е Ö, XQ Ф О, 0̂ ^ О МЫ нашли положительные числа о, K-^Q, К^^ такие, что 
как только 

\\х(^) — XQW < Ô , ||а;(2) — XQW < Ö , t^ — 0̂ < (5, 2̂ — h < à , 

;r(l) — X(2)|l + 1̂ — 2̂ < -^10 , (2,51) 

то будет также и 

\V*{x(^\ t,) - V*(xW, t,)\ £ K,,(\\x(^) - xm\\ + \t, - ,̂1) . 

Условие (2,51) можно, очевидно, опустить, если уменшить <5. 

Итак, мы доказали, что функция У^{х^ t) является локально Липшицев 
ской ДЛЯ а: € Ö, ic Ф О, ^ > 0. Теорема 2 доказана. 
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3. Теорема об аппроксимации 

В настоящем параграфе мы докажем теорему 3. 
В теореме 3 мы предполагаем только непрерывность функции f{x, t) 

для X € G, t ^ О ш яе делаем никаких предположений о поведении интегра
лов уравнения (1,01). 

Теорема 3. Предположим, что функция V2{x,t) выполняет следующие 
условия: 
функция V^ix, t) определена и непрерывна для xeG, t ^ 0 
Функция V2{x, t) является локально липшицевской для х cG, х Ф О, t > 0. 
F2(0, t) = 0,t >^0, V^ix, t) > О для X € G, X Ф О, t ^ 0. 
Существует функция Ug{x, t), определенная и непрерывная для х е G, 
^ > О, и^{0, t) = О, t > О, и^{х,Ь) > О, х € G, х Ф О, t > О такая, что 
имеет место утверждение: 

если и{г) есть решение уравнения (1,01), выполняющее условие u{t) = х, 
X Ф О, t > О, то 

lim inf Z ^ M - ^^)' ' -r-Al^ ^^(^' )̂ ^ и,{х, t) . (3,01) 

Тогда существует функция V2,{x, t), выполняющая следующие условия: 
Функция V^{x, t) определена и непрерывна для xeG, t ^ 0 . 
Функция V^{x, t) обладает непрерывными производными всех порядков для 
X Ф О, t > О, 

V,{x, t) - V,(x, t) I £ - ^ - ^ V,{x, t) , 

W,{x, t)= yZ^f,+ ^4^ = ^ V,{u(r), T ) U , < - if7,(x, t) 
. , dXi dt dx 

{u{r) есть решение уравнения (1,01), выполняющее условие u{t) = х). 
Замечание: Теорема 3 остается верной, если заменить условие (3,01) 

}^словием 
Пш вир V^-(t + At),t + At)-V,i^ ^ _ ^^^^_ ^̂  _ ^3,02) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Ĵ fc обозначает множество таких точек {х, t), 
для которых 

XeG , 2*~з <- ^ ( ^ ) < 2^+4 ^ 2^-3 <^ ^ <; 2^ + * , г = . . . , — 2 , О, 2, . . . , 
9 О 9 ./• 

Пусть Jiic обозначает множество таких точек (х, t), для которых 
xeG, 2i-i£m{x)£2i+i^ 2''-^ £^t £ 2"+^ , г = ..., —2, О, 2, ..., 

fC ^̂^̂^̂  • • •> — - ^ ? ^у ^ 7 • • • 

249 



Пусть функции pi(x) выполняют следующие условия: Функции р^{х 
= ..., —2, О, 2, . . . определены для х е G и обладают непрерывными про 

изводными всех порядков. 

Pi(x) 

Рг(х) — О 

Pi{x) 

Pi+2{^) = 

для х € G , oj{x) 
~ 1 для X е G , 
1 , xeG, 2̂ " + i 

X € G . 

< 2^-1 или (jo{x) ^ 2̂ +2 . 
2' <I (jo(x) < 2^ + 1 . 

w{x) 2^+ 
« • • ^ j U j ^ j . . • 

етрудно показать, что существуют функции р^(х), удовлетворяющие ука
занным условиям. 

lycTb функция gk(t) выполняет следующие условия: Функция gj,(t), 
k = ,.., —2, О, 2, . . . определена для всех t и обладает непрерывными про
изводными всех порядков. 

дМ = о для t <. 2^ 1, или ^ ̂  2^+2, 

gic(t) + gicUt) = 1 . 2^"^! £ t й 2^+2 ^ i _ ..., __„2, о, 2, . . . 

Нетрудно обнаружить, что существуют функции gjc(t), удовлетворяющие 
указанным условиям. 

Возмем числа Д fc, Pi, д^ так, чтобы 

fi,и Э |i/(^, ^)|| , (^, )̂ е J,-̂ fc (3,03) 

г > 
dXj Рг> 

^Рг+2 
dXj 

J ±^ Jj^ ^ ̂  ,̂  '^^ Qß £ \^ (3,04) 

дь> 
dg к 
dt дк > 

dg к+2 
dt 00 ^ < GO , i == . . . , -—2, О, 2, . . . , 

к '? -Zj Uj -*̂ j . . . (3,05) 

Далее возьмем положительные числа 1̂  ь Ci,k так, чтобы 

1г.7с < 

Mi,kPi + g^i. 

t 
2t V<^{X, t) , X{t) € Jij, , 

к г + 2,к bt,fc + 2 i Si + 2,k + 2) ^ Ci,k • 

(3,06) 

(3,07) 

(3,08) 

Пусть функция ê(x, t) = #(^1, ..., Xn, t) определена для всех (ж ,̂ ..., х^, t) е 
е Еп+и обладает непрерывными производными всех порядков по перемен
ным Хи .'., Хп, t ж пусть 

2 é{xi t) > о , Щх, t) = О для ^1 X 2 ß> 1 

I • • • I ?л(«Ду. f ) dt^y-j • • • \ХьС^1 vJ-b' X • 

f^n i 1 
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Возьмем теперь фиксированную пару индексов i^ к, i = ..., —2, О, 2, ..., 
k = ..., —2, О, 2, ... и определим функцию V^ijcix, t) при помощи уравне
ния 

Г п + 1 t) ê {^ , - ) dx[... d < d^, (3,09) 

En +1 

где положительное число г будет выбрано позднее. Функция V^ij^x, t) 
определена для таких (х, t), для которых интеграл в правой части уравне
ния (3,09) имеет смысл. Очевидно, существует такое положительное число 
Гг fc, что функция Fg, fc(^, t) будет определена, как только (х, t) е J,- д., и имеет 
место неравенство 

V3,i,k{^^ ^) — ^2{^у О i < If.fc , (^, )̂ € Ji f,Jc 1 (3,10) 

если О < г < г̂ - fc. Притом функция V^^i^j^i^, t) обладает непрерывными про
изводными всех порядков для (х, t) eJ^j^. 

Пусть постоянная D имеет следующее свойство: если {х^^\ tj) е J , ̂ , 
(х(^\ t^) € Ji^k И если кроме того все точки, лежащие на отрезке, концевые 
точки которого суть (х(^\ t^) и (х(^\ ̂ а), входят в множество J,- fc, то 

V,{x('\ t,) ~ V,{x(^\ h)\ £ D{\\xi^) ~~ х(Щ + h - t,\) . (3,11) 

Постоянная D существует, так как множество Jijc^^) компактно, не содержит 
начала координат и функция V^ix, t) является локально липшицевской для 
X € G, X Ф О, t у- 0. Возьмем число d > О так, чтобы было 

Наконец, возьмем число г, О < г < г, ̂  настолько малое, чтобы было 

(3,12) 

\\f{xJ)—f{x'J')\\ <d, 

как только (х, t) е J,- ̂  (х\ t') е J/fc, (^1 — Xi)2 : 
< 4г2 и чтобы было 

(3,13) 

(Х , t ) € J ijf^ у (3,14) 

как только (х, t) € J,; fc, (^1 — х{)^ -f . . . -f {x^ — x^)^ + {t — f)^ < ér^, и чтобы 

и g(Xj t) • и ^(X , 6 ) | <C Ci Je (3,15) 

для (x, t) € J,-fc, {x\ Г) € Jij,, (Xj^ — x^Y -f . . . + {x^ — x'^f + (̂  •— f )2 < 4r2. 

Возьмем теперь фиксированную точку {х, t) е J^^j^ и число At, О < Af^ < 
т < ^— , Пусть и{г) есть решение уравнения (1,01), определенное для 

(1 + nfl^y 
^ ^'^ ^^ Л- At и удовлетворяющее условию u{t) = х. Нетрудно доказать, 

10 ) Ji.ic бсть замыкание множества J,- ̂ .̂ в £* п+1 
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что функция и{г) существует и что (и{т), т) е Jj^^ (* ̂  т ^ ( + ^t)- (Дока 
зательство будет дано ниже.) Имеем 

VZJA^, t) - Уъ,г,МИ + Л1), t + At) 

^ • • {Vé.x'+ X, Г + t) •n + 1 

( х' t' 

(3,16) 

Возьмем фиксированные значения х', t', 

и пусть у{т:) есть "решение уравнения (1,01), определенное для f -\- t ^х ^ 
^t' -\- t -{- At ж выполняющее условие y{t' + t) = х' -\- х. Такое решение 
существует, причем 

(г — Г — tf + {уАг) — х^ — x^f + ... + (!/п(т) — < — x^f < г2, 
'̂ + ^ ^ т ̂  f + ^ + ^̂  • 

Решение мояшт быть наверное определено для т достаточно близких 
к f + .̂ Если бы решение у{х) нельзя было определить на всем интервале 
<f -\-t, f + ^ + ^^> или если бы не имело места неравенство (3,18), то 
можно было бы найти такое число что было 
бы 

(т - г " О' + (2/I(T) - ^; - х,)^ + ... + (2/.(т) - < - х,)2 < г2 (3,19) 
для f + ^ ̂  т < Ti, 

(TI — f — )̂2 + (^i(Ti) — а;; — a;i)2 + . •. + (yniri) — < — ^n)' = ^̂  • (3,20) 

Согласно (3,19), (3,17) и (3,14), имеем (y(r), г) e Jij^, ^ ' + ^ ^ ' ^ ^ T̂ I- ЭТ 
значит, ЧТО 

(TI -^ f — t)^ + (^i(Ti) — a:; — ^i)^ + ... + {yn(ri) — < — ^n)^ < i^tf + 
+ niU^j, Atf < f2, 

так что не мошет иметь места (3,20) и, следовательно, справедливо (3,18). 
В частности, если х' = О, f = О, то у{х) = и{г), так что 

(т — tf + (щ{г) ~ x^Y + ... + {Un{r) — x^Y < ^^ t£r<t + At, (3,21) 

и (u{r), т) € J,-X;, что мы и обещали доказать. 
Из условия (3,01), соотв. (3,02) нетрудно видеть, что 

t'+t+At 
V^{x' +x,t' + t)~ Fa {y{t' + t + At), f + t + At)^ I U,{y(r), T) dr . 

Согласно (3,18), (3,17) и (3,15), отсюда следует 
V^{x' + z,t' + t)- V,{y{t' + t + At), t' + t + At)> {U,{z, t) - C,;,) At. 
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Согласно (3,18), (3,17) и (3,13), имеем \\f{x, t) — /(^(т), TJ|| <d, Г + t ^ r £^ 
£Г + t + At. Отсюда следует (по уравнению (1,01)) 

||/(х, t) . At — у(Г + t + At)-- y{t' + t)\\ < At. или 

\x + X + fix, t) . At — y{f + t + At)\\ < At .d . 

Аналогично получаем \\x + f(x, t) .At — u(t + At)\\ < At. d, так что 

w u(t + At) — y(f + t + At)\\ < At. 2d . (3,23) 

Неравенство 
z 2 (a — tf < 4r2 (3,24) 

справедливо, если подставить вместо (z, а) или (х' -\- u(t + At), t' + t +]At) 
или {у{Г + t + At), t' + t + At) [согласно (3,21), (3,17) и (3,18)]. Следова
тельно, неравенство (3,24) также верно, если подставить вместо (г, а) 
любую точку, лежащую на отрезке, концевые точки которого в простран
стве Еп+1 суть (х' + u{t + At), t' -\-t + At) ж (y(f + t + At), Г + t + At), 
так что все точки этого отрезка входят в / . ^ [согласно (3,14)], вследствие 
чего будет [см. (3.23) и (3,11)] 

V,(x' u{t + At), f + t + At) — V^{y{t' 
< At. 2Dd . 

t At),t' + t + At)\ < 
(3,25) 

3 (3,22), (3,25) и (3,12) следует 

V^{x' +x,t' -ft) — V^{x' + u(t + At), r + t 

Отсюда и из (3,16) получаем 

> {U,{x,t)-~2Ci,jc)At, 

VsM^^ О — Vs,i,jci^(t + At), t + At)> {U,(x, t) i,h) At . 

Так как функция Vsi^jc(x, t) обладает непрерывными производными всех 
порядков, следует отсюда 

d. 
d̂  УзлАФ)^ '^)l-t < — и^(х, t) + 2C,-,fc < ~ iU^{x, t) (3,26) 

[см. (3,06)]. 
Итак, для любого подбора индексов г, к, i Z/y и , Z/j . . .у iC — 9 

• • • » • JmJ ш 

О, 2, ..., моя^ем построить функцию V^^i^x, t), имеющую следующие свой
ства: 

она определена и обладает непрерывными производными 
как только {х, t) е J,-Й; выполняются неравенства 

Vs,iA^. t) — V^(X, t)\ < 1,-̂  , (X, t) € Ji^j, , 
d 
•^V2,i,jc{u{r),r) x^t < ^Ug(X, t), (Xf t) € Ji^Jc 

(3,10) 

(3,26) 

[u{r) есть решение уравнения (1,01), выполняющее условие u(t) = x]. 
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Условимся, что выражение V^ij,{x^ t) р^(х) /̂Д )̂ принимает значение О для 
т е х X € (jTj t ^ о, для которых функция Vsjj,{x, t) не определена, и определим 
функцию 

V^{x, t) = У V^^i^j,(x, t) р,(х) gj^(t) /xeG, ж ф О , t> О . (3,27) 
V - 2 0 9 

Так как каждая точка (х, t), х 4^ О, t > О имеет такую окрестность, на 
которой только конечное число слагаемых в правой части (3,27) отлично 
от нуля, то сумма имеет смысл и функция V^(x, t) обладает непрерывными 
производными всех порядков для х е G, х Ф О, t у- 0. 

Докапаем, что функция V^(x, t) удовлетворяет неравенствам 
t 4(х, t) — Y^(x, i)\ < -^-^^-^ V^ix, t) , x € G, x 4^ О, t > О, (3,28) 

x^ 

d 
^ V,{M{r), r)\r.t < ~ ÏU,(x, t), X€G,x+0,t>0 (3,29) 

u(r) есть решение уравнения (1,01), выполняющее условие u{t) = х]. 
Возьмем фиксированные х е G, х ф О, Г > 0. Найдем четные числа I, ш; 

2^ < со{х) ^ 2^+2^ 2^ < ^ £ . 2^+2. 

Согласно выбору функций Рг{х), Qjcit), имеем 
t 

Vi{x, t) = ^ 2 ^з,г,^(^, t) Pi(x) gS) . 
г-^, 1 + 2 Jc-^m, m + 2 

Ввиду равенства 2 2 ^^(^) • ^^^^^ "^ ^ получаем 
1=^1,1+2 k^m, m+2 

V^{x, t) — Y<lx, t) = ^ 2 (̂ з.г./о(̂ , t) — V^ix, t)) Pi(x) gj,{t) . 
i=--l,l + 2 Д:==ш, m + 2 

Так как (ж, t) e Ji^^y i = l, l +- ̂ , к = m, m + 2, то 
t 

VZJA^. t) — V^{x, t)\ < |,,fc < - y q T ^ V^{x, t), i = lj + 2,k = m,m+ 2 , 

согласно (3,10) и (3,07), так что получаем 
f 

V^(x, t) — V^ix, t) I < Y ^ - ^ V^{x, t) 2 2 Pii^) 9k{t) = 
f; 

V^(x, t) ; 1 + 2̂  
таким образом неравенство (3,28) доказано. 

Далее имеем 

т- v^{u(r), т) = 2 Z т{Ф)) дМ "т- v^j^j,(u(r), т) + 
Clî̂  , i = 1,1+2 Ä;==w,m+2 \ ^ ^ 

d d 
+ gjcir) V^j^uir), T) ^ p,(t^(T)) + Vs,i,jc{u(r)y r) Pi(u(r)) - ^ gr̂ (T) 
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(После дифференцирования вместо т подставим t, и{г) имеет обычный смысл.) 
Из (3,26) я из определения функций у>г(̂ ), gS) следует, что или р^{х) gj,(t) = О 
или 

d 
dr 

УзММ-^), T^)\r^^t < — îUg{x, t) , i = l, I + 2,к = ш,ш + 2, 

и таким образом^ получаем 

2 2 Рг{Ф))9к{г) -^ F3,,-fc(î (T), г) < - iU,{x, t) 

dr 
V^{u(r), т) < — I t79(a:, t) + В , 

d 

(3,30) 

где Д = 2 2 ^3,г fc(^W. -f) ^ [Рг(^(т)) д/Дт)] 

Так как Pi{x) + р^+зН = 1 для 21 < ш(ж) < 2̂  + ̂  дф) 
2^ < т ' < 2^+3 ïï3vieeM 

ö'w+2\'^ для 

2 
г = гл + 2 fe = m, ?B+2 ^"^ 

R 

{Рг(и{г)) д-Дт)] = о , 

d 

г = Z, г+2 Ь= т, ш + 2 
(^з,г,Д^. *) ~ У2{^. t)) d î [РД'̂ С̂'?̂ )) 9̂ fc(î̂ )] 

Ввиду ТОГО, что {х, t) € Ji^jc, i = I, 1 + 2, k = m, m + 2, будет |7З,-А;(Л:, 
V^{x, t)\ < iijc в соответствии с (3,10). Далее будет 

dr 
[Pi(u{r)) . gj,{r)] < "^Pl + Cm у 

так что 

согласно (3,08). Отсюда следует, согласно (3,30) и (3,06), что 

l.m 

dr ^{U{r), T)|r.j < — Wg{X, t) 

И неравенство (3,29) доказано. 

Определим функцию V^ix, t) для х € О, t '^ О, 
Vs(x, t) = V^{x, t) для X € G,. X Ф О, t > О, 7з(0, )̂ = О .^ 

Vs{x, 0) = lim V^^ix, t) , X € Ф О 

Теперь уже нетрудно убедиться, что функция V^ix, t) удовлетворяет 
всем условиям, поставленным в теореме 3. Теорема 3 доказана. 

Теорему 4 можно доказать соверпхенно аналогичным способом, как 
теорему 3. В теореме 4 мы также не делаем никаких предположений о по
ведении интегралов уравнения (1,01). 



Теорема 4. Предпололсим, что непрерывная функция {х, t) не зависит 
от переменной t и что функция V^ix), выполняющая следующие условия: 

Функция V^ix) определена и непрерывна для хеО. 
Функция V^ix) является локально липгаицевской для xeG, ж Ф 0. 

FgfO) = О, V^ix) > О для X ф 0. 
Существует функция UQ{X), определенная и непрерывная для xeG, UQ{0) = 

= О, Ug{x) > О и для X + О такая, что имеет место утверэФсдение: 
если и{г) есть решение уравнения (1,01), выполняющее условие u(t) = х^ 
X Ф О, то 

lim inf ^.W^-^;))-^.(^) :> и,(х) . 

Тогда существует функция V^{x), удовлетворяющая следующим условиям: 
Функция У^{х) определена и непрерывна для xeG. 
Функция 7з(ж) обладает непрерывными производными всех порядков для 

ж Ф 0. 
V,(x) + V,{x) < bV,{x). 

" 8V, . d 
W,{x) = .Z g ^ /,• = -^ V,{u{r))\r.t < - W.i«:) 

[U{T) есть решение уравнения (1,01), выполняющее условие u(t) = х]. 
З а м е ч а н и е . Аналогическую теорему возможно доказать и в том слу

чае, чмо F2(x,i) периодическая функция по отношению к t. 
Из теоремы 2 и из теоремы 3 (соотв. из теоремы 4), соотв. из замечания 

легко вытекает справедливость 

Теоремы 5. Предполож^им, что нулевой интеграл уравнения (1,01) сильно 
устойчив в G. ' 

Тогда существуют функции V^^{x, t), UIQ{X), C/II(CC), C/i2(^) так, что вы
полняются следующие условия: 

V'. Функция V^{x,t) определена и непрерывна для xeG, t ^ О и обладает 
непрерывными производными всех порядков по переменным Xj^, . . . , х^, t для 
XeG, X Ф О, t > О, 

II. Функции UIQ{X), Uij^{x), U^^x) определены и непрерывны для xeG; 
t̂ io(O) = C/n(0) = U,,{0) = О, U,,{x) > О, U,,{x) > О, иф) > О, хфО, 

1И. Unix) £ V,{x, t) £ U^,{x), xeG, t ^ 0. 

IV. W,{x,t) = 2 - ^ ^ /,. + - ^ ^ -^ U^^{x) , X €0 , X Ф 0, « > 0. 

При этом функция V^{x, t) не зависит от, t, если функция f{x, t) не зави
сит от t. V^{Xjt) периодическая функция по отношению к t периода coi, если 
f(xj) = f(x^t + со^^). 
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4. Теоремы о сглаживании. Обращение второй теоремы Ляпунова 
В настоящем параграфе мы докажем справедливость 

Теоремы 6. Пусть функция У^{х, t) выполняет следующие условия: 
Функция V^{х, t) определена и непрерывна для xeG, t ^ 0. 
Функция Vß{x,t) обладает непрерывными частными производными всех по

рядков по переменным Xi, ..., Хп, t для xeG, х Ф 0,t > О, ¥^{0, t) = 0,t ^ О, 
VQ{X, t) > О, X Ф О, t ^_^ 0. 

Тогда существует функция v{rj), выполняющая следующие условия: 
Функция v{rj) определена для всех г] и обладает (4,01) непрерывными про

изводными всех порядков. 
v{f]) = О, Г] £0. (4,02) 

v(f]) есть возрастающая функция для ^ ^ О . (4,03) d^ 
v{7]) -> 00 для Г] -^ оо. (4,04) 

Функция )^(7б( ,̂ t)) обладает непрерывными производными всех порядков 
для xeG, t > 0. (4,05) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть функции /гД^) выполняют следующие усло
вия: они определены, непрерывны и возрастают для О ^ ?; ^ 1; 

//ДО) = О , /гД^) ^ ^ для О ^ т; ^ 1 , (4,06) 

H'iin) ^ ^б(^. О если О ^ ù){x) ̂ fj, 2-i ^ t ^2+\ i = 1, 2, 3, .. . 
(4,07) 

Пусть функции Фг(г]) ВЫПОЛНЯЮТ следующие условия: они определены, 
непрерывны и убывают для О < rj ̂  1; 

(4,08) ФгМ > 1 -у" 
8W,{x, t) 

дх^' ... дх'^'^ 8î «̂+i 

к, к^, ..., k^j^i — целые, неотрицательные ^ ^к ^%, к^-\- .., -\- к^ -\- k^+i = 
= к, 7] £ (о{х) £ 1, 2-* ^ ^ ̂  2% г = 1, 2, 3, ... . 

[Если Ä: = О, тЬ — ^ i ! Z | ( ^ = V,{x, t) .] 

Построим функцию v{ri). Прежде всего построим функцию 1̂ *(»̂ ), которая 
выполняет следующие условия: 

Функция v'^{rj) определена и непрерывна для всех г}] 

v^in) = О . Пй:^. ^*(^i) < ^*(^2) , О £ *?1 < ^2 • 
v^fji) -> 00 , fj -^ QO , (4,09) 

^*(/^i(^)) . ФА^) "^ О . ^ "> О + , i = 1, 2, 3, ... . (4,10) 



:1кцию v^{rj) нетрудно построить, ибо условие (4,10) будет выполняться, 
как только будет v^{r]) = о(Ф,(/^:"1(^))) для ^ -> О + , '̂ = 1, 2, 3, ..., где 
/^^ (г]) есть функция, обратная функции /bCiÇt]).] 

Пусть функция S{rj), определенная для всех г/, обладает непрерывными 
производными всех порядков и выполняет условия 

О ̂  S(rj) ^ 1 для — со < t? < со , Я(г/) > О для — 1 < ̂  < 1 , 
00 

M (rf) =: О ДЛЯ ?7 :^ — 1 или ̂  ̂  1 , / S{rj) àri =^ I. 
00 

00 . 

Положим v{7]) = J ^*(|) S(^ — ly + 1) d|, — GO < ?̂  < 00 
0 0 

Нетрудно показать, что функция Î^(^) обладает непрерывными производ
ными всех порядков и что 

v(fj) = 0 для ^ ^ 0 . v{r]i) < ^(^2) для 0 ^7]^ < f]2- (4,11) 
^*(^ — 2) ^ v{f]) £ v'^ifj) . (4Д2) 

Из (4,09), (4Д0) и (4Д2) следует 
v{rj) -> 00 д л я 1] -^ QO . (4,13) 

v{iAi{ri)) . Фг(г])-> 0 , 7̂  -^ 0 + , i = 1, 2, 3, ... (4,14) 

Положим, наконец, 

v(rj) = f exp L i- v{a)\ do* , для ^ > 0 , v{rj) = 0 для ̂  < 0. 

Функция v{7]) имеет, очевидно, производные всех порядков для ^ Ф О и, 
как нетрудно убедиться, выполняет условия (4,02), (4,03) и (4,04). Так как 
v(^){fj) "> О для ^ -> О, то из определейия функции v{rj) легко выводится, что 

Д ; ? ^ - > 0 для 7]->Ö+. (4,15) 
v{r]) 

[v(^)(f)) означает производную ;/-го порядка от функции г(? )̂, j = О, 1, 2, . , . ] . 
Отсюда следует, что функция v(r]) обладает непрерывными производными 
всех порядков [и, следовательно, выполняет условие (4,01)]. Функция 
V{VQ{X, t)) обладает, очевидно, непрерывными производными всех порядков 
для X € G, ж Ф О, ^ > 0. Для доказательства (4,05) достаточно доказать, 

V{VQ{X, t)) -> О для X -> О {х Ф 0), t -~> tQ {ÎQ > 0) , дх^^ . . . дх^'^ dt^^+1 

, yfcj, ..., kn+i — целые, неотрицательные, ki-{- ,.. + ^n+i = ^' Условие 
(4,16) нетрудно, однако, получить, используя условия (4,15), (4,11) и (4,14) 
при фиксированном i, удовлетворяющем неравенствам i ̂  к, 2~~* < о̂ < 2* 
для j ̂  к. Теорема 6 доказана. 
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3 теоремы 5 и из теоремы 6 нетрудно вывести теорему 7. Теорема 7 яв
ляется искомым обращением второй теоремы Ляпунова (теоремы 1). 

Теорема 7, ПредполоэФсим, что нулевой интеграл уравнения (1,01) сильно 
устойчив eG. 

Тогда существуют, функции Vr^{x, t), U^^{x), U^^^i^), Uj^^{x) так, что 
соблюдаются следующие условия: 

I. Функция V'j{x,_, t) определена и непрерывна для xeG, t ^ О и обладает не
прерывными частными производными всех порядков по переменным х-^,... х^Л 
для xeG, (̂  > 0. 

П. Функции Ui^{x), Ui^{x), U^^{x) определены и непрерывны для xeG, 
?7,з(0) = и,,{0) = и^О) = О, и,,{х) > О, и,,{х) > О, и,,{х) > О, х + О, 
Uii{x) -> 00 если ш{х) -»• 00. 

III. Uii{x) ^ V.j{x, t) ^ U-i^^{x), xeG, t ^ 0. 

" dV, , dV. 
{^,t)= Z ^ fi + ~ ^ £ - - ürbix) , xeG,t> 

') = ! ^'^3 

• При этом функция V'j{x, t) не зависит от t, если функция f{x, t) не зависит 
от t. V^(x,t) периодическая функция по отношекию к t перуода ш ,̂ если 
f(X,t) = f{x,t + COj). 
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