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LES RESEAUX DE CONIQUES

VACLAV ALDA, Prague.
(Recgu le 19 november 1955.)

Le théoréme, que tout résau de coniques est un réseau de courbes
polaires d’une cubique n’est valable qu’,,en général*. Dans cet article
les conditions nécessaires et suffisantes pour la valadité de ce théoréme
sont précisées et, démontrées.

Dans la littérature est bien connu le fait [1], que tout réseau de conique
est un réseau de courbes polaires d’une cubique. Cette proposition néanmoins,
n’est valable qu’ ,,en général“. Ce mémoire a précisémment pour but de dé-
terminer les conditions, sous lesquelles cette proposition est vraie.

Pour commencer, nous dresserons un Tableau complet, contenant les
cubiques K = 0 possibles (méme dégénérées), leurs courbes d’Hesse et les
dérivées partielles de la forme K. (Voir la page suivante.)

Envisageons maintenant un réseau défini par trois coniques linéairement
indépendantes

Li=au2+...=0, Ly=byx: +..=0, Ly=cyx +...=0.

Dédignons par J(x) le jacobien du réseau:

{a11x1 T+ |
J(x) = | byxy + ..es e
[ €%y + veny oin !

et par D(4) le discriminant de la conique générale du réseau A, L -+ AL, +
+ ALy = 0: .
' ] Ay + bpds +cpds, |

D) = 1. ...................... .

Si ce réseau est un réseau de courbes polaires d’une cubique K = 0, on peut
poser



Cubique K = 0

La courbe d’Hesse de la cubique Dérivées partielles de la forme K (4 un

K=20

facteur constant pres)

6¥%

3 3 3 —
3 + 2§ + @3 + bmexawy = 0

a? + a3 — 6wwywy = 0
3xlx, — a3 =0
2y(@l — 6xy25) = 0
@y (@ — wyg) = 0
22573 = 0
2wy = 0

Tyy(@; — @p) = 0

m2(x} + a3 + 23) — (2m? 4 1).
L@y Xxy = 0

@} + a3 + 22,2515 = 0
ddx, = 0
dwy(ad + 2wyz;) = 0
@ =0

T2y = 0

0=20
0=0
0=0

@} + 2mayxy, xF + 2ma,xy, ¥E - 2ma,x,

23 — 2wy, xF — 20,705, 7,2,
@ywq, @2, 2
Xyg, XF — 22,7, 2,7,
22,25 — T2, T2, T3
Loy, X1T3y X1To
@y, 2, 0

Zy(22 — y), 2y (¥, — 2@,), 0

22,0,0



On a, par conséquent,

] 02K
J(@) = Det (}x?m)
et
02 oK oK oK
Mais
oK oK oK 1 02K (A)
1 Rl P Pk A
M T ham TR, T R 2 i,
d’ol vient

B 2K (1)
D(2) = Det (ﬁ %).

Les équations J(x) = 0 et D(4) = 0 sont donc des équations d’une méme
courbe, c’est-a-dire de la courbe d’Hesse de la cubique K = 0.
11 est aisé de voir dans notre Tableau, que parmi les courbes d’Hesse ne figure
pas la cubique avec un point de rebroussement. Le réseau
Ly =2x2,=0, Ly=2%— 22, =0, Ly=2 =0

a pour déterminant
D) = — Ay — 5.

Ce réseau donc ne peut pas étre un réseau de courbes polaires d’une cubique.

Rappelons maintenant ces faits bien connus:

1. En changeant les coordonnées du plan (x), la courbe J(x) = 0 ne change
pas tandis que D(A) se multiplie par une constante non nulle.

2. En changeant la base du réseau, la courbe D(1) = 0 ne change pas
tandis que J(x) se multiplie par une constante non nulle.

Nous démontrerons maintenant ce théoréme: Pour qu’un réseau de coniques
(contenant trois coniques linéairement indépendantes) soit un réseau de courbes
polaires d’une cubique, il faut et il suffit, que

1. les courbes J(x) = 0 et D(A) = 0 soient homographiques,

2. J(x) ne soit pas identiquement égal & zero

3. et que le réseau contienne deux droites doubles si J(x) = 0 se décompose
en deux droites.

Remarque. D’aprés ce que nous venons de rappeller, la condition 1. ne
dépend pas ni du choix du systéme de coordonnées ni du choix de la base.

Démonstration. Les conditions sont nécessaires. S’il s’agit d’un réseau de
courbes polaires d’une cubique, il doit étre, comme nous ’avons déja vu,
D(A) = J(A); la condition 1. est donc nécessaire. L’équation J(z) =0 n’a
lieu identiquement que dans les trois derniers cas de notre Tableau, pour
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lesquels le réseau contient au plus deux coniques linéairement indépendantes.
La troisiéme condition enfin est nécessaire dans le cas ol la cubique posséde
un point de rebroussement et la réseau contient deux droites doubles.

Les conditions sont suffisantes. 1. Si le réseau envisagé est un réseau de cour-
bes polaires de la cubique K = 0, il en existe trois points (x), (8), (y) dans le
plan (1) vérifiant les équations

oK
o, o, Ly 4 Ly 4+ v Ly .
2 2
En écrivant les conditions d’intégrabilité oK _ 9 K nous obtenons
0%;0%; 0x;0%;

le systéme d’équations

0 0 . ..
e (i Ly + BiLy + yiliy) = Iz (;Ly + BiLy +yiLlig) , @ 7,0, = 1,2,3.
J

X

En comparant les coefficients des termes contenant les variables z,, z,, z; on
obtient neuf équations suivantes:

g0y + DBy + Cayr — ks — b1ifly — Criys =0,
— Qg0 — byifly — a7 + apxg +byfs + ey =0,
g%y + bgifly + Caiys — @iy — byifly — Cosys = 0,

(1)

ol on pose toujours ¢ = 1, 2, 3. Le déterminant de ce systéme est égal & zero
(en échangeant les trois derniéres équations avec les trois premiéres on voit
aisément qu’il s’agit d’'un déterminant antisymétrique d’'un degré impair),
c’est-a-dire qu’une solution existe, dont un des nombres «y, ..., y; est différent
de zéro. La forme K qui correspond a cette solution peut étre trouvée par
intégration. Mais il n’est pas nécessaire que la cubique K = 0 ait toutes les
coniques du réseau pour courbes polaires; pour qu’il en soit ainsi, il faut et
il suff t, que les coniques L, = 0 soient trois de ces courbes polaires. Il suffit,
pour cela, que le rang de la matrice

Ky, Xg, K3

Br B2 Bs (2)
\ Y1 Y2 Vs
ox;
réseau de coniques, qui contient le nombre maximum de coniques linéairement
indépendantes égal au rang de la matrice (2).

soit égal & 3. Cette condition est aussi nécessaires, car X;4; = 0 est un

2. Si le rang de la matrice (2) est pour une solution égal & trois, il s’agit

d’un réseau de courbes polaires d’une cubique. Il reste donc & déduire des
conditions 1., 2., 3. du théoréme que le réseau envisagé est un réseau de courbes
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polaires méme dans le cas, ol nous savons qu’il existe une solution, pour
laquelle le rang de la matrice (2) est égal a 'unité ou a deux:

Dans le cas que le rang de la matrice (2) est pour une solution égal a 'unité,
on peut choisir la base de telle maniere, que la solution soit de la forme
=16, =...=y3=0.
En substituant ces quantités dans les équations (1) on obtient a,; = a,; = 0,
c’est-a-dire que L, == z7. Le réseau contient donc une droite double.

Dans le cas que le rang de la matrice (2) est pour une solution égal & 2, on
peut choisir la base de telle maniere, qu’il soit «; = f, = 1, tandis que les
autres nombres «;, f;, v, soient nuls.

En substituant cas quantités dans les équations (1) on obtient ay; = ag, =
= Qg3 = by = byy, = byy = 0, d’ou vient que
2 ¢ - 2 ) 2 ¢ ) 2
Ly = a2 + 2a,2.%, + %5, Ly = by + 2by,2,2, + byot; .
Envisageons tout d’abord les cas, ou le rang de la matrice (2) est égal a 2.

3. Commencons par le cas, ol la faisceau A,L; + 4,L, = 0 contient deux
droites doubles. On peut choisir les coordonnées du plan (z) de telle maniére,
que ce soient les droites x} = 0, 2} = 0; prenons ces droites pour éléments de la
base du réseau. Soit

S 2 g . ¢
Ly == ¢35%s + 2015%,%y -+ 20132,y + 2037525 = 0
la troisieme conique de la base.

Nous avons

;xl: 0 ) 0 : .
J(x) = 0, Zy, O | = Z1®p(C1a®; + Caa®p + C3a%s) o
| Cyay F ooy oony Cpg®y ol

i Ay Ciaha, Crohs | .
1 ) T ¢ 2 2 2 2 2
D(2) = | C19ha; Ay, Cashy = [Ca3hshy + 2€13C15Cash5 — Cradads — C23diAsCraCasls] 4s -
| C13l3, Caghy, Cazhs !

D’apres la condition 1. il existe une transformation homographique, qui fait
correspondre I'une a 'autre des deux courbes J(x) = 0, D(4) = 0. La conique
9 9 Py ¢ 2 2 2
Ca3hhy — Cr3hids — Cisdady + 2€19C15Cesds — C1.C35d; = 0
est done singuliere. Elle a pour discriminant
2
; 0, 3cs3, — 33
2
RS O, - %013
| . 2
[+ees  weey 2C13C13Ce3 — C1aCy |

|
i
|
| = 3C33[C13Ca3 — C1aCas]?

N . . Cip C
d’ol1 vient ou bien c¢y3 = 0, ou bien |G sl g,

23> Cag |

o
35}



Dans le cas ol ¢;3 = 0, on a
J (@) = 2,5(C15%1 + Cags) , D(A) = [2€12015C03k5 — Clady — Coahy] Ay

et il faut qu’il soit per ex. c,3 = 0 tandis que ¢;3 + 0, car autrement .J(z) serait
nul identiquement. Introduisons une nouvelle coordonnée z; = c,,%, + 152
Tout cela fait voir, qu’il s’agit d’un réseau de courbes polaires d’une cubique

ayant un point de rebroussement.

|
Cya, ©
Dans le second cas, ot | ¥ | =0 et ¢33 + 0 on a

Ca3, C33

o 2,2 2 2 c .
(C13%1 + Cog®y + C35%5)° = Cia® + Ca3%y + 2C13C335%1%5 + 20550552075 +
2 2 2 2
+ 201300581 %5 + C33%3 = Craliy + Ci3Ly + 33l
d’ou vient que la droite (¢, + Cosy + C3323)° = O appartient au réseau,
mais ne passe pas par le point (0; 0; 1). II résulte de la qu’il s’agit d’un réseau
de courbes polaires d’une cubique equianharmonique.

4. Un autre cas possible est celui, ol le faisceau A,L, - 4,L, == 0 n’a qu’'une
seule droite double. Nous choisirons alors les coordonnées de maniére qu’il
soit

L, =a}, Ly = aw,

tandis que la troisiéme conique ait la forme

2 3 ¢
Ly = Cogy + C35%5 + 2¢13%1%5 + 20950525 = 0.

On a alors
v, 0 0 i

| 2 L )
J(x) = ‘ Ty Xy 0 } = Z7(C13%; + g%y + C33%3),

C13%3, C29Ty | Ca®3, C1a%; + Coly + C33%s |

| |

j Ay Ag» Cialy |

b 2 2 2

D(2) = 1‘ Az Caghy, Cazhy i = Ag[CasCaahids -+ 2013Co5hohs — C13C2ads — Coadidy —

gclalaa Caaly, C33hs !

- 63312] .

Le discriminant de la forme quadratique qui figure entre les paranthéses est
de la forme

2
' 0, 0, 39955 — $Co3 Con Con |
22> Ca3
[ 0 —Cas» C93C13 | = %Css o ¢ ’
i 1,2 2 23> V33 |
| $C29C33 — 5Ca3, C23lias — CagCy3

et doit étre zéro d’apres la condition 1.

Si ¢33 = 0 on a J(@) = 27(c15%; + Caa?),

D(2) = A3[2645€15A5 — C13Ca9d5 — Cosy] -
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Si, en plus, ¢y + 0, 'équation J(z) = 0 exprime un couple de droites, le
réseau contient donc (d’apres la condition 3) deux droites doubles, qui font
partie de la courbe J(x) = 0. L’équation (c,3; + Cas)? = 0 exprime donc une
conique du réseau, qui est linéairement indépendente avec les coniques L, L,.
On déduit de 14 que le réseau a pour base les coniques 27 = 0, x,x, = 0, x5 = 0.
Mais dans ce cas il serait J(z) = 0 identiquement, ce que nous avons exclu.

On a done les relations ¢,3 = 0, ¢;3 #+ 0, qui ont pour conséquence nécessaire
cys + 0, d’ou vient que la base du réseau est formée par les coniques 2 = 0,
2%y = 0, 22 + 2¢137,23 = 0 ce qui fournit le cinquiéme cas de notre Tableau.

Dans le cas ol ¢33 + 0, il est o = 0. A Tl'aide du choix d’une base
C23, Ca3|
nouvelle, & savoir Ly = L,, Ly = L,, L} = ¢33L3 + ¢3,L; + 2¢,5¢,5L, on se rend
facilement compte, qu’il s’agit ici du cas troisiéme de notre Tableau.

5. Supposons maintenant qu’il existe une solution, pour laquelle le rang de
la matrice (2) est égal & I'unité. Nous savons que ce réseau contient une droite
double. Cette droite double fait partie de courbe J(x) = 0, c’est-a-dire que la
courbe D(A) = 0 elle aussi contient une droite, d’ou vient qu’un faisceau de
coniques singuliéres contenu dans le réseau existe. Trois cas d’un tel faisceau
peuvent se présenter. Deux de ces cas étant été déja discutés dans les para-
graphes 3 et 4, il nous reste encore le cas, ou les coniques de ce faisceau se
composent d’une droite fixe et d’une droite appartenant & un faisceau, dont
le centre n’est pas situé sur cette droite fixe. Nous pouvons choisir les coordon-
nées et la base de telle maniére qu’il soit L, = 2,25, L, = 2,25 et Ly == ¢;,2° +
4 Coaty 4 2¢15%,%5 + C3375. On obtient ainsi les équations

| @, 0, 2y !
J(z) = 0, T, Ty | = Xy(Cagly — Cpa®; — 2015 T3y —
€11%1 + C1pTp, Caa®y 4 C19%y; Caas | - Clzxg) s
1011 s C1ahs, I
D(2) = | c15h3, Cashs, Ao | = Ag[— Caghi — Cuihy + 20554, +
i A1y Ags Caals | + (C11€29C33 — CiaCa3) A3l -

Le faisceau 1,L, 4+ 1,L, = 0 ne contient pas de droites doubles tandis que le
réseau en contient une qui doit donc faire partie de la courbe J(z) = 0. On
tire de la cette conclusion: ou bien cette droite est la droite x; = 0, on bien la
CONIQUE Cayh — €11 %) — 20152,y — Cop%y = 0 est dégénérée.

Si la droite x; = 0 est une droite double du réseau, nous pouvons la choisir
pour le troisiéme élément de la base du réseau ce qui nous donne J(z) = 3,
D(4) = 0, ce qui est en contradiction avec la condition 1. Il donc nécessairement
[Cu’ C12|

Cs3
C12> Cag|
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i 1
. €11, Cygl . .
Si €5 = | ¥ 13 = 0, la troisiéme conique de la base est
C12, Cag

(Vers + Vo) = 0
et N .
J(x) = — xa[chxl + -772]/022]2 (lcnl + lczzl > 0).

Le réseau contient deux droites doubles (d’aprés la condition 3), qui doivent

avoir la forme z; = 0, chxl + chzxz = 0. Or, de ces deux droites, ce n’est
que la seconde, qui est double, ce qui est absurde.

Un autre cas possible est celui ot ¢33 = 0, ¢1,¢55 — €15 + 0. On a alors
L, = xyx5, Ly = 425, Ly = (0121 + 01%5)(02%; + 0523) ,

les deux droites de la conique L, = 0 étant distinctes. Le méme réseau est
évidemment fourni par la base, dans laquelle on remplace les coniques L,, L,
par les coniques L;, L, o L; = p,L, + 6,L,, Ly = p,L; + 0,L,. 1l est facile
a voir, qu’il s’agit du cas sixiéme de notre Tableau.

Supposons donc que ¢33 + 0, ¢;,€s — €25 = 0. Supposons, que ¢;; = €y, = 0.
On tire de la J(x) = 3, D(1) = 0 identiquement, ce qui n’est pas possible. En
supposant donc que |cy;| + |¢55] > 0, on a

J(x) = ma(l/g:;:{ws - Vc_llxl - Vc_zzxz) . (Vc—aaxs + Vaxl + ]/E;xz)
et )
D) = — 13[1/62211 - ]//6—1112]2

d’ou vient que J(x) = 0 est composé de trois droites distinctes et que D(1) = 0
est composé de deux droites, ce qui n’est pas possible non plus.

Ceci termine toute la demonstration du théoréme.

6. Le réseau qui a pour base
Ly 2@y =0, Ly=uax;=0, Ly =(x +2,)?=0

nous fournit un exemple, qui montre, que la troisieme condition de notre
théoréme ne peut pas étre omise. En effet, on a dans ce cas

J(@) = — x3(xy + %)%, D(A) = — A3(A; + 4p)?

et la troisieme condition n’est pas remplie.

LITTERATURE

Encyclopédie des sc. math. T B II, vol. 3, pp. 228.
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(11



Pesome

CETKU KOHUYECKUX CEYEHUM

BAIIJIAB AJIBJIA (Véaclav Alda), IIpara.

(ITocrynuao B pegakyuio 19/X1 1955 r.)

Joxasarensersa, 4ro BesAKas ceTKA KOHMYECKUX CeUeHMI sIBIAETCH CeTKOU
noyisip KyO6um4eckoil KpuBOH, 0e30roBOPOYHO WCKIIOYAIN OCOOBIE CJIydYam.
BemencrBue aToro (Kak moKazaHO Ha IpUMepe) CYIMIECTBYIOT CETKH, JJIA KOTO-
PBIX 9TO yTBeps;kAeHHe He crpaBennBo. [lis cnpaBelyImBoCTH yTBEPIKIEHUSA
ABIATCSH HEOOXO[UMBIMA B TOCTATOYHBIME CJIeyIONAe TPH yCIOBHA:

1. D(A) = 0, J(x) = 0 aBAsIOTCH NPOEKTHBHO SKBUBAJIEGHTHBIMA KPHBBIMU.

2. J(x) He paBHO TOKECTBEHHO HYJLIO.

3. Ecau J(x) = 0 cocroumT u3 JBYX LPSIMBIX, TO CETKA COMEPIKAT IBOWMHBIE
npsimele. D(A) o3Havaer 3Jech NUCKPUMHUHAHT OOIIEr0 KOHUYECKOTO CEUEHHSI
ceTky, a J(x) — AKOOMAH CETKH.
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