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YexocaoBanknii MaTemaTHueckmii :kypHait, T. 7 (82) 1957, Ilpara

UNE NOUVELLE CARACTERISATION DES RESEAUX
ET SURFACES ¢ DE CARTAN

F. MARCUS, IASL
(Regu le 1 octobre 1956.)

Le résultat principal, de cette Note est que les réseaux & d’E.
CARTAN sont identiques aux réseaux conjugués dont toutes les deux
familles se composent de pangéodésiques.

Dans un travail [1] de 1944 E. CaArRTAN!) démontre I’existence d’une classe
de surfaces sur lesquelles il existe un réseau conjugué tel que

h = h , o = k N (1)
h, k, h, k étant respectivement les invariants des équations ponctuelles et tan-
gentielles de Laplace, qui correspondent au réseau. Ces réseaux et les surfaces

sur lesquelles ces réseaux existent sont nommés par Cartan réseaux et surfa-
ces &.

Une surface & rapportée aux lignes asymptotiques est [1] caractérisée par

(g) = (9),, (7)) = (]7%) , 2)
3 3
édZ—d}(%qvw étant I’élément linéaire de Fubini de la surface, et

dv? — O du =0 (2)
I’équation du réseau.

A. TErRrACINI [2] a défini I'élément linéaire projectif d’une congruence de
droites, comme partie principale d’un birapport dont il a donné I'expression
en supposant tout d’abord la premiére nappe focale de la congruence rapportée
a un réseau conjugué.

En utilisant cette notion, j’ai caractérisé dans une Note récente [3] les
réseaux et surfaces & de la maniére suivante:

1) Les chiffres entre crochets renvoient & la bibliographie placée & la fin de ce travail.
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Pour quw'une surface appartienne & la classe & de Cartan, il est nécessaire et
suffisant qu’elle admette un réseau conjugué tel que ses congruences de tangentes
se correspondent par applicabilité projective, ou ce qui revient aw méme, par
égalité des éléments linéaires de Terracini.

Plus tard j’ai pris connaissance d’un autre travail de Terracini [4] de 1934,
dans lequel on donne l'expression de I’élément linéaire projectif d’une con-
gruence de droites, en supposant la premiére nappe focale rapportée aux
lignes asymptotiques. Il en résulte que l'applicabilité projective de deux
congruences de droites est de deux espéces, nommées par Terracini, applica-
bilité de premiére et de deuxiéme espece.

Si les congruences sont décrites par les tangentes d'un réseau conjugué,
I’applicabilité projective de deuxiéme espece a lieu [4] si

()’T)u = (g)v > (%)u = ('}/Tz)v ’ (3)
le réseau étant donné par
dv? — 72du = 0. (3"

En tenant compte de (2), il résulte que le réseau (3') est un réseau & et il
appartient & une surface &. De méme il résulte que Terracini [4] s’est occupé
dix ans avant Cartan avec cette classe de surfaces. Mais il faut mentionner
que 'existence de ces surfaces a été démontrée par Cartan [1].

En ce qui suit je donne une autre caractérisation des réseaux et surfaces
&, qui semble ne pas avoir été observée encore.

Soit § une surface rapportée aux lignes asymptotiques. Soit
xuu = @uxu + ﬁx’u + pllx b x’l}’l] - 'yxu + Q’Ux’ll + p22x (4)
le systéme satisfait par les coordonnées x; = x,(u, v) (¢t = 1, 2, 3, 4) d’un point
générique de la surface.

I1 est bien connu [5] , § 24, que les pangéodésiques de Fubini d’une surface
forment un systéme de oo? lignes, dont I’équation est

. Pu® 4+ u p v . -
2u ’i—alz2(%—ﬁvu)+(%—ﬂuz) (5)

u
,  du
“ T @)

L’équation (5) peut &tre écrite aussi sous la forme donnée par E. Cecr [5]
notamment \
(x, dz, d22, d3z) = (&, d¢, d2&, d3¢), (5")
&, étant les coordonnées tangentielles de la surface.

Demandons-nous sur quelles surfaces il existe un réseau conjugué tel que
les lignes du réseau soient des pangéodésiques.
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En tenant compte de (5) il résulte que les lignes
du

— = 6
& = ) (6)
sont pangéodésiques si
2. 2 () + @ — (5] =0 (57)
De méme les lignes
du ,
&= — elw) (6')
sont pangéodésiques si
2. —2 (1) + (%) — @er =0 (")
0/, o/,
Donce, les deux familles de courbes du réseau
du? — g2 do® = 0 (6”)
sont pangéodésiques si
Y Y
(5). = o 6o = (%) ™)

En conséquence, les surfaces cherchées sont des surfaces &, et nous avons le

Théoréme. St les lignes d’un réseau conjugué d’une surface sont des pangéo-
désiques, la surface est une surface & et le réseau un réseau &.

Si on tient compte des (7) qui caractérisent une surface &, et des équations.
(5”) ou (5”) des pangéodésiques d’une surface nous avons le

Théoréme. Seulement sur les surfaces & il existent des réseaux conjugués dont
les lignes sont des pangéodésiques.

De ces théorémes et des résultats de Terracini [4] et Marcus [3] il suit le
résultat suivant:

Les congruences décrites par les tangentes aux lignes d’un réseau conjugué d’une
surface ont le méme élément linéaire projectif de Terracini si et seulement si les
lignes du réseau sont pangéodésiques.

Quelques observations. D’aprés B. SEGRE [6] les lignes projectives d’une
surface sont données par

(x3 dﬂ.’:, d2x’ d3x) + (Sy dga d2§: d3§) =0 * (8)‘

Si on normalise les coordonnées de fagon que (z, ,, Z,, %u») = %, alors 'équation
(8) devient

ddv dzv

du3 3 [ du? 1, (du\* 1  [dv)* dv\2 ,
@ | 2| d —aﬁz(a)“w(@) +‘—’u(@)‘922 ®)
du du '
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avec q;; = — L; g, = — M, L, M étant les expressions bien connues de la
théorie des surfaces [5].

En introduisant la notation

o) = 20 — 2 () + e — (%)

1 M 12 o 3
G,(0) = — | — S ~ % CQuw oy 20y
2(0) @[ Lo + o Quu + 5 e ¢ T2

du A

o, 0) = 3o = 3

et en tenant compte de (11) pag. 104 de [5] on a [7]

T8 =~ 3am = — ol + i) — Hog o + 2 () — 200,

%gz —— ;}B = — 0Ga(0) + G1(0) — 4(log o)., + 4 (%)u — 4(fo)e "
a

jI:S _ ;}B = oGs(0) — Gh(0) ,

2 = o) + Gile)

I,I,(i=1,2), N, N,, N', N, étant respectivement les invariants ponctuels
et tangentiels des équations de Laplace qui correspondent au réseau 42 du? —
— B2 dv? = 0 et les invariants ponctuels et duales de Fubini qui correspondent
aux congruences des tangentes du réseau.

On voit tout de suite que I, = I, ou N, = N’ est 'équation d’une ligne
pangéodésique d’une surface.

Sip = + 1 nous avons des surfaces & particuliéres et (2) se réduit &
ﬂu =VYvs Yu= ABv . (2”)

Ces surfaces ont été déterminées dans un mémoire de 1933, par E. Cech [8]
et se partagent en dix catégories.

Aux résultats précédents de Cech, il faut ajouter, conformément aux théo-
rémes précédents, que les lignes du réseau du? — dv®> = 0 de ces surfaces
sont des pangéodésiques.

Dans une Note de 1924, Cech [9] a déterminé synthétiquement les surfaces
qui possédent une famille co! des pangéodésiques planes, ou projectives, en
remarquant qu’il serait intéressant de déterminer toutes les surfaces qui
possédent plusieurs familles de oo! pangéodésiques planes.
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En tenant compte de (a) et (8’) il résulte [8] que les surfaces avec

B=¢+v; y=9—y; L=—3¢"— iy —gp+C; )
M=—3y—39+op+C, og=q+v), p=yu—"1)
possedent au moins deux familles de co! courbes pangéodésiques planes dé-
terminées par du? — dv? = 0. Donc, elles sont des solutions du probléme de
Cech. De méme, on peut faire voir que, en excluant les surfaces de coincidence,
les surfaces (b) sont les seules surfaces &, qui possédent deux familles de oo!
pangéodésiques planes, conjuguées entre elles. Ces surfaces ont été étudiées

par B. Segre [6].
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HOBBIE CBOMICTBA CETEN U NMOBEPXHOCTEl & KAPTAHA

®. MAPRVC (F. Marcus), flccu.
(ITocrymmio B pegakmuio 1/X 1956 r.)

ABTOp JAOKa3bIBaeT cJAeyomue TeoOpeMbl:

Teopema. Ecau 1unuu conpanicenHoil cemu Ha NOBEPTHOCIMU SBASOMCSL NAH-
2€00€3UNCCEUMU LUHUAMUI, M0200 NOBEPTHOCMb U cemb 6YOym, COOMBEMCMEEHHO,
no6epTHOCMbI0 U cembvio &.
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Teopema. Toavko ra noseprrocmsazr & cywjecmsylom conpamcennle cemu, Au-
HUU KOMOPHIT ABALIOMCA NAH2L003UUCCKUMU.

Ecnm mpmMeM BO BHUMaHWe pe3ylbrarhl MccaepoBaHuit Teppaunmnum [4]
n Mapryca [3], To HOTydnM CIIEYIONIYIO TEOPEMY:

Teopema. Kownepysnyuu, onucarmvle KaCAMEALHBMU K AUHUIM CONPINCCH-
HOU cemu HQ noseprHOCMU, UMelom 00UH U MOm dce NPOeKMUGHuLL AUHeUHIL
anemenm Teppauunu moavko 6 mom cayuae, ecal AUHUU CEMU SABALIOMCS NAl-
2e00e3uteckuUMU.

Yex [9] ompenenusn cuHTETHYECKN IOBEPXHOCTH, HA KOTOPBIX CYIECTBYET
eIMHECTBEHHOE ceMefcTBO IJIOCKMX INAaHTCOJEe3WYecKHX KPWBBIX, T. €. IaHIeO-
Je3WYeCKNX W TPOEKTUBHBIX KPHBHIX, M OTMETHJ, YTO OBLIO OBl MHTEPECHO
HCCIelOBAaTh Bce HOBEDXHOCTH ¢ HECKOJIBKIMHI CeMeHCTBAaMU 00! INIOCKUX
naHreofie3aNIecKnX KpuBHX. [loBepXHocTH, KOoTOpHE yHoBIeTBOPSOT (b), nMetoT
IBa ceMeiicTBa oO! IJIOCKHMX ITAHTEOMe3MYECKUX KPUBHIX; CJICHOBATEIHHO, OHU
sIBIIAIOTCA pemenneM s3anadn Yexa. Onum 6ein usydensl B. Cerpe [6]. [Ipuan-
Masi Bo BHuMaHUe [a] [8'], MoscHO HOKasaTh, 9TO KPoMe MOBEPXHOCTEH coBIa-
JIeEAA STH HOBEPXHOCTH SBISAIOTCA eIWHCTBEHHBIME MOBePXHOCTAMHI &, KOTO-
PHe CcOIepsKaT [iBa ceMelicTBa 00! MAaHTeOJe3MWYECKX Y IIPOEKTHBHBIX KPWBBIX.
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