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LES SURFACES R,

TIBERIU MIHAILESCU, Cluj, Roumanie
(Regu le 15 mai 1958)

Aprés une exposition des propriétés connues des surfaces projective-
ment déformables appartenant & la classe R,, I’A. présente deux pro-
priétés caractéristiques de ces surfaces qui font intervenir certains
réseaux conjugués nommés respectivement réseaux R(') et Ry.

Le probléme de I’applicabilité projective de deux surfaces de I’espace pro-
jectif 83 posé par G. FUBINT a été résolu d’une maniére compléte par E. CARTAN
[1] & Yaide de la théorie du repére mobile.

Les surfaces non réglées projectivement applicables se groupent en deux
classes.

A la premiére classe appartiennent les surfaces appelées surfaces R. Leur
ensemble dépend de six fonctions arbitraires d’un argument, les courbes caracté-
ristiques du systéme de Pfaff qui admet comme solution ces surfaces étant les
lignes asymptotiques et les courbes d’un réseau conjugué, nommé par Cartan
réseau de déformation projective. Les tangentes aux courbes de ce réseau for-
ment des congruences W, donc c¢’est un réseau R de Tzitzéica.

Les surfaces de la deuxiéme classe dépendent de cinq fonctions arbitraires
d’un argument, les courbes caractéristiques du systéme de Pfaff respectif étant
les lignes asymptotiques de I'une des familles comptées cing fois.

Ces surfaces, nommées surfaces R,, sont caractérisées par Cartan d’une ma-
niére analytique & l'aide des invariants projectifs associés au repére mobile
attaché aux points de la surface.

Pour les surfaces R, un des invariants projectifs x, » [1] a la valeur }

p=1% (ouv=1%).

Les propriétés géométriques caractéristiques de ces surfaces sont nombreu-
ses.
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On doit a Jovo KANITANT une propriété caractéristique des surfaces R, men-
tionnée par G. Fusint et B. CrcH [2], propriété dont le caractére géométrique
n’apparait pas d’une maniére claire.

Derniérement, dans son ouvrage [3], G. BoL donne trois propriétés caracté-
ristiques:

a) Une des congruences formées par les droites de Sullivan associées aux
points d’une surface non réglée est conjuguée & la surface si et seulement si la
surface est R, ([3], II, p. 40).

b) Pour une surface R, le conjugué harmonique d’un point de la surface par
rapport aux deux points focaux d’une des droites de Sullivan est situé sur celle
des quadriques de Darboux qui est la duale de la quadrique de Wilezynski, et
cette propriété appartient aux surfaces R, seulement ([3], IL, p. 100).

¢) Une surface est R, si et seulement si les deux tangentes asymptotiques, la
deuxiéme tangente canonique et la tangente de Bol forment un faisceau dont le
birapport a la valeur 2 ou } ([3], IL, p. 101).

Rappelons que le lieu des points de Koenigs qui sont les conjugués harmo-
niques d’un point de la surface par rapport aux deux poins focaux des droites
qui sont projectivement fixes par rapport au repére formé par les tangentes
asymptotiques, la droite de Wilczynski et la droite de Green, est une quadrique
— la quadrique de Bol — dont la conique communeavec la quadrique de
Wilezynski est située dans un plan qui coupe le plan tangent suivant la tan-
gente de Bol.

Dans un ouvrage. sur la géométrie différentielle projective, traitée par la
méthode du repére mobile, qui va paraitre prochainement!) nous avons ajouté

4 ces théorémes deux nouvelles propriétés que nous présentons ici sans en
donner la démonstration.

1. On établit entre les droites du faisceau canonique une correspondance
projective, qui n’est pas une involution, déterminée par les conditions sui-
vantes:

~ a) les droites doubles de la projectivité sont la tangente canonique et la
normale projective;

b) 4 la droite de Wilczynski correspond la conjuguée harmonique de la
normale projective par rapport & la tangente canonique et la droite de
Wilezynski.

Le plan déterminé par une des tangentes asymptotiques et une droite cano-
nique arbitraire D, qui ne se eonfond ni avec la normale projective ni avec la
droite de Wilezynski, et le plan déterminé par 'autre tangente asymptotique et

1) Dans les Editions de I’Académie de la République Populaire Roumaine.
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la droite canonique D’ qui correspond & D dans la projectivité décrite ci-dessus,
ont en commun une droite 4 qui engendre une congruence (4). La condition
nécessaire et suffisante pour que la surface soit une surface R, est que la con-
gruence (A4) soit conjuguée & la surface et, dans ce cas, il existe un ensemble
infini de congruences (4) obtenues de la maniére indiquée en faisant varier la
droite canonique D.

2. Soit A, un point d’une surface non réglée (S), 4, un point arbitraire,
extérieur au plan tangent en 4, a (S), 4,, 4, les points d’intersection des tan-
gentes asymptotiques en 4, avec la polaire réciproque de la droite [4,4;] par
rapport aux quadriques de Darboux en A4,.

Les c6nes du second ordre ayant les sommets au point A; et qui ont un
contact réglé du second ordre respectivement avec les deux cones I, I', qui
projettent du point 4; les lignes asymptotiques (C,), (C}) sur le plan tangent,
forment deux familles (I';), (I"s), & deux paramétres chacune.

Chaque famille contient un seul cone (y,), (y2) tangent au plan [4,, 4,, 4,] le
long de la génératrice [A4,, 4,] respectivement [A4,, A,], et ces deux cdnes
coupent le plan tangent suivant deux coniques qui, outre 4,, ont encore trois
points communs P; (i = 1, 2, 3), situés sur les trois tangentes de Segre.

Si P; est un de ces points, les droites 4,P;, 4,P; et les tangentes asymptoti-
ques ont en commun les points 4,, 4, et deux autres points P, P,;, la droite
[Pyi, P,;] coupant la tangente de Segre [4,, P;] au point Q,.

La quadrique de Darboux qui passe par le point arbitraire 4, coupe la droite
[45Q;] au point 7',.

Les trois points 7'; (¢ = 1, 2, 3) ainsi obtenus sont situés dans un plan qui

passe par la droite [4;, 4,]. Aux points 7'; on associe respectivement les points
T, définis par les relations

(Aa’ Tz‘a T;’ Qz) =—1

et qui déterminent un plan qui passe aussi par la droite [4,, 4,].

En choisissant comme point 4; le point commun & la droite de Wilezynski
et & la quadrique de Lie, le plan des trois points respectifs 7', coupe la droite
de Wilezynski au point 7'. .

Si M est le point d’intersection de la droite de Wilezynski et du plan tangent
en A4, & la surface décrite par ce point, les points A,, M, A;, T forment un
systéme harmonique si et seulement si la surface est une surface E,.

On énonce sans peine la propriété duale.

Dans la présente note nous donnons deux autres propriétés caractéristiques
de ces surfaces remarquables, propriétés qui font intervenir des réseaux con-
jugués. Nous employons dans ce qui suit la méthode du repére mobile.
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Associons & chaque point M d’une surface (S) non réglée un tétragdre
A,A,4,4, de la maniére suivante. Le point 4, coincide avec le point M, les
droites [4,, 4], [4,, 4,] sont les tangentes asymptotiques distinctes en 4, et
[4,, 43], [4,, 4,] sont les directrices de Wilezynski.

Le point 4; est le deuxiéme point d’intersection de la droite de Wilezynski
avec la quadrique de Lie du point 4,.

Avec ce tétraédre on peut former un repére projectif si 'on fixe le point
unité. :

Nous laisserons ce point indéterminé parce que dans ce cas les formules ont
un caractére d’homogénéité qui rend facile le controle des calculs.

Dailleurs un théoréme général garantit I'indépendance des résultats par
rapport aux parameétres indéterminés du point unité.

De cette maniére & chaque point 4, de la surface correspond une famille
a trois parameétres de reperes projectifs. On passe d’une repére de cette famille
a un autre repere de la méme famille par une transformation projective et
I'ensemble de ces transformations forme un sous-groupe projectif a trois para-
metres.

Ces repéres sont des repeéres de troisieme classe et nous dénoterons par (R;) la
famille formée par eux.

Les composantes du déplacement projectif d’un repére de la famille (Rj)
satisfont aux équations du systéme de Pfaff: ‘

wos = 0, w3 = bywgy, a3 = by,

db, + by(wog — 1) — wgy — wg3) =0,

Wy == A3Wg1 , Wa == C3Wog 1)
das + as(wgg — 2wy + Wag) = Ay :

des + c5(wgp + w1y — 2w45) = C4w0q ,

w19 —bawgy = 0,  wyy — bywy = 0,

les coefficients étant des fonctions des parameétres de position du point 4, —
parameétres principaux — et des parameétres de position du point unité —
parametres secondaires.

Leur ordre différentiel est égal a l'indice respectif.
Du systéme extérieur, déduit du systéme (1),
[day, wgy] + 4byag[wss, 0] — 2b505[w5y, W] = 0,
ag[wgy, 1] + [0, Woe] = 0,

2
[w3g, Wo1] + C3[3q, Wga] = 0, (2)
2bycq w3, wo1] — 4byCylwyy, wes] — [dey, wg] = 0
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¢ 2
Aay = day + 04200 — 301+ ©y) — 356300,
Aoy = dey + ¢4(2000 + @1y — Bwgg) — Bayczmy,
on déduit les équations

Aag = azmq; — 2bya5(2u + v) s,

Wy = VWg; + 0Wes ,

w3y = A30W0; + C3hwgs , (3)
039 = Awg + perg,

Aecy = — 2b,c5(2v 4 p) wo; + 5049

qui prolongent le systéme (1), l'ordre différentiel des coefficients 4, u, », o étant
égal & 5.

Dans I'ouvrage dont 'apparition a été signalée ci-dessus, nous avons établi
l'existence des invariants infinitésimaux du troisiéme ordre. Ces fonctions,
attachées & la figure formée par un point de la surface et un point infiniment
voisin, sont des fonctions de deux invariants fondamentaux indépendants, par
ex. de

2 2
_ (3o __ C3Woe 4
P = » P = > (4)
@ Wo1

que nous nommerons nvariants fondamentaux de Bompians.
Le probléeme variationnel du type simple — & extrémités fixes — attaché au

premier invariant admet comme extrémales les courbes intégrales de I'équation

différentielle du second ordre

g3 s

=0 (5)

g1 dwgy — gy gy + Wg1W4e(Wge — Wy;) —

Les extrémales relatives au deuxiéme invariant sont les courbes intégrales de
I’équation différentielle
2
C4Wo1 Wo3

g dwgy — wgp degy + Wo1Woa(Was — 1) + T =0. (6)
2C3

3

Un réseau conjugué de la surface (S) est défini par rapport & un repére (R;)
par une équation
wgz — 0%y = 0 (7

ol ¢ est une fonction des paramétres principaux et secondaires qui satisfait
4 une équation de Pfaff de la forme

do 4 o(wge — w11) = fron ‘F Y1®Wos » (8)

B, y1 étant des coefficients du premier ordre différentiel.
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Un réseau arbitraire peut étre considéré comme le réseau de base d’un faisceau
de réseaux conjugués

wos — k?0%wg; = 0 (k = const) . (9)

Les coordonnées des plans osculateurs & une des courbes de ce faisceau sont

nus = ag + kf; + k?yy0 — cgk?o?
et les plans osculateurs de toutes les courbes (9) sont tangents & un céne de

troisiéme classe dont les plans tangents stationnaires passent par une méme
droite

Ny = 2b,k%6%, nu, = — 2b,ko , } (10)

[Ao, 7141 — 1A, — 2b,04,] (11)
Paxe cuspidal du faisceau (9).

La congruence formée par ces droites est conjuguée & la surface (S) s’il existe
la relation

bo(pp — v) 0% + fao — Py, = 0 (12)
et seulement dans ce cas.
Le nouveau coefficient f; qui y figure apparait dans les équations
dp; + Bilwee — 211 + ®4) = Bowor + (B — 3asc50K) wes
dy; + y1(weo — @11) = (B: + 3a3¢30K) woy + Ya00a
2[by(u + v) — ascs]

AsCq

} (13)

qui prolongent 1’équation (8) et ob K = est la courbure de

la forme asymptotique ¢ = @10, = @3C;wq;Wqs-

Les réseaux conjugués dont I’axe cuspidal engendre une congruence con-
juguée & la surface sont les réseaux isothermes-conjugués.

En considérant le réseau (7) et les relations (10) on peut remarquer que les
équations (5) et (6) peuvent s’écrire respectivement

oa,

ﬂl +'}’1‘7_ 2a

=0, (5’)

ac4

B + yi0 + =V. (6")

4

F. MarcvUs a posé [4] le probléme de la détermination des réseaux conjugués
dont les courbes sont des pangéodésiques, c’est-d-dire des extrémales de
1‘élément linéaire projectif de G. Fubini et E. Cech
‘ @30} + Cawo}

Wo1Wo2

Yy=¢; + @ =
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Dans le méme ordre d’idées on peut envisager la détermination des réseaux
conjugués dont les courbes des deux familles sont des extrémales d’un inva-
riant de Bompiani, par ex. de ¢,.

En exprimant le fait que I’équation (6) est vérifiée simultanément par les
solutions o et —o on obtient les relations

0Cy
=0 =2 14
i » N1 20, (14)
donc I'équation (8) devient
ac
do + o(wyy — oyy) + ”2“6}' wgy =0 (15)
3
d’oll, par différentiation extérieure, résulte la condition d’intégrabilité
2byu — agc; = 0. (16)

Donc c’est seulement sur les surfaces particuliéres définies par la relation (16)
qu’existent des réseaux conjugués formés par des courbes extrémales de I'in-
variant de Bompiani g,.

Mais si I'on choisit pour point unité le point 7'; correspondant & la tangente
de Segre réelle, les coefficients b,, a;, c; prennent les valeurs particuliéres
b, = a; = ¢; = 1 et 'on obtient le repére normal employé par Cartan [1]. Dans
ce cas, la relation (16) devient 2u — 1 = 0 et les surfaces définies par (16) sont
des surfaces R,.

Réciproquement, si une surface est R,, elle admet un faisceau de réseaux

conjugués dont les courbes sont les extrémales d’un invariant de Bompiani.
En effet, pour ces surfaces, la forme de Pfaff

Cs
50_3 Woz
est une différentielle totale exacte 2 = du, puisque sa différentielle extérieure

est identiquement nulle si 'on tient compte des équations (1), (3) et de la rela-
tion (16).

L’équation (15) admet une intégrale de la forme o = ku (k = const) qui définit
un faisceau admettant comme réseau de base le réseau defini par la fonction u,

0 = w0y — 0y — (17)

ac,
~ 3o
11 s’ensuit que le réseau ainsi défini, que nous nommerons réseau R, est formé
par des extrémales de 'invariant de Bompiani g,.

pour laquelle les coefficients f;, y, prennent les valeurs g, = 0, y, =

Pour les valeurs (14), les équations (13) donnent

B2 = —byo(u — ), : (18)
donc la relation (12) est vérifiée.

Les réseaux (14) sont donc des réseaux isothermes-conjugués.

14
~1
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L’axe cuspidal (11) du faisceau trouvé coincide avec la droite de Sullivan
[Ao; csdy + 4bycsds] (19)

Réciproquement, si 'axe cuspidal associé a un réseau coincide avec une des
droites de Sullivan, le réseau est adhérent & une surface E,, comme il résulte des
relations
i b = 2o
Cy 0 4bycy

(20)

5

Les surfaces R, sont caractérisées par l'existence d’un autre faisceau de
réseaux conjugués.

En effet, si I'on cherche & déterminer les surfaces qui contiennent un réseau
isotherme-conjugué dont I’axe cuspidal soit différent de la droite de Wilezynski
[4,, A;] et qui soit contenu dans un des plans déterminés par cette droite et par
I'une des tangentes asymptotiques, par ex. le plan [4,, 4,, 4,], on est conduit
aux relations

bz(/t—v)02+ﬁ;o‘~—ﬂ1y120, pp=0. (21)

En tenant compte de la derniére de ces relations, des équations (13) on déduit
By = 0, By = }asc,0K, done, les relations (21) deviennent B, = 0, 2b,u —
— agcy = 0.

Seules les surfaces” B, possédent des réseaux isothermes-conjugués ayant
I'axe cuspidal dans un des plans [4,, 4, 4;], [4,, 4., 45] et ne coincidant pas
avec la directrice de Wilezynski [4,, 45].

Puisque y; n’est soumis & aucune condition, I’équation (8) devient
do + o(wy, — wyy) = Y100y
et est en involution avec s; = 1.
Sur une surface R, il existe donc un ensemble infini de tels réseaux conjugusés,

que nous appellons réseaux Ry et qui forment une famille dépendant d’une
fonction arbitraire d’'un argument.

Ainsi que nous I'avons répété, I'axe cuspidal ne doit pas se confondre avec la
droite de Wilczynski [4,, 4,].

Les réseaux conjugués pour lesquels se réalise la coincidence de ces deux
droites sont situés sur les surfaces dont la forme asymptotique a une courbure
nulle, ainsi que nous I'avons établi dans un autre travail.?) ’

2) En cours de publication dans le Bulletin de 1'Université ,,V. Babes‘* de Cluj.
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Peswome

INOBEPXHOCTHN R,

TUBEPNY MUXAMJIECRY (Tiberiu Mihdilescu), Ruoif, Pymunnsa
(ITocTynmio B pegaxmmo 15/V 1958 r.)

B pa6ore mpeskae Bcero NPUIOMHHAIOTCS YeThIPe M3BECTHBIX XapaKTepHCTU-
YeCKHX CBOWCTBA IIPOEKTHBHO M3TrubaeMbIX IIOBepXHOCTEN, HpPHHAJJICIKAINX
Kaacey Ry, ofHO M3 KoTOpHIX 65110 oTKpbito [l oito Kaumrann, a ocransasie
I'. Boaewm. [lamee mpuBomstes Ges MoKasaTelbeTBA OTKPBITHIC aBTOPOM HAllb-
Helimme JBa XapaKTePUCTHYCCKUX CBOWCTBA IoBepxHOCcTEH F, ABropoM moj-
ToTOBIsAETCS K Hmevatn pabora, B KOTOPOI JAIOTCs AOKA3aTeNIbCTBA 1O METOXY
TOABIKHOTO perepa.

Henpio nacrosmeit paborsl siBasiercs: GOPMYJIMPOBKA HOBHIX ABYX XapaKre-
pucTHYECKUX cBOIicTB moBepXHocrell R,.

ITomp3ysick METOOM IIOABIIKHOTO perepa M acuMITOTHYecKoro pemepa (R)
TpeThero Kiacca, o6Pa3oBAHHOIO ACHMITOTHYECKIMM KacaTeIbHBIMI M IPHA-
MBIME BmibumHCKOTO, IIpHYEM eIMHHYHASs TOYKA OCTAETCSI HEOIpeJlesIeHHO,
aBTOp paccMaTpuBaeT WHBapuaHTHBE MuddepeHnmanbubie QOPMBI TPETHEro
nupdepeHnInaILHOrO HOPAJKA, CBS3AHHBIC ¢ PAacCMATPUBAEGMBIM CeMeHCcTBOM
penepoB. aKIyio MOKHO BHIPasuTh IPH IOMONIM ABYX U3 HUX, KOTOPHe Ha-
3BIBAIOTCSI OCHOBHBIME MHBapuaHTamn Bommmanm.

9Ty [Ba WHBApUAHTA MOIYT OBITH HPEIMETOM BapHANUOHHBIX MpobGiaeM
¢ 3aJaHHBIMI 3HAYEHMAMIH Ha rpaHumne obiacTu.

JangHass MOBEPXHOCTH SIBIISIETCA HOBEPXHOCTHIO K, TOrma M TOJIBKO TOTAA,
eciii Ha Hell CYIIeCTBYET CBSIBKA COIPSKeHHBIX ceTeil, KPUBBIE KOTOPHIX AB-
JAIOTCA DKCTPEMAIAMI OJHOTO U3 MHBapUaHTOB Bomumamm.

9t cerm, nasbiBaemble ceTAMH Ry, ABIAIOTCS M30TEPMO-COMPHKEITHBIMU CE-
TaMH, peGpo Bo3Bpara KOTOPHIX coBIafaer ¢ ofHoil u3 Kpuphlx CoinuBana.
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Hamee MoxHO cOpMYIEPOBATH CIEAYIOMYIO (oilee OOIIYI0 TeopeMy:

Hannas nosepxrocme ssasemcs nosepxrrocmvio Ry moeda u moavko moeda,
ecau Ha Hell Cywjecmeyem u3omepMo-ConpanceHas cems, pebpo e0sepama Komo-
poti, omauuawweecs om npamoii Buavuunckozo, sexncum ¢ 00moli us naockocmeil,

onpedeasiemulx npamoii Buavuunckozo u 00noil u3 08Yx ACUMNIMOMULECKUL Ka-
CamenbHbLT.

Ha maxoii nosepxrocmu cywecmeyem 6GeckoHeun0e KOAUMCCNGO MAKUT cemell,
4 o
nasvieaemnx cemamu Ry u sasucawuzr om 00noii Pynkyuu 00n020 nepemermozo.
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