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YexocaoBanEHii MaTeMaTHIeCKHl KypHaX, T. 9 (84) 1959, Ipara

- ABSOLUT KONVERGENTE REIHEN
UND DAS HAUSDORFFSCHE MASS

TIBOR SALAT, Bratislava
(Eingelangt am 3. September 1958)

Der Begriff des Masses, welcher von F. HAUSDORFF in der Arbeit [1]
eingefithrt wurde und der durch die Arbeiten von V. JARNIEK,
A. S. Bezixovié¢, VL. KNicHAL, B. VoLkMANN und anderer Autoren
vertieft wurde, hat schon in der Arithmetik des Kontinuums weite
Verwendung gefunden.

In dieser Arbeit werden wir vom Standpunkt des Hausdorffschen Masses
einige lineare Punktmengen studieren, diese Mengen sind durch gewisse absolut
konvergente Reihen definiert. Weiter beniitzen wir den Begriff des Hausdorff-
schen Masses zum Studium der Verteilung der Faktoren 1, —1 in diesen absolut
konvergenten Reihen. Wir zeigen, dass hier einige Sitze gelten, welche analo-
gisch mit einigen Sétzen iiber dyadische Entwicklungen der reellen Zahlen
iibereinstimmen.

In diesem Teil der Arbeit fithren wir einen allgemeinen Satz iiber das Haus-
dorffsche Mass an, dabei werden wir zum Beweis dieses Satzes eine im wesen-
tlichen von B. Volkmann stammende Modifikation der Methode von Jarnik
benutzen (siehe [2]).

Essei M c E, = (— o0, + ®©), « > 0, p > 0, dann setzen wir Lo(M, ) =

= inf > |i|*, wo wir die untere Grenze durch alle ,,0-Uberdeckungen V der
Vv iv

Menge M nehmen, d. h. durch alle diejenigen Mengen V, die aus einem abzahl-
baren System offener Intervalle bestehen (die Lénge des Intervalles 7 wird

durch |[¢| bezeichnet), fiir jedes Intervall ie V |i| = ¢ gilt und M c Y +. Dann
© icV
existiert
L(M, x) = lim L,(M, )
e—>0+

und L(M, «) nennen wir x-dimensionales Hausdorffsches Mass der Menge M.

372



Das auf diesem Wege definierte Mass erfiillt beide Axiome des dusseren Masses
von Carathéodory. Offenbar ist 0 < L(M, «) < + oo. Die untere Grenze aller
derjenigen « > 0, fiir welche L(M, x) = 0 ist, nennen wir Hausdorffsche
Dimension der Menge M und wir bezeichnen sie mit dim M. Fiir x > 1 ist
offenbar L(M, x) = 0, darum ist stets 0 < dim M < 1.

Zum beweis der Relation dim M = 6 geniigt es zu zeigen:

a) L(M, x) = 0 fir o« > 6.
b) L(M, x) = + oo fir « <4 (wenn 8§ > 0).

Das Hausdorffsche Mass (und auch die Hausdorffsche Dimension) der Menge
kénnte auch dann positiv sein, wenn das Lebesguesche Mass der Menge Null
ist. Darum koénnen wir das Hausdorffsche Mass zur feineren Klassifikation der
Nullmengen (d. h. der Mengen, deren Lebesguesches Mass Null ist) benutzen.

Es sei weiter M c (— 4, 4>, A > 0, und M = ?]VI";II:)IZD ..oI,>..
n=1

I, c{(—A4,4),wol, (n=1,2,3,...)eine aus einer endlichen Anzahl g, paar-
weise teilfremder abgeschlossener Intervalle ¢ (m = 1,2, ..., g,) bestehende
Menge ist und die Intervalle ¢* (m = 1, 2, ..., g,) gleiche Lénge 1, haben. Dabei

bezeichnet man mit I, sowohl die Menge {i, i2..., in'} als auch die Menge
"7".
U™, ein Missverstandnis kann nicht eintreten. Es existiere a ¢ (0, 1) so, dass

m=1

Fnia Sa(n=0,1,2,..)), 4, = 24 ist. Im weiteren bezeichnen wir t(n) =

= l’”_‘ und setzen ! = lim 7(n), L = lim 7(n), I* = lim 7(n) (wenn der rechts-
Zn nTw N—>00 n—00

seitige Grenzwert existiert). .
Weiter fithren wir die Funktion f(z) ein, welche auf dem Intervall <0, a) so
definiert ist:

f(0) =0 und f(x)= fir 0<z=<a.

Wir beweisen vor allem diesen Satz:
Satz 1,1. Bs sei Mc{(—A, A5 A>0 und M= L; I,>I,>...o
N—00
>I,2..;1,c{—A, A, jede der Mengen I,, (n = 1, 2, 3, ...) besteht aus einer

endlichen Anzahl g, teilfremder abgeschlossener Intervalle i (m = 1, 2, ..., g,,) der
gleichen Linge A,. Es sei g, = 2"» und p = lim u, < + co. Jedes der Intervalle
N—>00

i (m=1,2,...,9,) enthilt die gleiche Anzahl der Intervalle i € I, ;.

Dann gilt
uf(l) < dim M < p (L) .
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Beweis. a) Wir zeigen, dass dim M < p f(L) ist. Bs sei x > (u + n) f(L),

n>0d h o> At log2 fir L > 0; « > 0 fiir L = 0. Dann existiert
log 1
L .
e > 0 so, dass
D =qrto(l +e)*<<1.
Weiter existiert ein n, so, dass fiir alle n = 7 7(n) < L + ¢ ist. Es sei p > 0.
Es bedeute I, das Innere der Menge I,, dann, wie bekannt, ist (siehe [3])

dim M, = dim M, wo M, = 0 I} gilt. Es ist offenbar
n=1

LMy, ) < inf g, 053 dw S0, n Zm.
Setzen wir n;, = n’ + s, wo die Folge 1 =8, <8, < ... < 8, < ... diejenige
Folge ist, dass p,, — p. Dann gilt fiir diese 7,
sp—1

Gnghoey = 2V s 23, 2own vy T | we(m’ - 7) = (2¥Fn'4me | A%) %Ko 45y =(tn)_ D

r=0

Weiter geniigt es zu beachten, dass D% — 0 wenn k — oo, 2"#n'+s . 2%, —
= O(1) und 2% sg=6+m) — (1),

Daraus folgt, dass fiir jedes # > 0
dim M, < (u + ) (L), dim M = dim M, < p (L) .

b) Wir zeigen, dass dim M = p (). Fir I = 0 oder u = 0 ist das trivial.

(# —m) log 2
loo &
Ogl

Esseidaruml>0,,u>0undessein>0,n<,u,oc< . Dann

existiert ¢ > 0 so, dass
d =207 —¢e)x>1.

Es existiert ein n, so, dass fiir alle n = n, t1(n) > | — e und u, > p — 5. Daraus
folgt, dass man ein 6 > 0 so wéhlen kann, dass fiir alle natiirliche n 7(n) > &

. . 1 .
ist. Setzen wir 7, = 3 +2und o = 4, ..

Nach der Definition von LM, &), 0 = A +x, existiert eine ,,0-Uberdeckung ¢
V der Menge M so, dass > [i|* < LM, ) + K, K > 0. Da die Menge M eine
i
kompakte Menge ist, existiert nach dem Borelschen Satz eine endliche Menge
V' c V so, dass M c Ui ist und offenbar > ||z < > |i|* gilt.
iV i iV
Es ist leicht zu ersehen, dass folgender Hilfssatz gilt:

Es sei j ein Intervall, jc {— A, 4>, « eine reelle Zahl, 0 < & < 1. Dann
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existiert eine aus der endlichen Anzahl der Intervalle i, bestehende Menge R mit
diesen Eigenschaften

(a) j 0 M c R,

(b) [¢] < |§] fir jedes i€ R,

(c) %]i[“ < Tl

Zum Beweis dieses Hilfssatzes beachten wir, dass A,+; < 4,, 4, — 0 und
darum existiert ein n, so, dass 4, < [j| = 4,,_,. Bezeichnen wir mit E die Men-

ge aller ¢, eI, , fiir welche 7, nj # 9. Wir zeigen, dass R die Eigenschaften (a),
(b), (¢) hat. Aus M c I, folgt (a). Weiter gilt fiir die Anzahl N(R) aller 3, ¢ R

MRy = oty

(b) gilt offenbar und (c¢) bekommen wir aus (b), (1).

1
m+2<5+2272, (1)

Wenden wir diesen Hilfssatz auf jedes Intervall ie V' an, bekommen wir
eine aus den Intervallen ¢, bestehende Menge R, fiir jedes ¢ € R [i| = 4, 4+ gilt
und M c Uz, weiter

ieR
ZR[z]“ < tziZV]i]“ < 1(Lo(M, &) + K) .

Wir zeigen, dass ein solches k* > k existiert, dass

zl;lfl]"‘ = Inytee Z:‘ﬁ.k' (2)
gilt. Es ist
k*_1
Gnytinhn in = 200V ATy = (2Mknorke g ) 2 ek T a(ng - 1) =
r=0

> (anunﬂktlzu) O umy 4 kx—(u=m)  gE* F(n,, k) .

Da pin, 10 > p — n, 28 Engske—-n) > §, > 0 ist (fiir alle £ = 1), dhnlich ist
nakin 1 k* J2 > §, > 0 und d¥* — + oo wenn k* — co. Daraus folgt, dass
lim F(ng, k) = -+ oo.

k-0

Es ist also dim M > (=) log 2 fiir jede , 0 < < u und so

log =
g 7
. 2
dlmMgﬂé.f_:M(z).
log 7
Es geniigt noch zu beweisen, dass ein solches k* = k existiert, dass >, [i|* =
iR’
= Gn, 4102 1+ ist. Um dieses einzusehen, bezeichnen wir min |¢| = An,+#,
iR

max [i| = An ., dabei ist k¥ < k' < k”. Wenn wir einige geeignete Intervalle
ieR’
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der Menge weglassen, bekommen wir eine Menge R* mit dieser Eigenschaft:
Kein innerer Punkt irgend eines Intervalles der Menge R* ist mehrfach mit
Intervallen der Menge R* bedeckt und dabei M c U . Es ist offenbar Z [t]e <

ieR* ieR*

< > |il*. Wenn k" = k', dann ist R* = I} und die Behauptung gilt (k* = &').

uR
Esseialsok” — k&' > 0. Wir setzen R* = R und konstruieren durch Induktion

eine (endliche) Folge der Mengen von Intervallen Rf, Rf, ..., R¥, ..., RY ...
Es sei schon R¥, R},...,R}; 0 <j <k” — k' so konstruiert, dass jede der
Mengen Ef (I = 1, 2, ..., j) aus einer endlichen Anzahl der Intervalle i™ besteht,
Zn',+7€” g I’L:xnl § }'no'Hc’

und jede der Mengen R (I =1, 2, ..., ) hat diese Eigenschaften (welche R}
trivial hat): '

a) McUy:.

ieRp

) Die Intervalle der Menge R," bedecken keinen inneren Punkt 1rgend eines

Intervalles der Menge R;* mehrfach.

2l = Z iF=...= 2, il

15 l ieR 0 |

3) Die Langen der Intervalle der Menge R;" haben nicht mehr als k" — k' —
— 1 + 1 verschiedene Werte, dabei haben sie hochstens einen Wert (bezeichnen
wir ihn mit A,») unter den Werten 4, +xr, An +17—15 - s Angtir—1 (also ny + k" —
— 1<) = no + k).

Die Menge R}, fithren wir so ein: Wenn es kein »(j) der erwihnten Eigen-
schaft gibt, dann setzen wir Bf,; = R¥. Es ist leicht zu sehen, dass alle Eigen-
schaften «), B), v), 8) auch durch R}, erfiillt werden. Wenn ein solches v(j)
existiert, dann bezeichnen wir mit §; die Menge aller in R} enthaltenen Inter-
valle %y, Aus Ly C In,x7-j-1 folgt, dass jedes der Intervalle Ty in irgend
einem Intervall i, .~ ;_1enthalten ist. Dieses Intervall i, , 1 ;_1gehort nach )
nicht zu R¥. Die Menge aller dieser Intervalle in, . 7,1 (jedes in, 7 ;-1 enthélt
wenigstens ein Intervall 4,:;) bezeichnen wir mit U; und ihre Anzahl mit C;.

Dann besteht S; offenbar aus allen C; g—gi(’)— in den Intervallen der Menge
no+ k7 —5~1

U, enthaltenen Intervallen ¢,
Es gibt zwei Moglichkeiten:
1. Es gilt
gw(i)}':(j) = Gngtkr—i-1hng 4 k751 >
dann bekommen wir R;* ; aus R} auf solchem Wege, dass wir S; durch die Menge
U, ersetzen. Dann haben wir

Z lije = Z lij* — O, — o) Az A+ Cids iy 1 < Z l4] .

1 1¢R ng+R7—j-1 z;R
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2. Es gilt
g'u(;i)]':(j) < 9n0+w_,-_1lio+k~_,-_1 s

dann bedeute U} die Menge aller zu R} gehorenden Intervalle ¢y,.ir—;— und C

sei die Anzahl dieser 7,,,,.r—;—;. S; bedeute die Menge aller in der Menge U} ent-

haltenen Intervalle ¢, (ihre Anzahl ist C; _Getn ) Dann gehort nach )
Ry +K7— 5 -1

kein Intervall aus S; zu R¥. Wir bekommen jetzt R}, aus R¥ so, dass wir alle

Intervalle der Menge U; durch die Intervalle der Menge S; ersetzen. Es ist

S life = 3 Jifs — O i gr + O D g < S i
icRY, ieR;!‘ Jno+%7—j-1 icR}

Also v) gilt in beiden Fillen und die Giiltigkeit der o), B), 3) (fiir j 4 1) ist
auch leicht zu beweisen.

Also alle Intervalle der Menge R}, ;. haben die gleiche Linge ! (nach 3)),
l = Apy+ps, k' = k* < k" und mit Riicksicht auf «), B) ist Ry _;, = I« und dieses
mit v) gibt (2).

Damit ist der Beweis des Satzes beendet.

Folgerung. Wenn I* = lim t(n) existiert, dann gilt dim M = uf(l*).

n—-

2

In diesem Teil der Arbeit werden wir uns vom Standpunkt des Hausdorff-
schen Masses mit dem Studium gewisser linearer Punktmengen beschéftigen.

0 .
Es sei > a, eine konvergente Reihe mit den positiven Gliedern und es sei fiir
n=1 o

jedes k=1, 2, 3, ... die Bedingung
a, > Ry = Zak+n (3)
n=1
erfiillt.

o]

Die Menge aller derjenigen reellen Zahlen x, welche die Form x = > &,a,
n=1

haben (¢, = 1 oder —1, n =1, 2, 3, ...) bezeichnen wir mit W. Jeder Reihe
0

Z Gy Gp > R, (n = 1,2,...) kann man die oben definierte Menge W zuordnen.
1

Wir werden die Eigenschaften dieser Mengen W studieren, diese Mengen werden
wir kurz W-Mengen nennen. Es ist leicht zu sehen, dass alle diese Mengen
perfekt und symetrisch beziiglich 0 sind. Das Lebesguesche Mass der zur Reihe

> a, gehorenden Menge W ist
n=1
(W) = lim 2+ . R,

Nn—-0

377




(siehe [4]). Die Existenz des rechtsseitigen Grenzwertes folgt aus der Beziehung
(3). Aus der Beziehung (3) bekommt man leicht
a, > R, = a, + Ry, > 2R, = 2(ay + R;) > 2R, > ...,
also {2"*+1R,}* ist eine fallende Folge.
Wir werden jetzt die Struktur der zur Reihe 4 = Y an gehorenden Menge W

beschreiben. Lasst man aus dem Intervall (— A A> das Intervall A} =
= (— a, + R, a, — R,) weg, bekommen wir die Menge I, (Bezeichnung aus
dem ersten Teil der Arbeit). I, besteht aus den zwei Intervallen 7} und i3,

i1=(—A4,—a, +R>, i1 ={a; — R, 4),
jedes der Intervalle i, 7; hat die Lange 2R,. Léisst man aus 4; das Intervall

Ay = (— a, — ay, + R, — a, + a, — R,) weg, bekommen wir zwei zur Menge
I, gehérende Intervalle iy und 13,

h=(— 4, —a,—a,+ Ry, i3 ={—a,+a,— Ry, —a,+R.

Ahnlich bekommen wir durch Weglassung des Intervalles 45 = (a, — a, + R,,
a, + a, — R,) aus dem Intervall i zwei zur Menge I, gehdrende Intervalle

-3 4
Vg, g,

Z'g':<a'1—R1>‘11_‘/‘lz‘f’Rz>, i;:<a1+az_R2,A>-

Jedes der Intervalle i3 (m = 1, 2, 3, 4) hat die Linge 2R,. Wir nennen das
Intervall A} angrenzendes Intervall (der Menge W) der ersten Stufe, die Inter-
valle A% (k = 1, 2, 3, 4) nennen wir angrenzende Intervalle (der Menge W) der
zweiten Stufe. In dieser Konstruktion kann man weiter fortschreiten. Es sei
schon die aus den Intervallen ¢, (m = 1, 2, ..., 2#) bestehende Menge I, kon-
struiert. Jedes der Intervalle hat die Lénge 1, = 2R,,. Also

in=(—A,—a, —a,— ... —a, + R,
P=(—a, — @ — .. —Ap_y + 0y — R, —a; — @y — ... — @y +
+a, + R, ,

iy = (&0 + ... + &0, — Ry, 610, + ... + &0, + R, ...
Fiir jedes Intervall 4," (m = 1, 2, ..., 27) ist charakteristisch, dass alle Zahlen

Te W welche zum i, gehoéren, in ihren Entwicklungen x = Zalal auf den
1=1

ersten n Stellen dieselben Faktoren 1 und —1 haben, wie der linke (und auch
der rechte) Endpunkt des Intervalles ¢,. Wir sagen kurz, dass die Folge
€15 &3, -+, €, zum Intervall

Ty = {6101 + ... + &0y — Ry, 807 + ... + &40, + R,
gehort und umgekehrt. Durch Weglassung der angrenzenden Intervalle 45,
(deren Anzahl 2~ ist), aus ¢, lassen wir das Intervall
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A:zn+1 = (81a1 + vee + Enly — Qptq + Rn+1> €10y + + Enly, + Ap+y — Rn+1)
weg, bekommen wir 27+1 Intervalle, welche die Menge I,;, bilden. Dabei ist
W = N I,,. Bei festem n ist also (— A4, A) eine Vereinigung der 2" Intervalle

n=1

4 der Menge I, und der angrenzenden Intervalle A%, 1 <k <n,1 <1 < 281,
Wenden wir jetzt den Satz,1,1 auf die Mengen W an. Wir bekommen dieses
Ergebnis:

0
Satz 2.1. Es sei > a, eine konvergente Reihe mit positiven Gliedern und es sei

n=1

a, > R, = Zanﬂc (n =1, 2,3, ...). Bezeichnet man mit W die Menge aller der-
k=1

jenigen reellen Zahlen x, welche die Form x = 3 e,a, (e, = 1 oder —1) haben.
1

Dann gilt

R
=1 sl L=l
wo im = lim —p*

n—>w
Beweis. I, besteht in unserem Fall aus 2" teilfremden abgeschlossenen In-
tervallen (jedes dieser Intervalle hat die Lange 1, = 2R,). Also 4 = 1 und

A= a,, 1(n) = 5}’;—1 < % . Nach Satz 1,1 bekommen wir also
n=1 n

f() = dim W < {(L),
wo | = lim 7(n), L = lim 7(n) ist.

Bemerkung 1. Wenn [* = lim 7(n) existiert, dann ist dim W = f(I*). Fur

I* > 0 ist also
dim W — logf‘ .
log G

Zum Beispiel fiir die Reihen, bei denen R, ~ K", K > 2 ist (d. h. lim Ig = =
= (C, 0 < (0 < + o), zu diescn Reihen gehort auch die geometrische Reihe

. . . . . log 2
mit dem Quotienten Vi gilt die Relation dim W = lo—gjf .

Bemerkung 2. Den fiir die Dimensionen der W-Mengen geltenden Bezie-
hungen kann man auch eine andere Form geben. Beachten wir, dass

Rn+l R’n+1 1

R, Unyr + By _ 1+ Apiy
—Rn+1
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1 1

l=————, L= .
L im g, thim g,

ist und also

B L — — <dim ¥ = log 2 : (4)

log (1 + lim —ﬁ) log (1 + lim &)

Nn—>0 -Rn n—>w n
. . s . log 2
Diese Beziehung gilt immer, wenn wir ——2—— = 0 setzen. Im besonderen,
log (+0)
wenn I* = —»1 a existiert, dann ist dim W = log 2 a1 das
'R, 1"8(]l +3£3;7e;)

gilt auch wenn jgg %% = -+ o0 wenn wir Togl%{—%;oj = 0 setzen. Wenn also
a, ~ R, ist, d. h. lim n 1, dann ist dim W = 1.

n—00 Rn

Wir fithren im weiteren in zwei besonderen Féllen eine Beziehung zwischen
dim W und den Verhiltnissen der Glieder der zur Menge W gehérenden Reihe

0
> a, an.

Satz 2,2. Es sei dim W = 0. Dann existiert zu jedem ¢ > 0 eine unendliche
Anzahl natirlicher Zahlen n so, dass an+y < ea, gilt.

Beweis. Es sei dim W = 0. Dann folgt aus (4) li _11—1 F” = -+ oo. Aus der
Beziehung
) Ay, an _ﬁn . ( 7L+1
Qny1 R Ant1 Ap 11
bekommt man die Giiltigkeit der Ungleichungen
e (5)

Also in dieseni Fall bekommen wir

— + o, lim%_

n—co a"

- Qa,
- lim
N—>00 a/n+1

und daraus folgt schon unmittelbar die Behauptung dieses Satzes.

In diesem Fall gibt es in der Reihe Zan eine unendliche Anzahl von Gliedern,
1

die beliebig kleiner als die unmittelbar vor ihnen stehenden Glieder sind.
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Satz 2,3. Hs sei dim W = 1. Dann existiert zu jedem q, 0 < q < 1, eine un-
endliche Anzahl natirlicher Zahlen n so, dass @y > qo, gilt.

Beweis. Es sei dim W = 1. Dann folgt aus (4) lim % =1 und nach (5)
n—>0 n
o — a, 1
ist lim % < o Tim > 3
nSsw Apyq - n—>0 n
dieses Satzes.

daraus folgt unmittelbar die Behauptung

In diesem Fall gibt es in der Reihe Za eine unendliche Anzahl von Gliedern,

die grosser als die g-vielfachen (¢ < 1) der unmittelbar vor ihnen stehenden
Glieder sind.

3

In diesem Teil der Arbeit werden wir die Verteilung der Faktoren 1, —1 in
den Entwicklungen der Zahlen der zur Reihe

2 (4,>0, a, >R, n=123...)
n=1 .
gehorenden Menge W studieren.
Wir werden zu Beginn u(W) > 0 voraussetzen (das kann man mit geeigneter
o«
Wahl der Reihe > a, erreichen). W ist, wie im zweiten Teil der Arbeit, die Menge
1

aller derjenigen reellen Zahlen x, welche die Form

¢ = Seaay (6)

(¢, = 1 oder —1, » =1, 2,...) haben.
Die eindeutige Entwicklung (siehe [5]) (6) der Zahl  nennen wir Vorzeichen-

entwicklung der Zahl & mit Riicksicht auf die Reihe > a,.
' 1

Wir bezeichnen im weiteren mit f(n, x) die Anzahl der Zahlen 1 in der
(endlichen) Folge &y, &, €, .., &, mit g(n, x) die Anzahl der Zahlen —1 in

derselben Folge. Wir setzen.
M) e, ) = T 1 f2) - p(f, 2y = tim 12

n—>o0

D*(f, &) = lim

f—>00

>

(Wenn der rechtsseitige Grenzwert existiert.) Ahnlich definieren wir die Zahlen
D*(g, z), D*(g, ), D*(g, x). Alle diese Zahlen sind aus dem Intervall <0, 1).

In der Arbeit [6] studiert man die Verteilung der Zahlen 1, —1 in den Vor-
zeichenentwicklungen der Zahlen z e W vom Standpunkt des Lebesgueschen
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Masses. Dort zeigt man, dass hier analoge Sétze zu den in dyadischen Ent-
wicklungen der reellen Zahlen geltenden Séatzen gelten. So gilt

o )1
D*(f, x) = lim B = o

n— 2
fiir fast alle ve W.

(Das ist ein Analogon zu dem Borelschen Satze iiber die Verteilung der
Ziffern in den dyadischen Entwicklungen der reellen Zahlen.) Es gilt auch ein
zu einem gewissen Khintchinschen Satze analoger Satz: Fiir fast alle x € W ist

fn, @) = 2 + O(/nTog log n) .

In diesem Teil der Arbeit werden wir die Verteilung der Zahlen 1, —1 in den
Vorzeichenentwicklungen der Zahlen ze W vom Standpunkt des Hausdorff-
schen Masses studieren, dabei beniitzen wir das Ergebnis aus dem ersten Teil
der Arbeit.

In der Arbeit [6] zeigt man, dass, wie schon bemerkt wurde, es moglich ist
einige Ergebnisse, welche iiber die Verteilung der Ziffern in den dyadischen
Entwicklungen der reellen Zahlen gelten, auch auf die Vorzeichenentwicklun-
gen der Zahlen xe W zu ubertragen. Wir zeigen bereits am Beginn dieses
Teiles der Arbeit, dass man in dicser Richtung auch bei Benutzung des Haus-
dorffschen Masses fortschreiten kann. -

Es bedeute p(n, x) die Anzahl der Nullen in der (endlichen) Folge ¢,, ¢,, ¢35, ...
Cp, WENn x = z %’7'; die dyadische Entwicklung der Zahl « ist, dann ist es

n=1
moglich, wie VL. KNICHAL in [3] und A. S. BEZIKOVIC in [7] gezeigt haben, die
Hausdorffsche Dimension der Menge M(() zu berechnen. M({), 0 < { < %
bedeutet dabei die Menge aller « € (0, 1), fiir die die Ungleichung p(n, x) < {n
eine unendliche Anzahl von Losungen in den natiirlichen Zahlen n hat und fiir
dim M (?)
_ tlog &+ (1 — 0)log (1 — )

dim M(¢) Tog }

gilt, Wir bemerken noch, dass nach dem Borelschen Satze iiber die Ver-
teilung der Ziffern in den dyadischen Entwicklungen der reellen Zahlen,
WM (L)) = 0 ist, weil fiir jedes x e M (L)

lim p(n, z) << 1

n—0 n 2
ist.

Legen wir uns eine analoge Frage auch bei unseren Vorzeichenentwicklungen

der Zahlen x ¢ W. Durch Losung dieser Frage bekommen wir Satz 3,1, der ein
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zu dem Knichalschen Satze analoger Satz ist. Bei dem Beweis dieses Satzes
werden wir das Ergebnis des Satzes 1,1 und folgenden Hilfsatz aus [2] be-
nutzen:

Lemma 3,1. Man bezeichne

log &

() =

Die Funktion A(n) erfille fir allen = 1, 2, 3, ... folgende Ungleichungen:

([Cn—ll)<”)<[§()( 1) 0, 0<t=3.

Dann gilt A(n) = 2"©, wo lim d,(¢) = d({).
Beweis. Siehe [2].
Satz 3,1. Es ses u(W) > 0. Es bedeute W (), 0 < { < } die Menge aller der-

jenigen x e W, fir die die Ungleichung f(n, x) = {n unendlich viele Losungen in
natirlichen n hat. Dann gilt

elogCJr(l—C)IOg(l—C)
log }

Bemerkung 3. Nach dem erwdhnten Ergebnis aus der Arbeit [6] ist
w(W(g)) = 0, weil fiir jedes xe W(()

D¥(f, ) = lim

N—>0

dim W(¢) = d(¢) =

n 2

Beweis. a) Es sei
x> d({) (M

und ¢ > 0. Wihlen wir n, so gross, dass 2R, = g ist. Dann ist fiir alle m = n,

W) cUU,, wo U, die Vereinigung aller derjenigen 4, ist, zu denen solche
Folgen ¢y, &,, €3, ..., €, gehoren, die nie mehr als [{n] der Zahlen 1 enthalten. Die

Anzahl P, der in U, enthaltenen Intervalle 1, ist offenbar

P (o) + () 5) + il

Wenn wir mit W,({) die Menge aller derjenigen x e W(() bezeichnen, die in
allen Mengen U enthalten sind (U, bedeutet das Innere der Menge U,), dann
ist W(&) ¢ W(¢) und da W({) — W,(¢) eine abzahlbare Menge ist, ist (siehe [3])
dim W(¢) = din W,(). Weiter ist offenbar

LAWA(0), ) = 3 Pu2R)
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Beachten wir, dass 2°R,, — 3u(W) > 0 und P, = 2" nach Lemma 3,1 gilt,
so bekommen wir

LQ( WI(C): “) g Cl i 2ndn@) A é‘na ;

N=m

dabei ist d,({) — d({) und ¢; > 0, ¢, ist von m nicht abhiingig. Also gilt
L(Wy(0), ) < ¢ i n(a—d(2) +o(1))

und aus der Bedingung (7) folgt die Konvergenz der Reihe von rechts. Da die
letzte Ungleichung fiir alle m = n, gilt, ist

Ly(Wy(8), 6) =0, L(Wy((), 0) =0
dim W({) = dim Wy(¢) < d(0) .

b) Es sei « < d({) und s bedeute eine natiirliche Zahl. Wir bezeichnen mit
Wa(s, £) (n ist eine natiirliche Zahl) die Vereinigung aller derjenigen ¢y € I,,,
die folgende Eigenschaft haben: i, gehort zur Folge ey, &, ..., &,,, in der fiir
jedes ¢ =1, 2, ..., n die Anzahl der Zahlen 1 in der Folge ¢y, ¢,, ..., &; gleich
der Zahl [is{] ist. Es ist offenbar W, (s, {) ¢ Wy(s, {). Setzen wir weiter

Wis, ¢) = ﬁ W (s, ¢). Es ist leicht zu sehen, dass W (s, {) ¢ W({) und
n=1

D*(f, 2) = lim 12 — ¢

nsw N
fir jedes ze W(s, {) ist. Das kann man so beweisen: Aus der Ungleichung
is <n < (1 4 1) s folgt

is i) _ fn, @) _ f(i+1)s,2) (i +1)s

= = g ; 8
(t4+1s s — =n = (@E41)s is (8)

und da z zu jeder Menge W,(s, ) (n = 1, 2, 3, ...) gehdrt, ist
f(is, x) = [¢s] fiir jedes ¢+ =1, 2, .... (9)

Fiir n — oo ist 4 — oo und aus (8) bekommen wir das sofort. Also nach (9) ist
Wi(s, &) c W(), dim W({) =dim W(s, {)

fiir.jedes s = 1, 2, 3, ... Beachten wir noch, dass W,(s, {) aus einer endlichen
Anzahl g, ; ¢ der Intervalle z,, sc besteht (inse = = 4. fiir ein geelgnetes ). Wenn
insc zur Folge &, &, &, ..., &, gehort, dann gehort jedes dn, 1, C in,, ZUT
Folge

81’ 82: 83; LX) £ns, fl: .f2$ oy fs ’
dabei ist die Anzahl der Zahlen 1 in der Folge fy, fs, - .., f, gleich der Zahl
[( ) SC] - [TLSC] = SCn s *

Daraus kann man sehen, dass jedes der Intervalle iy, die gleiche Anzahl
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S . w 8§ . .
%:r_l;s?c = (SCn,s) der Intervalle i*,, . enthalt. Da ¢, .= ([CS]) ist, ist
I, ot = I [ (s; ) Es ist weiter offenbar s{ — 1 =s(;, = s + 1,(;,, =
i=1 ©S

¢ — sl und alsé fiir alle hinreichend grossen s

" s \"_ ons,
Gnys,t = ([Cs S_ 1]) und ([Cs s 1]\, — 9nsdy(Q)

im Sinne des Lemma 3,1.

Jetzt wenden wir den Satz 1,1 an. Bei der Bezeichnung des Satzes 1,1 ist

1
p = lim g, = s dy({) und I* = lim Rrns und da 2*R, — é,u(W) > 0, folgt

N> N—>0 =Ums

daraus I* = 27¢ und also
dim W(s, 0) = L2 = a0
log T
Also
dim W () = d()
fiir alle hinreichend grossen s und
dim W(¢) = lim d,(0) = d(2) .

Damit ist der Beweis des Satzes beendet.

Im Zusammenhang mit dem zum Satze von Borel analogen Satze aus der
Arbeit [6] wird folgende Frage aufgeworfen:

Was kann man iiber die Verteilung der Zahlen 1, —1 in den Vorzeichenent-
wicklungen der Zahlen x ¢ W sagen, wenn u(W) = 0 ist?

Wir geben in diesem Fall eine untere Abschitzung fiir dim W, wo W die
Menge aller derjenigen x ¢ W ist, fiir die

D, @) = lim 1) _ %

N—>00 n
gilt. v
Satz 3,2. Es sei w(W) = 0 und W = E D*(f, ) = }. Dann gilt dim W = f(1),
xzeW
wo 1 = lim —2*1 . '
i L

Beweis. Fiir I = 0 ist der Satz trivial, weil f(0) = 0 ist. Es sei also [ > 0.
Bezeichnen wir bei geradem s = 2 mit W(n, s) die Menge, die aus allen den-
jenigen iy € I, besteht, die die folgende Eigenschaft haben:

s gehort zu einer solchen Folge ¢, ¢,, &3, ..., &, dass fiirjedest = 1,2, 3, ...,
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n die Anzahl der Zahlen 1 in der Folge ¢, ¢,, &, ..., & gleich der Zahl 1is ist. Es
ist offenbar W(n + 1, s) c W(n, s). Wir setzen

W(s) = F\ W(n, s) .

Es ist sofort zu sehen, dass W(s) ¢ W und fiir jedes x ¢ W(s)
f(n, x) 1

lim =2 =
oo n 2

ist (das kann man #hnlich beweisen wie in dem vorhergehenden Satz). Also
W(s) c W fiir jedes gerade s = 2. Weiter W(n, s) besteht aus einer endlichen
Anzahl g, , der Intervalle i;’,, jedes dieser Intervalle hat die Linge 2R, (es ist
iy = 1, fir ein geeignetes 1). Es gehore i, zur Folge ¢, &,, &, ..., &,, und es
sei iy , C iny. Dann gehort i, , zur Folge

€15 €95 €35 + s Eng, flr fz, LR fs ’

dabei ist die Anzahl der Zahlen 1 in der Folge f,, f,, ..., fs gleich der Zahl
m 4+ 1)s — ins = s = f Ahnlich wie im vorhergehenden Satze kann man

n
feststellen, dass g, , = ist und jedes der Intervalle i’ (m = 1,2, ...,

%s —1
gn.,) enthilt die gleiche Anzahl der Intervalle i, il

Wir wenden jetzt Satz 1,1 an. Daher, wie aus dem Beweis des Lemma 3,1
folgt (siehe [2]), hat Lemma 3,1 Giiltigkeit auch dann, wenn wir statt n nur
gerade natiirliche Zahlen nehmen und erhalten daraus

Gn,s = 24D limdy(}) = d@F) =1,
$—>00

' = lim Ii(_"*'l)s = lim Bns1ys Binrnys— By _
n—>w ns n—sw (n+1)s—1 R(n+1)s—-2 R,
= lim [7((n + 1) s — 1) 7((n + 1) s — 2) ... 7(ns)],
N—>00

By

wo (k) = =
k

ist. Es sei I =lim 7(k), 0 < ¢ < I’. Wahlen wir ¢ > 0 so,
ey

dass e’ =1 — V Is — ¢ ist, also ¢’ < I. Dann wird fiir alle hinreichend grossen n
t(ns) ttns +1)...7((n + 1)s — 1) >l —¢&)pG =01 —c¢,
also I’ = I* und so nach Satz 1,1

dim W(s) >,ulog12 sd (% )log2
log =7 7 s log ]
dlmW_d()logf ;(%).f(l).

log 7
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Da das fiir alle geraden natiirlichen Zahlen s = 2 richtig ist, bekommen wir
dim W = f(I).
+1

Folgerung. Wenn I* = lim 7(n) = lim By existiert (diese Eigenschaft
N—>00 N—>00 Rn

haben die Reihen Zan, fiir die R, ~ K-, K > 2 ist), dann gilt dim W =
1

= dim W. In diesem Fall stellt die Menge W im Sinne des Hausdorffschen
Masses ,,einen wesentlichen Teil*“ der Menge W vor.
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Pesome

ABCOJIIOTHO CXOJAMMECS PSIBI 1 MEPA XAVCIIOP®A

TUBOP HIAJIAT (Tibor Salét), Bparuciasa
(Hocrynuio B pepaknuio 3/1X 1958 r.)

B s10if paGore aBTop mM3yYaeT ¢ TOYKM 3peHMss MepH Xaycaopda JnmHeHHbIe
MHOJKeCTBa, OIpefielieHHble HEeKOTOPHIMH a0COJIOTHO CXOJAINMEMHUCS DPsATaMH.

B mepsoit yactm aBTOp mMOKasbiBaer obiyio Teopemy (reopema 1,1) o xayc-
nopdcroil pasmepHocTH JmHeHHBIX MHOKecTB. Ilycres M c (—A4, 4>, A > 0,
@
M=nNnI, I,>I;>...o1,>...,1I,c{(—A4,4% 1,(n=1,2,3,...) cocronr
n=1
73 KOHEYHOTO YHCJa ¢, HellepeceKalomMUXcsl 3aMKHYTHIX HHTePBAJIOB OfMHAKO-
ot muwHH 4,. Ilycrs cymecrByer @ € (0, 1) rak, uro mis » = 1,2, 2, ... Gypger

T, = Aty < a. [anee, nonoxum ! = lim t(n), L = lim 7(n) u na unaTepBae
a N—>00 n—>0
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<0, @y onpemenum Pyurmmo f(z) tar: f(0) = 0 w ma 0 <z < @ uycers f(x) =
log 2

1

log —

€%
Torma cupaBemiiuBa

Teopema 1,1. ITycmv mroncecmeo M obaadaem ykasanHslmu 6viule COTCMEAMU .
IIyemo
gn=2mn, p=limp, <+ o,

N—>00
nycmv Kaxncdoe us muoncecms I, (n = 1, 2, 3, ...) cocmoum u3 ¢, unmepeanos
i (m=1,2 ..., ¢, nycmo kadxcoui us unmepsanos iy (m = 1,2, ..., g,)

codep orcum 00unarogoe wucAo unmepsanos i, 1 € I,.,. Toeda
pfl) < dim M < uf(L) .

CaepcrBue. Ecan cymecrsyer I* = lim 7(n), o dim M = uf(l*).

U—>00

B uanbneﬁmeM ABTOP MCIOJIB3YyeT pe3yJabTaT TEOPeMbl 1,1 I M3Yy4YeHU:A
! ©

muOxects W, ompenenieHuEIX cireyomum obpasom: Ilyers > a, — cXomamumitcs
k=1

e

PAL ¢ TOJIOKUTEIILHBIMI WJIEHAMH, MYCTh @ > R, = ZaHn (k=1,2,3, ...)
n=1

1
Rﬁ“ <§ ot n=1,23,... O6osHauum uwepes W wmHO-
n

HECTBO BCEX TeX -BEUIeCTBEHHBIX YMCEJI ¥, KOTOPBhle MOKHO BLIPDA3UTH B BUE
)

x = Zenam rme e, =1 wm —1 (n=1,2,3,...).
n=1

Orcopa ciemyer

Torma umeer mecro

Teopema 2,1. f(I) = dim W < f(L), ede

I = lim Brr1 T Ban

N> n n—>0 Rn

u gynryus f(x) onpedeaena na unmepsase {0, %>, Kax u 6 meopeme 1,1.

Crmencrsume. Ecim cymectByer I* = lim By , o dim W = f(I*). Caegmo-
n—»0 n
log 2
BarexpHO, 1 I* > 0 6ymer dim W = og .

log l-l,;

U3 pesynsrata Teopemsl 2,1 jierko IONy4dTH coOTHOmeHHe Mexny dim W

e}

M BeJIMYMHAMHU YJICHOB pAla Z @, B IBYX KpaﬁHHX ciaydasaXx.
k=1
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Teopema 2,2. IIycmv dim W = 0. Tozda das kaomcdoeo ¢ > 0 cywecmsyem
GecKOHe HOe KOAUNECTNEO HAMYP AXBHULL YUCEA T MAK, UMO Gty < €d,.

Teopema 2.3. IIycmv dim W = 1. Toeda 0as kamcdozo q, 0 < q < %,
cywecmeyem Geckoneuroe KOAUYECTNEO HAMYDPANLHOLL WUCes N MAK, MO (yiy >
> qa,.

0
Hycrs @ = > e,a, ¢ W. OGo3naunm B ganpreiimem yepes f(n, &) KOJIMIECTBO
1

yucell 1 B (KOHEUHOI) MOCIIeOBATEIBHOCTH &y, &g, - . ., &, Y6Pe3 ¢(N, &) KOAMIECT-
BO umceld —1 B Toil ke mocaegoBartenbHocTH. Ilycrs B mampmeiimem (M)
obosHaYaer ae0eroBcKyo Mepy MHOKecTBa M TOr[a JIeTKO II0Ka3aTh, 4TO
w(W) = lim 2"*1R, .
N—00

Teopema 3,1. ITycmv u(W) > 0. ObGosnauum cumsosom W(L), 0 < ¢ < %,
MHOMcecmeo ecex mex x € W, das komopwx mepasencmeo f(n, ) = {n umeem
becKoneunoe KOAUYeCmeo peuleHutl 6 namypasvuux wucaar n. Tozda

{logl + (1 — ) log (1 —0)

dim W(¢) = g1
2

Jra TeopeMa ABIAETCA AHAJIOIOM TeOPeMHI, JoKaszaHHoil Ba. Kuurasonm
u A. C. Besurosuuem (cm. (3) u (7)) o pacupenesesun nup B ABOMYHBIX Pas-
JIO}ReHMAX BelecTBeHHBIX umces murepsana (0, 1).

Ecmun u(W) > 0, to, kak moxasanx aBrop B pabore [6], mua mourm Bcex

xe W (B cmsicie mepsl JleGera) lim]@ = % Wrar, seGeroBckas mepa
N—>0
T e . f@,n) 1 . .
u(W) muomectBa W = h;/llm ~— =g Pasma w(W). Anamormuusiii pe-

3ynbTaT faeTr teopema 3,2 muia mepsl Xaycmopda.

Teopema 3,2. ITycmv w(W) = 0; o6osnauum

W:Elimﬂ—n’—ﬂ—l.

ze W n—sow0 n 2

Tosda dim W = (1), ede | — lim Tr+1

N—>c0 n

Rn+1

CnenmcrBue. Ecan cymecrByer I* = lim
N—>00 n

; 9TO MMeeT HajJum4due Halpu-

0 -]
Mep B ciydae pAIOB zl:a,., IV KOTOPHIX > Gy = R, ~ K™, K> 2, 10
m=1

dim W = dim W.
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