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Yexocaosankuii mMaTeMaTHYeckmii kypmax, T. 9 (84) 1959, IIpara

THEORIE DER TORSEN DES KLEINSCHEN
FUNFDIMENSIONALEN PROJEKTIVEN RAUMES UND IHRE
APPLIKATION AUF SEGRESCHE W-KONGRUENZEN
DES DREIDIMENSIONALEN PROJEKTIVEN RAUMES

VLADIMIR HORAK, Brno
(Eingelangt am 9. Janner 1959)
Prof. Otakar Boriwka zu seinem 60. Geburtstag g2widmet.

In dem ersten Teile dieser Abhandlung werden die Torsen des
Kleinschen funfdimensionalen projektiven Raumes untersucht, wel-
che in diesem Raume die Segreschen W-Kongruenzen des dreidi-
mensionalen projektiven Raumes darstellen, d. h. die W-Kongruen-
zen mit geradlienigen Fokalflichen. Fir verschiedene Typen der
Segreschen Kongruenzen und deren assoziierten Kongruenzen sind
vollsténdige Systeme der projektiven Differentialinvarianten und die
gegenseitigen Verhéltnisse derselben bestimmt. Dieser Teil knipft
an die synthetischen Betrachtungen von CorrADO SEGRE an, die in
der Arbeit [5] enthalten sind.

In dem zweiten Teile wird die Theorie der Torsen des Kleinschen
fiinfdimensionalen projektiven Raumes P; mit der Theorie der Se-

-greschen. W-Kongruenzen von Jikf Krnarra verglichen. Das Haupt-
ergebnis dieses Teiles besteht in der Bestimmung der K-Invarianten
der Torsen des Raumes P;, welche die gegebenen Segreschen W-Kon-
gruenzen des projektiven Raumes P, darstellen, bzw. die Formulie-
rung derselben mittels der projektiven Differentialinvarianten der
W-Kongruenzen.

Die Anregung zu dieser Arbeit hat mir Herr Professor J. Klapka
gegeben; ich danke Thm fiir seine Ratschlige und das Interesse, mit
welchem Er meine Arbeit verfolgt hat.

1. Eintiihrung.

1.1. CorrADO SEGRE hat in der Arbeit [5] durch die synthetische Methode
folgende Behauptungen bewiesen. Es sei in dreidimensionalem projektiven
Raume eine beliebige W-Kongruenz mit geradlienigen Fokalfldchen gegeben.?)

——1) Im Folgenden benennen wir W-Kongruenzen mit geradlienigen Fokalflichen als
Segreschen W-Kongruenzen, wobei die fleknodale W-Kongruenzen ausgeschlossen werden.
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Diese W-Kongruenz bestimmt eine asymptotische Transformation der Fokal-
flachen und bestimmt also éindeutig Paare einander entsprechender Erzeugen-
den der Fokalflichen. Wenn man in bekannter Weise die Erzeugenden auf
die Kleinsche Hyperquadrik I' (K-Quadrik I') abbildet, erzeugen die Verbin-
dungsgeraden der Bilder eine Torse. Das Bild der Fokalflichen einer Segre-
schen W-Kongruenz ist also der Schnitt der zugehorigen Torse mit der
K-Quadrik I Wenn der Einbettungsraum der Torse ein vierdimensionaler,
bzw. dreidimensionaler Unterraum des Kleinschen Raumes ist, dann gehoren
die Fokalflichen der gegebenen Segreschen Kongruenz einem linearen Kom-
plex, bzw. einer linearen Kongruenz an.

Die asymptotische Transformation der Fokalflichen der Segreschen Kon-
gruenz bestimmt eine Zerlegung derselben auf eine Schicht (ein einpara-
metriges System) von Regelscharen; die komplementaren Regelscharen bilden
wieder eine Segresche W-Kongruenz, die so genannte assoziterte W-Kon-
gruenz. Wenn die Fokalflichen einer Segreschen Kongruenz einem linearen
Komplex, bzw. einer linearen Kongruenz angehoren, gehort die assoziierte
W-Kongruenz demselben Komplex, bzw. derselben Kongruenz an.

Die Torse, welche die assoziierte W-Kongruenz im Raume P, darstellt,
gewinnt man von der Torse, die die urspriingliche W-Kongruenz darstellt,
mittels Polaritdt in bezug auf die K-Quadrik I. Wenn die Tangentenfliche
einer Raumkurve (welche nicht auf der K-Quadrik liegt) im Raume P, bzw.
Unterraume P,, bzw. P, eingebettet ist, dann ist die Torse, welche die asso-
ziierte W-Kongruenz darstellt, wieder eine Tangentenfliche einer Raumkurve
im P, deren Riickkehrkante durch die Pole der Schmiegriume P, der urspriing-
lichen Tangentenfliche beschrieben wird, bzw. ein Kegel mit dem Scheitel
im Pole des Einbettungsraumes P,, bzw. ein Kegel mit einer Scheitelgeraden,
die die Polare des Raumes P, darstellt. Den Schmiegriumen und den Punkten
der Riickkehrkante korrespondieren in der Polaritdt die Schmiegraume der
Torsen, die die assoziierten W-Kongruenzen darstellen. Erwédhnen wir noch,
dass in dem letzten Falle die Schnittpunkte der Scheitelgeraden mit der
K-Quadrik I" Bilder der Leitgeraden der linearen Kongruenz sind, welche
zugleich die assoziierte Segresche W-Kongruenz zu der urspriinglichen ist.
Die Schnitte der Schmiegriaume der Torsen mit der K-Quadrik haben eine
gewisse geometrische Bedeutung; z. B. die Schmiegebenen P, einer Torse, die
eine gegebene Segresche Kongruenz darstellt, schneiden die K-Quadrik I” in
einem System von Kegelschnitten, das ein Bild der Schicht von Regelscharen
der assoziierten Kongruenz ist.

1.2. Man sieht leicht aus den voranstehenden Ergebnissen von C. Segre,
dass die Untersuchung der Segreschen W-Kongruenzen mit der Untersu-
chung der Torsen des Kleinschen Raumes dquivalent ist.

In den folgenden Untersuchungen der Torsen des Kleinschen Raumes
werden wir folgende Begriffe und Bezeichnungen beniitzen.

591



Die Gleichung der K-Quadrik I", welche regulir mit der Signatur (3,3) ist,2)
sei in der Form '

r.x = 2(x,x, + X5 + T325) = 0 (1.1)
geschrieben.

Alle linearen Unterrdume und die Gebilde des Kleinschen projektiven
Raumes P, wollen wir mit Querstrichen bezeichnen, zum Unterschied von den

rebilden des dreidimensionalen projektiven Raumes P,.3) Die Punkte des
Raumes P;, die Kleinsche Bilder (K-Bilder) der Geraden des Raumes P, sind
(d. h. die Punkte der K-Quadrik I") wollen wir K-Punkte und aus K-Punkten
zusammengesetzte Gebilde K-Gebilde nennen.

Die sechs linear unabhingigen geometrischen Punkte ly, %y, ..., by, welche
paarweise, mit Ausnahme eines Paares, beziiglich der K-Quadrik I” konjugiert
sind, bilden ein quasipolares Sechseck der K-Quadrik I '

Die Gruppe der reguliren Kollineationen und Korrelationen des Raumes
P, ist isomorph mit der Gruppe der projektiven Transformationen des Raumes
P, welche die K-Quadrik I in sich iiberfithren; diese Transformationen des
Raumes P; nennen wir K-Transformationen. Die Polarform z.y = xy, +
+ Y5 + TsYs + XoY1 + ¥sys + 26y; der Form x.x wird durch eine beliebige
K-Transformation nach der Formel .9 = A(x.y) transformiert; 4 ist die
Wah! der Determinante der projektiven Transformation des Raumes Pj;,
die der erwihnten K-Transformation korrespondiert.

Falls nicht anders bsmerkt wird, werden wir uns in den folgenden Unter-
suchungen auf die Untergruppe der wunimodularen K-Transformationen be-
schranken, die der Gruppe der unimodularen projektiven Transformationen
des Raumes P; entspricht.

2. Orientation der K-Quadrik I". Es ist niitzlich folgende Orientation der
K-Quadrik einzufiihren. ’

Definition 2.1. Die Relation x.x =0 (— xz.x = 0) besttmmt die positiv
(negativ) orientierte K-Quadrik. Diese zweir K-Quadriken seien mat I't, bzw.
I'= bezeichnet.

Ein reeller Punkt x ¢ Py ist positiv (negativ) beziglich der K-Quadrik I'+,
wenn fir einen beliebigen zu x gehorigen arithmetischen Punkt x (mit reellen
Koordinaten) x.x2 > 0 (x.x < 0) g¢ilt.

Fiir weitere Untersuchungen sind die KEigenschaften eines polaren und
quasipolaren Sechsecks wichtig.

Lemma 2.1. Von den 6 Ecken eines polaren Sechsecks sind genaw drei positiv.
Es seien Yy und %y zwei nicht konjugierte reellen Ecken eines quastpolaren
Sechsecks. Dann und nur dann, wenn die Verbindungsgerade dieser Ecken mit
einer beliebig orientierten K-Quadrik zwei reelle Punkten besitzt, sind eben zwei

" 2) 8. [2], S. 121f. und S. 195. B
3) x, bzw. x bezeichnet einen geometrischen, bzw. arithmetischen Punkt des Raumes P;.

592



von den Ecken 3y, %y, 5y, %y positiv. Dann und nur dann, wenn die Gerade
{1y, 2y} keinen reellen Punkt mit der K-Quadrik gemeinsam hat, sind die Punkte
ly und 2%y positiv, bzw. negativ und von den Punkten 3y, %, %y, %y sind genau
drei negativ, bzw. genau dres positiv.

Beweis. Wenn 4 Ecken eines polaren Sechsecks alle z. B. positiv sind,
dann sind alle Punkte des Raumes P, der durch die 4 Punkte bestimmt ist,
positiv, und daher hat dieser Raum P, mit der K-Quadrik I'+ keinen gemein-
samen reellen Punkt; dies ist aber ein Widerspruch. Da man ein quasipolares
Sechseck durch eine passende Wahl (der zwei Ecken auf der Geraden {1y, 2y})
in ein polares Sechseck iiberfithren kann, so gilt auch die zweite Behauptung.

3. Segresche W-Kongruenzen, die keinem linearen Komplex angehoren. Nach
dem Satze von C. Segre (Abschn. 1.1) sind die Kongruenzen des vorstehenden
Types durch die Tangentenfliche einer Raumkurve C' des Raumes P; dar-
gestellt, die in keinem Unterraum des P; eingebettet ist.

Im Weiteren wollen wir voraussetzen, dass die Koordinaten der Punkte
der Kurve C stetige reelle Funktionen eines reellen Parameters sind und dass
sie alle Ableitungen der geforderten Ordnung besitzen. Alle Punkte der unter-
suchten Kurvenboégen sind regular und es existieren in jedem Punkte ein-
deutig lineare Schmiegriume P, (Tangente) P,, P,, P,; dabei beriihre der
Raum P, die Kurve gerade in 4-ter Ordnung.

Weil die Schmiegrdume eindeutig bestimmt sind, so folgt daraus, dass
jeder von diesen Riéumen P, (i = 1, 2, 3, 4) die Kurve C gerade in i-ter Ord-
nung beriihrt. Wenn in einem Punkte Z der Schmiegraum P, die Kurve in
5-ter Ordnung beriihrt, so besitzt die Kurve, welche die assoziierte W-Kon-
gruenz darstellt, in dem entsprechenden Punkte = (Pole des Schmiegraumes P,)
einen Riickkehrpunkt, da diese Singularititen einander in der Dualitit ent-
sprechen.

Setzen wir im Weiterem noch voraus, dass keiner von den untersuchten
Kurvenpunkten ein spezieller Punkt beziglich der K-Quadrik I't ist, d. i. ein
K-Punkt, oder ein Punkt, in welchem irgendeiner von den Schmiegriumen
ein Tangentialraum der K-Quadrik ist. Die geometrische Bedeutung der
speziellen Punkte ersehen wir aus den folgenden Beispielen. Wenn die Tan-
gente P, in einem Kurvenpunkte z die K-Quadrik beriihrt, so fallen die ent-
sprechenden Erzeugenden der Fokalflichen der W-Kongruenz in P, zusammen;
wenn P, die K-Quadrik nicht beriihrt, aber der Schmiegraum P, ein Tangen-
tialraum der K-Quadrik ist, so fallen die Erzeugenden der Fokalflichen nicht
zusammen, sondern die zugehorige Regelschar der assoziierten Kongruenz
zerfallt in zwei Geradenbiischel usw. )

Die Normierung des Homogenitatsfaktors und des Parameters fiur die
Koordinaten der Kurvenpunkte fithren wir folgendermassen ein.
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Satz 3.1. Ist in dem Rauwme P ein Bogen einer reellen Kurve C = {x(t)} ge-
geben, die durch den Punkt x beschrieben ist (C ist in keinem Unterraum des
Rawmes P eingebettet), so kann man einen reellen Homogenititsfaktor der Kurven-
punkte bis auf das Vorzeichen so bestimmen, dass fir die arithmetische Kurve
[2] mit Parameterdarstellung

r; =) (¢t=12,...,6) (3.1)
die Gleichung

r.x=2¢ (=1) (3.2)

qult und gleichzeitig kann man einen meuen Parameter v bis auf eine adilive
Konstante so einfithren, dass

¥.x =& (2=1) (3.3)
ist, wober x' die Ableitung von x nach t bedeutet.

Weil die Punkte des Kurvenbogens infolge unserer Annahme nicht speziell
sind, so kann man leicht der Forderung (3.2) nachkommen. Durch Differentia-
dx

tion der Formel (3.2) erhéilt man « . T 0; die Punkte x und (;_9; sind also be-

ziiglich der K-Quadrik I'+ konjugiert und der Punkt ((11—9;
neue Parameter in der Relation (3.3) wird durch die Differentialgleichung
dr dx dr\? . dx dez

FTRrT = (H?) bestimmt und es folgt noch &, = sgn (E . -(E) .

‘Wir werden im Folgenden die arithmetische Kurve (3.1), die die Relationen
© (3.2) und (3.3) erfiillt, untersuchen und voraussetzen, dass schon fiir den
Parameter ¢ die Relation (3.3) gilt. Es werde kurz gesagt, dass die arithmetische
Kurve in Normaldarstellung (Normalform) gegeben ist. Der wachsende Para-
meter ¢ bestimmt den positiven Durchlaufsinn des Kurvenbogens (3.1).

ist kein K-Punkt. Der

Satz 3.2. In jedem Punkte des Kurvenbogens, der durch die Relation (3.1) in
Normaldarstellung gegeben ist, existiert ein Schmiegsimplex mit den Hcken

N — o, N3N, N, 5N, N, (o, + 0, belieb.) (3.4)

der gleichzeitig ein polares Sechseck der K-Quadrik I't reprisentiert.?)

Man kann die arithmetischen Punkte ‘N (¢ = 1,2, ..., 6) bis auf die Vorzei-
chen m; dérselben so bestimmen, dass

iINN=¢ (£=1i=12...,06) (3.5)

4) Das bedeutet: Die geometrischen Punkte 1N, 2N, ..., ¢N, der vorstehenden Reihe
nach, bestimmen den Schmiegraum P,_; in dem betrachteten Punkte.
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ist; dann gelten die sechs folgenden Fremetschen Formeln

IN' = 2N,
AN’ = —e6,m N +em, K 3N,
3N = — 16,8570, K 2N +e,m K AN (3.6);—¢
N = —£5838,7, 3N +egm; KN
N = —ege,e5ms Ky' N +eam KN,
SN’ — — &858 KON
wober )
K;=|IN" N — K2 | (Ky,=1,j=1,2,3,4) (3.7)

18t und die Striche bedeuten die Ableitungen nach dem Parameter t. Von den Zah-
len &; sind dret positiv und drei negativ.

Den Beweis des vorstehenden Satzes kann man leicht durch direkte
Ausrechnung durchfithren. Weil die Punkte x und 2’ konjugiert sind, stellen
die arithmetischen Punkte !N = m,x und 2N = 7,'N’ die zwei ersten Ecken
des polaren Sechsecks dar. In der Schmiegebene P,= [1N, 2N, 2N’] der
untersuchten Kurve bestimmen wir den Punkt 2N, der mit den Punkten 1N
und 2N konjugiert ist (der Punkt 3N und die Gerade ['N, 2N] sind Pol und
Polare des Kegelschnittes, in welchem die Ebene P, die K-Quadrik I+ schnei-
det). Weil der Punkt N kein Speziellpunkt und daher der Punkt 3N kein
K-Punkt ist, so kann man den arithmetischen Punkt 3N so bestimmen, dass
3N .3N = g, (¢2 = 1) gilt. Im allgemeinen: Der Punkt +!N (3 <4 < 5) und
der Raum P; = [N, 2N, ..., ‘N] sind Pol und Polarraum der Schnittmannig-
faltigkeit des Schmiegraumes ['N, 2N, ..., *N, ‘N’'] mit der K-Quadrik I™.
Da die Punkte 1N, 2N, ... 6N Ecken eines Polarsechsecks sind, so sind drei
von den Zahlen ¢, positiv und drei negativ.

Satz 3.3. Keine von den Funktionen K; (j = 1, 2, 3, 4) tn dem betrachielen
Intervall des Parameters t verschwindet.

Wirklich wenn K; = 0 aber K;, K,, .... K;_; nicht verschwindet, so exis-
tiert nicht der Schmiegraum P;, der Kurve C, was gegen die Voraussetzun-
gen ist.

Bemerkung 3.1. Die Funktionen K ; haben wir positiv gewihlt. Wihlt man
einige von den Funktionen K; negativ, so geniigt nur gleichzeitig das zuge-
hérige Vorzeichen 7,4, zu verindern und wir bekommen dasselbe Ergebnis.
Die Voraussetzung K; > 0 hat also keinen Einfluss auf die Allgemeinheit.

Die unimodularen K-Transformationen dndern nicht die Wahl der Deter-
minante [N, 2N, ... . SN]. Setzen wir voraus, dass fiir zwei arithmetische
Kurven in Normalform K; > 0, 1K; > 0 gilt; mn, ... 75 = mlm, ... g ist
die notwendige Bedingung dafiir, dass die aritmetischen Sechsecken der Kur-
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ven durch unimodulare K-Transformationen ineinander transformiert werden
konnen. Fiir jede zwei Kurven C und 1C des Raumes P; werden wir K; > 0,
1K, > 0 und &, = n, voraussetzen.

Erwihnen wir noch, dass die Koeffizienten 4, der linearen homogenen
Differentialgleichung 6-ter Ordnung *N*D - 4N + ... 4+ AN = O nicht
von den Vorzeichen x; abhingen.

Da nach dem Abs. 1.2 die unimodulare K-Transformation den Wert der
Form « . y nicht dndert, so gelten folgende Sétze.

Satz 3.4. Die Funktionen K; > 0 und die Zahlen ¢; sind die unimodularen
Projektivdifferential-K -Invarianten einer orientierten Kurve des Raumes Py be-
ziiglich der Gruppe der unimodularen K-Transformationen.

Folgerung 3.1. Die vier Funktionen K;> 0 einer Verdnderlichen und
sechs Zahlen &;, von deren drei positiv und dret negativ sind, bestimmen im
Raume P eindeutig eine orientierte Kurve bis auf unimodulare K-Transfor-
mationen. Die vorstehenden Ausdriicke bilden ein vollstindiges System der uni-
modularen K-Invarianten. Der orientierten Kurve entspricht im Raume P, eine
Segresche W-Kongruenz, die als orientierte Schicht der Regelscharen bis auf
unimodulare projektive Transformationen bestimmi ist. '

Der Punkt N beschreibt im Raume P, eine Kurve o} , welche der assoziierten
W-Kongruenz entspricht.

Die K-Invarianten der assoziierten W-Kongruenz kann man in analoger
Weise wie in den vorstehenden Untersuchungen bestimmen. Der arithmetische
Punkt N (Satz 3.2) erfiilllt die Forderung der Normalisation SN.6N = &,
aber fiir den Punkt 6N’ bekommt man ®N’.SN’ = ¢;K;. Die geometrischen
. Punkte 8N, 5N, ¢N, 2N, 2N, IN in der vorstehenden Reihe bilden den polaren
Schmiegsimplex der Kurve, die der assoziierten W-Kongruenz entspricht.
Fiir diese Kurve gilt der

Satz 3.5. Die geometrischen Punkte
M =SN, :M =5N, 3M =N, ‘M=3N, 5M=:N, i =N (3.8)

bilden ein polares Sechseck der K-Quadrik I'+, das ein Schmiegsimplex der durch
den Punkt *M beschriebenen Kurve ist. Fithrt man in die arithmetische Kurve,
die der arithmetische Punkt 1M = SN beschreibt, einen neuen Parameter mattels
der Differentialgleichung

du

W - K4 (3.9)

ein, so kann man, bis auf die Vorzeichen 7;, die arithmetischen Punkte *M (i =
= 1,2, ..., 6) so bestimmen, dass ‘

MM =¢;, (2=1,71=12,..,6) (3.10)

2
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ist; es gelten Frenetsche Formeln, die man aus den Formeln (3.6)1-¢ durch Sub-
stitution

diM ~ ~

, M, &, &

[ “N' ) ‘N > T Eis I(J
( (3.11)

du
bekommi, wober

j+1 +1 ~ ~
-wmddiM/.d] M — K2, (Kp=1;]=1,2,3,4) (3.12)
ast.
Zwischen den K-Invarianten K ;, ¢; und K 5 &; gelten die Relationen
e =6y, K,=2%1 (1=1,2,...,6,j=12234). (3.13)
K,
Die Vorzeichen m; (1 = 1, 2, ..., 6) kann man beliebig wdihlen.

Den Beweis fiihrt man in analoger Weise wie den Beweis des Satzes 3.2
durch.

Fithren wir in die arithmetische Kurve, welche der assoziierten Kongruenz
entspricht, nicht den neuen Parameter u nach (3.9) ein, sondern behalten den
Parameter ¢, so bekommen wir ebenfalls Frenetsche Formeln, die wir auch
direkt aus den Frenetschen Formeln im Satz 3.5 durch Multiplizieren des ersten
Glieds mit dem Faktor % und des zweiten mit K, erhalten. Dann werden die
beiden Kurven, die den assoziierten Kongruenzen entsprechen, den selben Pa-
rameter besitzen.

In dem zweiten Teile dieser Arbeit werden wir folgende Sitze, welche man
leicht beweisen kann, beniitzen.

Satz 3.6. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafir, dass die Tan-
gente [N, 2N] der Kurve [x], bzw. die Tangente [*M, 2M] der Kurve, die der
Punt *M beschreibt, die K-Quadrik I't in reellen Punkten schneidet, ist

g = — &, bzw. & = —¢. (3.14)

Die Schnittpunkte dieser Tangenten mit der K-Quadrik I't werden durch die
Relationen
p = 20N +2N), = i(N — ),
baw. (3.15);-4
= pCM + M), % = p( M — 2
bestimmt, wober A, bzw. u beliebige, von Null verschiedene Faktoren sind.

Folgerung 3.2. Die Fokalflichen der entsprechenden Kongruenz, bzw. der
assoziterten W-Kongruenz sind dann und nur dann reell, wenn &, = — &,, bzw.
g5 = — &g 1St.
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Satz 3.7. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass die Schmzieg-
ebene P, der betrachteten Kurve [x] (und gleichzeitig auch die Schmiegebene P,
der durch den Punkt ®N beschriebenen Kurve) die K-Quadrik I't im reellen
Kegelschnitt schneidet, ist, dass die Zahlen &, &,, €5 nicht einander gleich sind.

4. Segresche W-Kongruenzen, die einem linearen nicht ausgearteten
Komplex angehdren. Nach dem Satze von C. Segre wird eine W-Kongruenz,
die einem linearen (nicht speziellen) Komplex angehort, im Raume P; durch
einen Kegel dargestellt, dessen Scheitel kein K-Punkt ist. Eine W-Kon-
gruenz, deren assoziierte W-Kongruenz in einem nicht speziellen Komplex
enthalten ist, wird im P, durch eine Tangentenfliche einer Kurve, die in
einem Raum P, (und in keinem Unterraum dieses Raumes) eingebettet ist,
dargestellt; der Einbettungsraum P, ist kein Tangentialraum der K-Quadrik.
Als Leitkurve eines solchen Kegels kann man eine beliebige Kurve des Raumes
P, wihlen. Es ist aber vorteilhaft, wie wir ferner ersehen werden, die allge-
mein ausgewihlte Leitkurve durch die Schnittkurve des gegebenen Kegels
mit dem polaren Raum des Kegelscheitels zu ersetzen.

Dieses Kapitel enthilt nur eine Ubersicht der Ergebnisse, da die Beweise
den Beweisen der Siatze des 3. Kapitel ganz analog sind.

Setzen wir voraus, dass alle Koordinaten der Punkte der Kurve C ¢ P,, die
die Leitkurve des Kegels mit dem Scheitel im Pole des Raumes P, ist (dieser
Raum ist kein Tangentialraum der K-Quadrik I™t), reelle Funktionen eines
reellen Parameters sind, und dass sie alle geforderten Ableitungen besitzen.
Alle Punkte der betrachteten Kurvenbdgen sind regular und in jedem Punkt
existieren eindeutig die linearen Schmiegriume P, (Tangente) P,, P,; dabei
beriihre der Schmiegraum P, die Kurve gerade in 3-ter Ordnung.

In den néchsten Betrachtungen schliessen wir wieder die beziiglich der
K-Quadrik I'+ speziellen Punkte der Kurve C ¢ P, aus; dieselben werden ganz
analog definiert, wie fiir die Kurven, die in dem Raum P; eingebettet sind.

Es sei zu dem festen Punkte {22} im polaren Raume P, ({'z} ist kein K-Punkt)
ein Kurvenbogen {2x(t)} gegeben, der in keinem Unterraum von P, liegt.
Betrachten wir wieder die Kurve in Normaldarstellung, d. i. die arithmetische

" Kurve [22] der Gleichung

e, = 2;(t) (t=1,2,...,6), (4.1)
die die Relation
. =¢, (2=1) (4.2)
und
% =gy (2 =1) (4.3)
erfillt.
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Unabhingig von der vorstehenden Normalisation, kann man den Homoge-
nitétsfaktor des Punktes {1z} bis auf das Vorzeichen =, so bestimmen, dass fiir
den arithmetischen Punkt 'z die Relation

ply =g (5=1) ’ (4.4)
gilt. :

In jedem Punkte des Bogens der in Normaldarstellung gegebenen Kurve
existiert ein Schmiegsimplex mit Ecken

2N) 3N’ 4N7 5N? GN’E’) (4'5)

der mit dem Punkte !N = z; i (2} = 1, belieb.) ein polares Sechseck der
K-Quadrik bildet.

Man kann bis auf Vorzeichen m; (¢ = 2, 3, ..., 6) die arithmetischen Punkte
iN so bestimmen, dass

iN N =g (2=1 i=23,..,6) (4.6)

ist; es gelten die Frenetschen Formeln

2N’ = 3N,
3N = —g,85732N +e,m, K AN |
1IN = —E584€,1, K 3N +em KN (4.7);—5
N = —&3848575 K, N +egme KON,
6N — ’ —&,8586e PN
wobei

K; = |[j*N" 7N — &, K2 || (Ky=1,j=123) (4.8)

ist und die Striche Ableitungen nach ¢ bedeuten. Fiir den Punkt !N bekommen
wir IN.1IN = ¢, (¢ = 1). Von den Zahlen ¢; (1 = 1, 2, ..., 6) sind drei posi-
tiv und drei negativ.

Die Funktionen K; (j = 1, 2, 3) sind in dem betrachteten Intervall des
Parameters ¢ positiv und bilden mit den Zahlen ¢; (1 =1, 2, ..., 6) ein voll-
stindiges System der Projektivdifferential-K-Invarianten eines Kegels des
Raumes P; beziiglich der Gruppe der unimodularen K-Transformationen.

Wenden wir uns jetzt zur Untersuchung der assoziierten W-Kongruenz.

Die Torse, welche die assoziterte W-Kongruenz darstellt, ist in dem polaren
Raume des Kegelscheitels eingebettet und ist eine Tangentenfliche der, durch
den Punkt N beschriebenen Kurve. Die Fokalflichen der assoziierten W-Kon-
gruenz gehdren einem linearen Komplex an, dessen Bild im Raume P die
Schnittmannigfaltigkeit des Raumes P, mit der K-Quadrik I'+ bildet.

5) Die Punkte 2N, 3N,...,*N bilden ein polares Finfeck der Schnittquadrik der
K-Quadrik I'* mit dem polaren Raum P, des Punktes {1x}.
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Die geometrischen Punkte M — SN, 2M = 5N, ..., M = N bilden ein
polares Sechseck der K-Quadrik I'+. Die finf ersten bilden den Schmieg-
simplex der durch den Punkt M beschriebenen Kurve; dieser Simplex ist
ein polares Fiinfeck der Schnittmannigfaltigkeit des polaren Raumes P, =
= [LM, 2M, ..., >M] des Punktes M beziiglich der K-Quadrik I'+.

Behandeln wir jetzt die durch den arithmetischen Punkt 1M = ¢M beschrie-
bene arithmetische Kurve. Wenn wir einen neuen Parameter % durch die
Differentialgleichung

du

einfithren, so kann man bis auf die Vorzeichen, die wir 7, bezeichnen, die
arithmetischen Punkte ‘M (s = 1, 2, 5) so bestimmen, dass
MM =g, (si:l,z:l,Q,..., 5) (4.10)
ist; es gelten die Frenetschen Formeln
1
= WM
2 ~
d di” L EaM R ROM
3 ~ ~
ddi” = — BB, K M + &7, KAM (4.11), 5
4 ~ ~
d dﬁf _ REE KM LR RSM
M “nnn
,ddu = — &38,8,1: KA M
wobei
+1 +1 - -
K, 41/'(1] M.d’v%—elf (Ky=1;j=1,2,3) (4.11),
ist.

Wihlt man die Normierung des Homogenititsfaktors des Punktes $M so,
dass SM .SM = &; (¢5 = 1) ist, dann gilt zwischen den K-Invarianten K, ¢;
" der urspriinglichen W-Kongruenz und den K- Invauanten K, &, der assoziier-

ten W-Kongruenz

~ K, ; . . . .
K; = 1}:, &=¢6- (1=12,31=1,2,...,6). (4.12)

Die Vorzeichen 7; (¢ = 1, 2, ..., 6) sind beliebig.

Die Fokalflichen einer W-Kongruenz, die einem allgemeinen Komplex an-
gehort, bzw. die Fokalflichen ihrer assoziierten W-Kongruenz, sind dann
und nur dann reell, wenn & = — ¢,, bzw. &5 = — ¢ ist.
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Bemerkung 4.1. Fithren wir in die Relationen (3.6),_, die Funktion K, so
ein, dass IN' = g, K 2N und 2N’ = — go&,6,7, )N + &7, ;3N ist, wobei
formal nach (3.6); K, = |/\N".IN" — ¢,K?,| (¢, = 1) und K_, = 0 ist. Dar-
aus folgt, dass K, = 0 dann und nur dann gilt, wenn 'N'.1N' = 0 ist, d. i.
entweder ist LN’ ein K-Punkt, der die Relation 1N .1N' = 0 erfiillt, sodass 1N
ein spezieller Punkt ist, oder ist 1V ein fester Punkt mit konstanten Koordinaten,
da 1N .!N = ¢, ist. Eine weitere geometrische Folgerung der Relation K, = 0
ist, dass die Verbindungsgerade der Punkte 2V und 3N die Tangente der,
durch den Punkt 2N beschriebenen Kurve ist. Fir die assoziierte W-Kon-
gruenz bekommen wir nach (3.13) die Relation K,=0. Aus den Formeln
(3.6),_, erhalten wir eben die Formeln (4.8),_¢ so, dass wir K, = 0, ¢, = 1 und
statt K, K,, K,, K, der Reihe nach K, = 1, K,, K,, K, einsetzen. In dhnlicher
Weise kann man die assoziierte W-Kongruenz untersuchen.

5. Segresche W-Kongruenzen, die einem speziellen linearen Komplex
angehoren.®) Eine beliebige Regelfliche P und eine Gerade p (die nicht auf der
Flache P liegt) des projektiven Raumes P, bestimmen eine W-Kongruenz,
die einem speziellen linearen Komplex angehort; p ist die Leitgerade des
erwihnten Komplexes. Die Gerade p und die Fliche P werden im P; als ein
fester Punkt {2xr} und eine K-Kurve ' abgebildet, welche nicht in dem Tan-
gentialraum. P, der K-Quadrik I+ im Punkte {2z} liegt. Eine W-Kongruenz
des vorstehenden Types wird durch einen Kegel mit dem Scheitel im K-Punkte
{2z} und mit der K-Leitkurve €& dargestellt.

Setzen wir im Weiterem voraus, dass alle Koordinaten der Punkte der
Kegelleitkurve C stetige Funktionen eines reellen Parameters sind und dass
sie alle Ableitungen der geforderten Ordnung besitzen. Alle Punkte der unter-
suchten K-Kurvenbogen sind regulér und in jedem Punkt derselben existieren
eindeutig die linearen Schmiegraume P,, P,, P;, P, und dabei beriihrt der
Raum P, die Kurve C gerade in 4-ter Ordnung.

Aus den Voraussetzungen folgt, dass die Regelfliche, die in P; durch die
K-Kurve dargestellt wird, keinem linearen Komplex angehért und dass sie
auch keinen linearen Hyperschmiegkomplex in dem untersuchten Intervall
des Parameters besitzt.

Setzen wir noch voraus, das keiner von den Punkten der K-Kurve ein spe-
zieller K-Punkt in bezug auf die K-Quadrik I't ist, d. i. ein K-Punkt, der im
Tangentialraum P, der K-Quadrik I'+ im Punkte {2z} liegt, oder dessen Ver-
bindungsraum eines beliebigen von seinen Schmiegrdumen und des K-Punktes
{2x} ein Tangentialraum der K-Quadrik It ist. .

Satz 5.1. Es sei im Raume P ein fester K-Punkt {*x} wnd ein Bogen einer
reellen durch den geometrischen Punkt {'x} beschriebenen K-Kurve C = {‘a(i)}

6) In der Arbeit 5] wird dieser Typ der W-Kongruenzen nicht untersucht.
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gegeben. Zw einem beliebigen arithmetischen Punkt 2z, bzw. 2x* = c?x (¢ =
= konst =+ 0) mit konstanten Koordinaten, kann man eine arithmetische durch
den arithmetischen Punkt ‘x, bzw. x* beschriebene K-Kurve mit der Gleichung

Iy, = la,(t), bew. W =f(¢) (=1,2,...,6) (5.1),.5

so bestimmen, dass

w2 =gy, bzw. ¥.%* =g, (& =1) (5.2)1 5
und
1
Iy, = P Ik . (5.2),
gilt.

Fir die arithmetische Kurve ['z], bzw. ['a*] kann man einen neuen Parameter
T, bzw. T* bis auf eine aditive Konstante so wihlen, dass

dix dlx dlx* dix*
"a’r— . ? = &3, bzw *dt* . Ti%-; == 8;“ (8§ = 8:2 == l) (5.3)1’2
und
de = || de*, & =& (5.4),4
28t.

Man fiihrt zuerst den Beweis fiir beide arithmetischen Punkte 2z und 2x*
durch. Aus dem Vergleich der Ergebnisse folgt dann (5.2) und (5.4). In der
Formel (5.2), wire es moglich e statt e, zu schreiben, wobei entweder ¢, = &,
oder &, = — ¢ ist; die Wahl &, = &F hat aber keinen Einfluss auf die All-
gemeinheit.

Wir wollen sagen, dass der Scheitel und die K-Leitkurve, deren positiven
‘Durchlaufsinn der wachsende Parameter ¢ bestimmt, in der Normaldarstellung
(Normalform) gegeben wird, wenn die Scheitelkoordinaten konstant sind und
die Punkte der K-Kurve die Relationen (5.2) und (5.3) erfiillen.

Zum Unterschied von den vorangegangenen Fillen ist die in der Normal-
darstellung gegebene K-Leitkurve nicht eindeutig bestimmt. Darum miissen
wir in den folgenden Betrachtungen die Ergebnisse verschiedener analytischer
Normaldarstellungen vergleichen.

Satz 5.2. In jedem Punkt des durch den Punkt ‘x(t) beschriebenen K-Kurven-
bogens, der in der Normaldarstellung gegeben wird, existiert ein Schmiegsimplex,
dessen Ecken die geometrischen Punkte

IN = g,}z, 3N,*N,5N,SN (o, + 0, belicb.)?) (5.5)
bilden; die letzteren bilden mit dem Punkt 2N = p,%x (0, + 0, belieb.) ein quasi-
polares Sechseck der K-Quadrik I't.

%) Bin beliebiger Schmiegraum P, = {1V, N, ..., i*2N} (3 <7 + 2 < 6) wird ein

Tangentialraum der K-Quadrik I'* und beriihrt sie in dem Punkt !N und nicht in einem
Raum von hoheren Dimension.
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Man kann bis auf die Vorzeichen m; die arithmetischen Punkte ‘N (i =
= 1,2, ..., 6) (die Koordinaten des Punktes 2N sind konstant) so bestimmen, dass
N .2N =¢, IN.:N =g
(2=1;e2 =0 fiir 1 = 1,2; & = 1, fiir s = 3, 4, 5, 6) (5-6)15
gilt, wobet &€ = m,myg, 18t; es gelten die Frenetschen Formeln
aw _
dt
d3N
dt
d*N
Tdt
asy _
ds
dsN

dt
L=

ust. Zwei von den Zahlen &, &4, €5, &4 stnd posittv und zwet negativ und die Vor-
zeichen m; (1 = 1, 2, ..., 6) sind beliebig.

3N

= — eey72N + em kAN
— 658,71k 2N + e475k,5N (5.7)

— £5848575k, N + e47ekstN

— &,85867Tks° N

wober

di 2N d7+2N .
. - 6,~+1k,.2_1‘i £0 (bp=0,j=1,2,3) (5.8)

Satz 5.2*. Fir die durch den arithmetischen Punkt 'x* = x*(t*) = ¢ x(f) be-
schriebene K-Kurve gelten analoge Relationen (wir bezeichnen sie (5.5)%—(5.8)%),
die wir aus den Relationen (5.5)—(5.8) durch Transformation

iN’ Ty 81) 83 kzy t . .
(iN* - e ) (=1,2..6]=123) (5.9)

i &
erhalten; wobes (sgn ¢ = y)
AFIN* = g, cl IN, a*2N* =gq,c2N, afa¥3N* = ynm, 3N,
namamy AN* = yramam, AN, wininind SN* = ymymgm,ms SN (5.10)
7127137147(5716 SN* = ymomgmgmsmg °N ;
e =c¢F, k;= el |
(G=1,2..6 j=0123), (5.11),-,

ist; die Vorzeichen m; sind beliebig.

kf, dt = |c|dt*, emmy, = e*nfnd

Den Beweis der beiden vorstehenden Sitze kann man durch direkte Aus-

k1
4 4 beliebige

rechnung durchfithren. Bemerken wir nur, dass die Punkte G
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natﬁrliche Zahl) mit dem Punkt 2r in bezug auf die K -Quadrik I'+ konjugiert

dF 1z
sind, da a
im Punkt 2z, der nicht mit 'z konjugiert ist, liegen. Man kann also in jedem
Punkt der Kurve ['x(f)] einen quasipolaren Schmiegsimplex konstruiren
(Abs. 1.2). Im Verlauf des Beweises haben wir N = 7'z, 2N = z,%¢ (n? =
= n = 1) gesetzt. Die Punkte 1NV und 2N sind die nicht konjugierten Ecken
des vorliegenden quasipolaren Simplexes. Vergleicht man die Formeln (5.5)
bis (5.8) mit den Formeln (5.5)*—(5.8)* so folgen daraus die Relationen (5.10).
Die Voraussetzung, dass die Koordinaten des K-Punktes 2N konstant sind,
hat keinen Einfluss auf die Allgemeinheit; da durch die Formel (5.6); der
K-Punkt 'N bis auf einen konstanten Faktor bestimmt ist, erkldren (5.10)
und (5.11) den Einfluss der Wahl eines anderen arithmetischen Punktes
IN* = ¢ N auf die Ergebnisse.

.2 = 0 ist und alle in dem Tangentialraum P, der K-Quadrik

Satz 5.3. Die Funktionen ky, k,, k, bilden ein vollstindiges System von relativen
Projektivdifferential-K-Invarianten der Kurve C in bezug auf die Gruppe der
unimodularen K-Transformationen. Die Funktionen

ky ky Ky 5 16
T e ks (5.12)
und
dk,

G kik, (¢,7,1=1,2,3, beliebige, von einander unabhingige) (5.13)

sind (absolute) Projektivdifferential-K-Invarianten in bezug auf die vorliegende
Gruppe. Zwei beliebige von den K-Invarianten (5.12) und eine beliebige von den
K-Invarianten (5.13) bilden ein wvollstindiges System von Proyektwdszeretmal—
K-Invarianten der Kurve C.

Beweis. Da

dk, Ldkfder 1o, dRE L,
d& T e A e ”

oodex
ist, so sind die Funktionen (5.13) K-Invarianten. Die iibrigen Behauptungen
sind offensichtlich.

Wenden wir uns jetzt zur Untersuchung der assoziierten W-Kongruenz.

Die mit der ausgegangenen W-Kongruenz assoziierte W-Kongruenz wird im
Raum P; durch eine Tangentenfliche der durch den geometrischen Punkt
SN = 0°N (o # 0, beliebige Funktion) beschriebenen Kurve C dargestellt.
Diese Torse ist in dem Tangentialraum P, der K-Quadrik ™ im Punkt {2z}
eingebettet.

Satz 5.4. Der durch den Punkt SN beschricbenen Kurve C entspricht eine
einzige arithmetische Kurve in Normaldarstellung, welche von dem Punkt
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IM = M (u) = 7, SN(t) = 7y SN*(t*) (73 = 72 = 1) beschrieben wird und de-
ren Parameter w die Differentialgleichung

du = k, dt = k& dt* : (5.14)

definzert.
Zunichst gilt 1M 1M = g Fithrt man den Parameter «, bzw. u* durch
die Differentialgleichung% = ky, dgt' = k¥ ein, so folgt aus diesen

Relationen nach (5.11), sofort du = du*.

Die geometrischen Punkte M! = SN, 2} == 5N, 3M = N, 4M = 3N, M =
= 2N bilden einen Schmxegs1mplex der durch den Punkt 1M beschriebenen
Kurve O, die in dem Tangentialraum P, der K-Quadrik /™ im Punkt 537 ein-
gebettet ist. Die vorstehenden Punkte und der K-Punkt ¢} = 1N bilden ein
quasipolares Sechseck der K-Quadrik I'*, dessen Eckem 5} und ¢M nicht
konjugiert sind; dabei ist der K-Punkt M (+ 5N) der Beriihrungspunkt des
zu der K-Quadrik aus dem Raum P, = {1}, 2M, 3M, *M} gefithrten Tangen-
tialraumes P,.

Satz 5.5. Zu den geometrischen Punkten M, 2M, ..., M kann man bis auf
die Vorzeichen w, die arithmetischen Punkte i M (¢ =1, 2, 3, 4) und bis auf eine
beliebige Funktion ¢ (+ 0) die arithmetischen Punkte 5M(,), *M, so bestimmen,
dass

MM =¢, (2=11=123,4) (5.15)
und
M . *My =¢ (2= 1) (5.16)
ist; es gelten die Frenetschen Formeln
M
ddu - M
d:M “n : .~z
dn = 88,70\ M + e K3 M
dsmM “nn 3 .~
T = — £,8,8,m, K 2 M + & KM (5.17); 5
d+M N L1
. = — Ex8384 T K M - ESM(Q) )
du My,
wobes
dM M ~
= V——“W\ - 8JK?—1} (Ky=1,7=1,2),
18)
d M R d M ( 1-3
=& = My = —E =@M,
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ast. Daber ist
6
%Jlii@ — 3, -:; D4 M. (5.19)
Zwet von den Zahlen &; sind positiv und zwei negativ.

Der Beweis folgt aus direckter Ausrechnung die wir auslassen wollen. Er-
wihnen wir nur: der geometrische K-Punkt 5} ist apriori gegeben, sodass,
wenn wir beliebig einen arithmetischen K-Punkt M, wihlen, wird durch
(5.17), eindeutig die Function g (s 0) bestimmt und umgekehrt wihlen wir
die Funktion g, wird eindeutig der arithmetische K-Punkt 5M(, definiert.
Der K-Punkt M, ist ein fester Punkt, so dass die Formel (5.17); gilt, wobei
%, = 0 oder », #+ 0 jenachdem die Koordinaten des arithmetischen Punktes
5M(, konstant oder nicht konstant sind.

Der K-Punkt M ist ein Berithrungspunkt (+ 5M) des aus dem Raume
P, = ['M,>M,3M, *M] zu der K-Quadrik I'+ gefithrten Tangentialraumes P,.
Der arithmetische Punkt ¢M(,) wird durch

iM.SM@py =0, Mypy.My=¢ (1=1,2,3,4,6; 2=1) (5.20)
bestimmt.

6
Den Punkt did-l‘% kann man als lineare Kombination der unabhéngigen

Punkte 1M, 2 M, 3 M, *M, 5M y, M ,, ausdriicken.

Im Folgenden wihlen wir die Funktion p so, dass die Funktion x, zu einer
K-Invariante der durch den Punkt *M beschriebenen Kurve wird.

Satz 5.6. Es seien 0, F 0, (01,0, *+ 0) beliebige Funktionen, fir welche durch
. (5.18)y bestimmte Funktionen x, und x, von Null verschieden sind. Wenn

€1 _ konst ist, so gilt

Q2
d 91) 01 -
— (22 + 2 (s, — ) = 0 2
du (92 + ezv«("ez %g,) 0 (5.21),
und wenn % = § — konst, dann ist
Q2
Ry, = Hy, - (5.21),
Setzt man in den Formeln
d5M, d5M,
——dug = %leM(Qﬂ > due ) == '{Qg M(Qa)

nach der aus (5.17), fiir p = p, und p = p, folgenden Relationen ein, so be-
kommt man nach einer einfachen Ausrechnung (5.21),, bzw. (5.21),.

Satz 5.9. Es set
1_1_ #.cK, (¢> 0, belieb., konst, 72 = 1). (5.22)
0 Qo .
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Dann bilden die Funktionen K ; =1,2), K = %,, und die Zahlen ¢; (1 =
=1, 2, 3, 4) K-Invarianten der behandelten Kurve C und es gilt

sk sk dk dk

_ X U G B A -
=gy =gy K G =g ks (523

und
gi=e, (1=123,4), (5.24)1-4

wobes ky, ko, ks und e, €, €5, €, in dem Satz 5.2 bestimmt werden.

Beweis. Durch Vergleichen der Formeln aus den Sétzen 5.5 und 5.2 be-
kommen wir die Relationen (5.23), , und (5.24),_, und weiter

7 M = SN,

7,72 M = — e,6.66n°N
y ~1~23 4 546 6 (5.25)1_4
Ty M = egmmetN
7T AM = — ee,emamsmN .
Da, die geometrischen Punlkte 5} und 2N identisch sind, gelten fiir die arithme-
tischen Punkte °M,, = M und 2N (mit konstanten Koordinaten) die For-

meln

~ 5 ~
SM — f 2N, M: Ksm, (5.26)
du
wobei
. dik -
- 2
K M 1k (5.27)

ist. Berechnen wir die Funktionen % und K. Setzt man in (5.17), nach (5,23), ,,
(5.24),_, und (5.25),_, ein und vergleicht mit (5.7),, so folgt

1 o
T TTTL370,T05C P M = €48 570570,50570 T N (5.25);
1
und also

T e~~~ 1
k = 70,70,T0,T0,T05 T TU5T6ESEs = 3

cky
eine formale Nachrechnung ergibt (5.23);. Erwihnen wir, dass die Funktion
K von der Konstant ¢ nicht abhangt.

Fiir die arithmetischen Punkte ¢, , = M und N gilt

T T0a 047470566 M = —ua7,70;7eee56:K, 1N . (5.25)¢

In Hinsicht darauf, dass die Funktionen der rechten Glieder der Relationen
(5.23);_s K-Invarianten der urspriinglichen Kongruenz sind, so sind die
Funktionen K,, K,, K K-Invarianten der assoziierten Kongruenz, da jede von
diesen Kongruenzen die andere eindeutig bestimmt.

607



Bemerkung 5.1. Setzt man formal nach den Betrachtungen im allgemeinen
Al dl
l du °~ du

Fall K, = 5412'31_ , 80 bekommt man K, = 0 und fir K, =

dsM dsM - -
== > . LA F,K2| folgt in #ahnlicher Weise K, = 0. Daraus ersehen
du du 3| g 4

wir, dass die letzte K-Invariante in anderer Weise einzufiihren ist.

Bemerkung 5.2. Durch Differentiation der Relation (5.20) bekommt man

dsM, ... [do » dK e . o d3M
’*EE) = E984Tl4 (Ku: K, + o duz) SM + 0%ye471,K, “du +

(5.28)
do. dM  _ d2eM
+ @ &3 du + Q€3 d’ll,z B

d3M d°M d24M
du ° du ’ du?
héngig sind und darum in demselben Raum P, liegen. Da aber nach (5.17),

daraus folgt, dass die Punkte 3M/, und °M, linear ab-
. d+M . N . e
die Punkte 5M,, *M und . auch linear abhéngig sind, so liegen die fiinf

d
d*My
du

vorliegenden Punkte sogar in demselben Raum P,. Der Punkt ¥ o=

— 0& (—i;;:—lzn, bei verschiedener Wahl der Funktion p, liegt im allgemeinen
(bei verdnderlichem u) auf der Verbindungsgeraden des Punktes 3}/ und eines
d3sM dM
du  du
-ist der Koeffizient bei 3M in der Relation (5.28) identisch gleich Null und der
Punkt Y,y = Y, liegt auf der Geraden y (bei verinderlichem wu) und ebenso
umgekehrt. So wird die Bedingung (5.22) geometrisch interpretiert.

gewissen Punktes der Geraden y = [ ] Wenn (5.22) gilt, dann

Satz 5.7. Die Fokalflichen der Kongruenz, die zu einer einem speziellen line-
aren Komplex angehorenden Kongruenz assozitert ist, sind dann und nur dann
reell, wenn &, = — &, ist. Die Regelscharen der beiden assoziierten Kongruenzen

des vorstehenden Types sind immer reell.

6. Segresche W-Kongruenzen, deren Fokalflichen einer linearen Kongruenz
angehoren. W-Kongruenzen des vorliegenden Types werden im Raume P;
durch eine Tangentenfliche einer Kurve C, die in einem Raum P, eingebettet
ist, dargestellt; P, ist kein Tangentialraum der K-Quadrik I™+. Die zu der
vorstehenden assoziierte Kongruenz artet in eine lineare Kongruenz aus,
deren Fokalflichen der W-Kongruenz angehoren; die Leitgeraden dieser
linearen Kongruenz bilden sich als Schnittpunkte der Geraden P, (polaren
zu dem Einbettungsraum P,) mit der K-Quadrik I'+ ab. Je zwei beliebige
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Regelflachen einer linearen Kongruenz bilden die Fokalfléichen einer bestimm-
ten Segreschen W-Kongruenz, deren assoziierte Kongruenz die lineare Kon-
gruenz ist.

Setzt man voraus, dass fiir die Kurve €' ¢ P, analoge Vereinbarungen wie
am Anfang des Absatzes 3 gelten, definieren wir zu der geometrischen Kurve
(' = {x(t)} die arithmetische Kurve [z] in Normaldarstellung fiir welche
folgender Satz gilt.

Satz 6.1. Es seien 5N und SN zwei beliebige feste Punkte des Rawmes P, deren
Verbindungsgerade keine Tangente der K-Quadrik I't ist und die Kurve C sei
im polaren Raum P, der Geraden {*N, SN} eingebettet.?)

In jedem Punkt der arithmetischen Kurve

;i =at) (=12 ... 6) (6.1)

in Normaldarstellung existiert ein Schmiegsimplex mit den Ecken N = ox, 2N,
3N, 4N, die mit den Punkten N und °N ein polares, bzw. quasipolares Sechseck
der K-Quadrik T'+ bilden, falls N und SN konjugierte oder micht konjugierte
Punkte in bezug auf die K-Quadrik sind. Man kann bis auf die Vorzeichen
7; (2 =1, 2, 3, 4) die arithmetischen Punkte ‘N so bestimmen, dass

iN.:N=¢, (&=1,1=1,2,3,4) (6.2)

ist, fiir welche die Frenetschen Formeln

IV — 72N,
N = —g185m, N +e,3 K 2N (6.3),_,
3N’ = — 8,898, K 2N +em, KAN
N’ = —&,648,77, K 3N |
gelten, wober
K; =|J"N' N — K2, (Ko=1,j=1,2) (6.4)

und N 3N = iN . 8N =0 (i = 1, 2, 3, 4) ist.

Schneidet die Verbindungsgerade {3N, N} die K-Quadrik I'+ in reellen Punkten
(nicht), dann werden zwer von den Zahlen &; positiv und zwei negativ (eine von
den Zahlen ¢; positiv, bzw. negativ und die anderen drei negativ, bzw. positiv).

Nach C. Segre kann man zu dev urspriinglichen W-Kongruenz des unter-
suchten Types noch eine assoziierte Segresche W-Kongruenz (die keine li-
neare Kongruenz ist) einfithren. Diese assoziierte Kongruenz (der zweiten
Art) wird in P, durch die Tangentenfliche der durch den Punkt N = M
beschriebenen Kurve dargestellt. Wir bekommen dann den

8) Fiir die Punkte 2 der Kurve C gilt 2 5N = a(®) 6N = 0 (k natiirliche Zahl).
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Satz 6.2. Fiir die K-Invarianten Izj unde; (j =1,2;1=1,2,3,4) der durch
den Punkt *N = M beschriebenen arithmetischen Kurve in Normaldarstellung,
deren Parameter w die Differentialgleichung

du
rT K, (6.5)
bestimmt, gilt
> Kz—-j ~ 7 ; 3 ¢
Kj:'j{‘—’ g =¢- (Ko=17=121=123,4). (6.6)
2

Die Torse der vorstehenden arithmetischen Kurve stellt in Py eine assoziierte
W-Kongruenz der 2. Art dar.

7. Dualisation der Segreschen W-Kongruenzen. Die Grundelemente des
projektiven Raumes P, in den vorangegangenen Betrachtungen waren Punkte.
Darum fassen wir die Koordinaten der K-Punkte, die in den Betrachtungen
im 2.—6. Absatz vorkommen, als Linienkoordinaten der entsprechenden
Geraden auf.

Betrachten wir jetzt den dualen Raum PJ, in welchem eine Gerade als
Schnitt zweier Ebenen dargestellt wird. Die Dualisation L* einer Segreschen
W-Kongruenz wird im Raum P} (mit der K*-Quadrik I'*+) wieder durch
eine Torse dargestellt. Fithren wir in dem dualen Fall die analogen Betrach-
tungen aus dem Absatz 1— 6 durch, bekommen wir durchaus tibereinstimmende
Ergebnisse, sodass wir die dem dualen Fall entsprechenden Relationen aus
den Relationen des Absatz 1—6 durch die Transformation

(x, P, P, K-Gebilde, ¢, K;, m;, ‘N, t, ‘M usw.\°) (1)

x*, P{, PF, K*-Gebilde, &, K}, al, IN*, ¥ iM% usw.

gewinnen.
Die Koordinaten der K*-Punkte im dreidimensionalen Raum werden ent-

weder zu Linienkoordinaten im Raum P} oder zu Achsenkoordinaten in
P,.

Satz 7.1. Die K-Invarianten einer Torse des Raumes Py, die eine Segresche
W-Kongruenz des Raumes P, darstellt und K*-Invarianten der Torse des Raumes
P¥, die die Dualisation derselben W-Kongruenz darstellt, sind einander gleich.

Folgerung 7.1. Das vollstimdige System der K-Invarianten bestimmt im fiinf-
dimensionalen projektiven Kleinschen Raum eine orientierte Torse bis auf
unimodulare K-Transformationen. Dieser Torse entspricht im dreidimensionalem
projektiven Raum eine W-Kongruenz mit geradlienigen Fokalflichen, und zwar

- 9) Die Bezeichnung der Punkte mit Sternchen im Absatz 5 hiingt nicht mit der Duali-
sation zusammen. Da wir die dualen Betrachtungen nicht explizite durchfiihrten werden,
ist auf diese Kollision der Bezeichnung keine Riicksicht zu nehmen.
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eine W-Kongruenz als orientierte Schicht von Regelscharen, die bis auf projektive
Transformationen und bis auf die Dualisation bestimmt ist.

Beweis. Die Linien- und Achsenkoordinaten p; und p} einer Geraden er-
fiillen die Relationen

Py = AP, Py = ADS, Py = Apy, Py = ApY, Ps = Aps, Ps = Apy (A *0),

welche eine gegenseitige Korrespondenz der geometrischen K-Punkte des
Raumes P; und der geometrischen K*-Punkte von P} bestimmen. Diese
Korrespondenz kann man auf alle Punkte der Riume P, und P} durch die
Gleichung

®y, = Ay, Xy = M), my = Ay, vy = Maf, vy = ¥, wg = Avy  (7.2)
erweitern.

Man sieht leicht, dass fiir die Punkte 2 einer in Normaldarstellung gegebenen
Kurve des Raumes P; und die Punkte z* einer in Normaldarstellung gegebenen
Kurve des Raumes Py die Transformation (7.2) mit || = 1 gilt. Daraus
folgt, dass die K-Invarianten und K*-Invarianten in den korrespondierenden
Punkten 2 und a* einander gleich sind. ‘

11

1. Einfiihrung.
1.1. In der Abhandlung [4] werden folgende Behauptungen bewiesen:
Das System der Differentialgleichungen

1
2 «

2 =Ry—{—(S—Q—%%/)z+ocE,

~

L (1.1),
@':—(Q'+S+§;)5+Pz+”“7/’
E’:—R]}+(Q—S_%%)E+n“z’

(wobei 72 = 1 und P, @, R, S, x + 0 Funktionen des Parameters » sind und
die Striche Ableitungen nach demselben Parameter bedeuten, der die Relation

vo¥ B G B, = (L1),
dv’ dv dv’ dv

erfiilllt) bestimmt im Raume P, bis auf unimodulare Kollineationen zwei
Paare der Leitkurven C,, C,, bzw. C;, C, zweier reellen Regelflichen, die
Fokalflichen einer W-Kongruenz sind. Dabei korrespondieren die Geraden
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der Fokalflichen, welche denselben Wert des Parameters v besitzen, in der
durch die W-Kongruenz realisierten asymptotischen Transformation mit-
einander.

Im Weiteren sind noch folgende Funktionen und Konstanten wichtig:

[P Q@ R
w,7m, @ — PR H=Q?*—-PR,x+08 K= |P QR |, (12
P" Q" R"
wobel w? =na2 =1 und H, « + 0,8, K Funktionen des Parameters v sind
und die Striche Ableitungen nach » bedeuten.

Die Relation S = 0 (K = 0) driickt aus, dass die gegebene W-Kongruenz
(die zu der gegebenen assoziierten W-Kongruenz) einem linearen Komplex
angehort. Die fleknodalen W-Kongruenzen werden durch 2 — PR = 0 ge-
kennzeichnet. W-Kongruenzen, deren assoziierte W-Kongruenzen einem
speziellen linearen Komplex angehoren, werden durch die Bedingung U =
= (Q? — PR)"? — 4(Q* — PR) H = 0, die zur Folge K = 0 hat und durch die
P, QR
P QR
U = 0 und die erwiahnte Matrix von Rang 1 ist, so artet die assoziierte W-Kon-
gruenz in eine lineare Kongruenz aus.

Ist der Parameter v ein s. g. normaler Parameter,'®) dann bilden die Aus-
driicke

Bedingung, dass die Matrix ( ) vom Rang 2 ist, bestimmt. Wenn

w,me=Q*— PR, H,x + 0,8, K (1.3)

(w?=a2=¢e=1und H * 0, «, S, K sind Funktionen des normalen Para-
meters) ein vollstandiges System von Projektivdifferentialinvarianten der
-betrachteten W-Kongruenz, als einer orientierten Schicht von Regelscharen,
wobei die assoziierte W-Kongruenz keinem speziellen linearen Komplex an-
gehort. Durch diese Invarianten wird die W-Kongruenz bis auf unimodulare
Kollineationen bestimmt.

Ist H = 0, wobei H eine Funktion des normalen Parameters ist, so gehort
die assoziierte W-Kongruenz einem speziellen linearen Komplex an; die
Relation H = 0 hat gleichzeitig K = 0 zur Folge. Die Invarianten H und K
- werden nicht unabhéngig und esist also eine neue Invariante einzufithren. Fiir
diesen Typ der W-Kongruenzen kann man in das System (1.1),

P=0, Q=—¢, R=24 (#=c¢=1) (1.4)

einfithren; die Vorzeichen und die Funktionen

R4
w,m,e=@*— PR =1, *0, S, A=% =5 1.5
Q s w5 0

(1.1), definiert wird, erfilllen die Differentialgleichung dv = |/|Q2 — PR| dv, wobei
@? — PR (# 0) Funktion von v ist. ([4], S. 16.)
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bilden dann ein vollstindiges System von unimodularen Projektivdifferen-
tialinvarianten der Kongruenz des erwiahnten Types. Aus (1.5) folgt

By = lee”d” dv 4¢, (¢, #0), (1.6)

sodass 4 die Funktion g, bis auf die Substitutionen mit konstanten Koeffi-
zienten bestimmt; verschiedener Wahl der Konstanten ¢; und ¢, entsprechen
verschiedene Leitkurven der Fokalflichen.

1.2. Damit man die weiteren Untersuchungen ohne lange Rechnung aus-
fithren kann, fithren wir in dem folgenden Lemma einige Relationen ein, die
aus den Relaticnen der Abhandlung [4] folgen.

Lemma 1.1. Es set eine W-Kongruenz durch ein System der Differential-
gleichungen (1.1), gegeben und der Parameter, der die Relation (1.1), erfullt,
set kein normaler Parameter. Dann gilt, so die Striche Ableitungen nach v be-
deuten:

(o) = (OS - f‘—‘i) () + o) — @) ,

() = — (28 + fx—) 72) + m(yz) — (@),
I = — > ) + PR — (). (L.13)
() = — = () + Ry2) — @),
(v2) = (2@ — %) (v3) — P(2) — R(yy) + anlyz) + (73)
(@) = — (2@ + %) () + P() + Ryy) — aaly) + (47)
(y’ 2, y9 —73) - % ) (1.14)
(Q* — PR) = 2QQ' — PR’ — P'R, (1.15)

2(Q* — PR) R’ — (@2 — PR)’ R = 2Q*R' — PRR’ — 2QRQ’ + R*P'(= A),
2(Q® — PR) P' — (@2 — PR)’ P = 2Q*P' — PRP’ — 2PQQ’ + P*R'(= B),
2(Q* — PR) Q" — (@* — PR) Q = — 2PRQ’ 4 RQP' + PQR'(= () 1) (1.18)
R
2Q R
2Q" R 0
P 2Q R

)
N
)

P
U= 3), — (@2 — PR)? — 4(Q* — PR)H , (1.17)
O &

) Die Ausdricke 4, B, ¢ hédngen nicht mit den Ausdriicken 4, B, C in der Abhandlung
4], S. 6, zusammen.
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U= (PR — RP'? — 4QR — RQ)(PQ' — QP'), (1.18)
(Q* — PR)U = AB — C®, (1.19)
AP - BR —20Q =0, (1.20)

[U(Q* — PR)] A — 2U(Q* — PR) A’ = 8K(Q* — PR)XQR’ — RQ') — RU?,
[U(Q* — PR)]' B — 2U(Q* — PR) B' = SK(Q* — PR} PQ’ — QP') — PU?,
[U(Q* — PR)] C — 2U(Q? — PR) ¢ = — 4K(Q* — PR)*PR' — RP') +

+ QU2 (1.21)

Beweis. Die Relationen (1.13) folgen unter Verwendung von (1.1); und durch
Differentiation. Setzt man in (1.1), nach (1.1), ein, so folgt die Relation (1.14).
Die anderen Identititen werden durch Ausschreiben der beiden Glieder
verifiziert.

Bemerkung 1.1. Die vorliegenden Relationen kann man leicht fiir einen
normalen Parameter, bzw. fiir einzelne Typen der W-Kongruenzen abéndern.

2. Segresche W-Kongruenzen, die keinem linearen Komplex angehéren. In
diesem Absatz werden W-Kongruenzen als orientierte Schichte von Regel-
scharen und ihre assoziierte Kongruenzen untersucht; dabei gehort keine
von den untersuchten W-Kongruenzen einem linearen Komplex an. In dem
betrachtetem Intervall eines beliebigen Parameters v, der (1.1), erfiillt, seien
die Funktionen S, U, K, Q2 — PR von Null verschieden.

Satz 2.1. Es sei eine W-Kongruenz durch das System der Differentialgleichun-
gen (1.1); gegeben, wobes die Striche Ableitungen nach dem Parameter v bedeuten,
der (1.1), erfallt und kein normaler Parameter ist. Diese Kongruenz wird im
Rauwme Py durch die arithmetische Kurve (in Normalform), welche der arithme-
tische Punkt

=2 0lall(y2) — 2(73)] (2.1)

(wobei v (v2 = 1) das Vorzeichen des Homogenititsfaktors ist) beschreibt, dar-
gestellt; diese arithmetische Kurve besitzt einen Parameter t, der durch die Diffe-
rentialgleichung
dv 1,
ki 2.2
a = s ) (2.2)

defintert wird.

12) Der positive Durchlaufsinn der Schicht der Regelscharen einer W-Kongruenz, bzw.
der Kurve C im P, wird durch den wachsenden Parameter v, bzw. ¢ definiert.
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Die Ecken des polaren Schmiegsechsecks, der durch den Punkt (2.1) beschriebe-
nen Kurve, bilden folgende Punkte

/2

N = 5 aplall(yz) — 2(y2)],

N — M;_ mmyv|o| sgn S[(yz) + #(¥2)],

3N — — 1/_2.5_ T TTLTCRTTOVX SN S[(!ﬁ) — (z9)],
AN = —zz n_lnzmmv (sgn )m [R(yy) + P(z2) — Q(yz) — Qzy)],
—— MZ% sy sgn [(S(Q — PR)] — [A(y) + B@) —

T VIU(Q2 PR)|
— C(y2) + @),

6N = 1/72 T TTRTC3TC4TT5T gV SN [(Q2 PR) SUK] V— [2 QR, - RQI)(yy) +

+ 2(PQ' — QP')(z2) — (PR’ — RP')(y2) — ()],

(A =an=...=ai=1, belich.). (2.3)
K-Invarianten der Kurve [x] werden durch die Formeln
| Vie* — PR N L
=gl fo= T S = — ey
|K|)1@* — PR|
K,= ST T (2.4)
und
&g = —AW, &=n0, &= —w0, & = osgn (¢>— PR), (2.5)
g5 = — wsgn [U(@? — PR)], e =wsgnU '
bestimmt.

Beweis. Es sei # = »,(y2) + v,(y2) (v,, v, Funktionen von ») ein Punkt auf
der Verbindungsgeraden der K-Punkte (y2) und (yz), die Bilder zweier einander
korrespondierenden Erzeugenden der Fokalflichen der gegebenen W-Kon-
gruenz sind.

Der Punkt z beschreibt die Riickkehrkante der Torse, die durch die Ver-
bindungsgeraden der K-Punkte (yz) und (yz) erzeugt wird, dann und nur dann,

wenn v, + @y, = 0 ist, sodass die Riickkehrkante durch den geometrischen
Punkt

z = »,[(y2) — 7(yz)]
beschrieben wird.

Fiir den arithmetischen Punkt (2.1) bekommt man z.x = — mw, also
gilt (2.5),. Statt des Parameters v fithren wir einen neuen Parameter ¢ so ein,
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de da

damit P TRP Tl ist. Da ' .2" = 4nwS? ist, so ist der neue Parameter
durch die Differentialgleichung
. d¢
dnwS? = ¢, (dv) (2.6)

bestimmt. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass der
Parameter ¢ reell ist, ist gerade (2.5),. Dass die Fokalflachen reell sind, ersieht
man aus den Relationen (2.5); und (2.5),, sodass die Bedingung & = — ¢,
erfiillt ist. Setzen wir voraus, dass der Schicht mit positivem Durchlaufsinn
die Kurve des Raumes P; entspricht, die auch positiven Durchlaufsinn besitzt;
die Differentialgleichung (2.6) wird daher so erfiillt, dass (2.2) gilt.

Beniitzt man die Frenetschen Formeln (3.6) (Abs. I.3) und die Relationen
des Lemmas 1.2 (Abs. II.1) so folgen durch direkte Nachrechnung die Rela-
tionen (2.3) und der Reihe nach noch

d:N 1/27!17'521’

- “3SMLWW4—HﬂW%+Mﬁ%—M@m

3N 2 .
(’17.17 = V; T TOY © lna(yz) + 272 — Rg) — P@z) + Q) + ()],
d«N 2 N B -
d ‘»gjﬁe”a . PR)]/|Q2 23l [A(y9) + B(zz) —

— C 4 4(@* — PR)Xy2) — O — 4(@* — PR)zy)],

sy _ |2 N o
W8 N o pRI|T PRy & PROR

— RQ') — RU*|(yy) + [8K(Q* — PR)PQ" — QP') — PU?)(22) —
— [4K(Q* — PR)*(PR’ — RP') — QU*|(yz) + (29)} ;

d2N d=N a2
el T e

%\T ; d(;fv — e,K? — wﬁ%iﬂli ,

d—;g.%v_sslfgz *w[sgn(Qz—PR)]ﬁS_z@UjﬁW’

9&? : %V oK = o sgn [U(Q: — PR KW — PR) @

Daher bekommt man sofort die Relationen (2.4) und (2.5).

In dem Satz 2.1 werden die K-Invarianten der Kurve des Raumes P, die
eine durch das System (1.1); gegebene Segresche W-Kongruenz darstellt,
unter der Voraussetzung bestimmt, dass der Parameter » kein normaler
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JiQ*— PR| Vior

. . . o
Pararieitfi:sii Die Funktionen 13, T WS — PR
| P |
!ﬂl/l%—(]lpﬁ‘— als Funktionen des Parameters ¢ bilden Projektivdifferential-

invarianten der W-Kongruenz des Raumes P,. Wenn wir statt des allgemeinen
Parameters, der nur die Relation (1.1), erfiillt, einen normalen Parameter?)
einfithren, so bekommen wir die Formulierung der K-Invarianten der Kurve
des Raumes P; mittels der Invarianten (1.3) der untersuchten W-Kongruenz.

Satz 2.2. Es sei eine W-Kongruenz durch das System der Differentialgleichun-
gen (1.1); gegeben und der Parameter v sei ein normaler Parameter. Diese Kon-
gruenz wird im Raume P, durch eine reelle arithmetische Kurve in Normal-
darstellung dargestellt, welche durch den arithmetischen Punkt

1z .
v = 5 vla|l(yz) — 2(yz)] (2.8)
(wober v (v = 1) das Vorzeichen des Homogenititsfaktors ist) beschrieben wird.
Der Parameter t dieser Kurve wird durch die Differentialgleichung

v 1
dt — 218]

besttmmt. Die Ecken 'N,2N,3N,4N,5N,SN des tm Abs. 1.3 eingefithrien
Sechsecks stnd

19) (2.9)

2 —_
W = = anlall(ye) — (@),

oy 1/23 ryyla] (sgn S)(2) - 2(GF)],

N = — Mzg myygmove (sgn S)[(yz) — (24)],

N = 5 mmmgmvx (sgn S)[R(yY) + P(22) — Qyz) — Q=y)]

S C——— i )+ P~ Q) — Q)

SN = — V‘; 71,7570, T s7Tev sgn (SHK) VW [2(QR" — RQ')(yy) +
+ 2(PQ' — QP')(z2) + (RP' — PR')(y2) + ()],
(B =at—..—a2=1, belieb.), (2.10),_,

wobes die Striche Ableitungen nach dem normalen Parameter v bedeuten.

13) Es gilt dieselbe Bemerkung wie fur die Differentialgleichung (2.2).
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Die K-Invarianten, der durch den Punkt (2.8) beschriebenen Kurve sind

o 1 VTH—I |K|
- —_— = — = — B .1].
Kl ]S ’ ](2 ]Sl > 3 QISl ) 1{4 4|SH[5 (2 )
8§ = — AW, & =0, &= —0, & =wE, &= wsgnH,
gg = — wesgn I . (2.12)

Setzt man in die Relationen des Satzes 2.1 nach (1.13) und (1.14) (Striche
bedeuten Ableitungen nach dem normalen Parameter) und nach

Q*—PR—=¢ (2=1), (Q*— PR)Y =2QQ'— PR —RP' =0,
A—2R, B=2P, C—=2€Q , U= — 4eH

ein, bekommt man die Relationen (2.8)—(2.12).

Beachten wir, dass die K-Invarianten (2.11) und (2.12) nicht von den Vor-
zeichen der Invarianten «, S, K abhingen. Die Bedeutung der Vorzeichen-
dnderung dieser Invarianten erklart der

Satz 2.3. Die Vorzeicheninderung bei einigen Invarianten o, S, K in dem
System der Invarianten (1.13) st dquivalent mit der Vorzeichendnderung einiger
arithmetischer Punkte N, 2N, ..., 8N des polaren Schmiegsechsecks der Kurve
im Raume Pg. Die W-Kongruenz als geometrisches Geradengebilde dndert sich
nicht durch diese Vorzeichendinderung.

Beweis. Die Vorzeichen der Homogenitétsfaktoren der Punkte 3N, 4N, 5N,
SN werden “der Reihe nach n,, 7,, w;, mg bezeichnet. Diese Vorzeichen sind
ganz beliebig und man kann nach den Relationen (2.11) z. B.

my =sgnoS, m =sgnS, m;=sgn SVFI:T[, mg = sgn (SHK)

setzen, wobei man das Vorzeichen der Wurzel Vﬁﬂ ‘noch beliebig withlen
kann. Aus den Relationen (2.10) folgt, dass die Vorzeicheninderungen der
Invarianten «, S, K nur die Vorzeichen der Homogenitéitsfaktoren einiger von
den arithmetischen Punkte 1N, 2N, ..., 6N beinflusst. Die Kurve und auch
ihre Tangentenfliche, die die W-Kongruenz darstellt, dndern sich nicht als
geometrisches Gebilde und darum é#&ndert sich auch die W-Kongruenz als
geometrisches Geradengebilde nicht.)

Bemerkung 21. W&hlt man die Linienkoordinaten p, (¢t =1, 2, ... 6)
der Verbindungsgeraden der Punkte y(y;, ¥, ¥s, ¥a) und 2(z;, 25, 5. 24) 80, dass
P1= (Y1Ya)s P2 = (Ye¥a)s s = (UsYa)s Pa = (¥ahs)> Ps = (Yath)s

% %
14) Aus den Gleichungen (5a) und (5b) in der Abhandlung [4] ersieht man sofort, dass
durch die Vorzeicheniénderung der Invarianten « die Fokalflichen unveriandert bleiben.

Pe = (V1Y2) ((yz-yk) =
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ist. dann nach (1.14) gilt

[02), (2), (B2), (0), @y)> (W2)] = —

a8’
sodass nach (2.10)

[N, 2N, ..., SN] = mymymewe sgn (SK)
ist.

Da die unimodularen Kollineationen die Vorzeichen o und ¢ nicht dndern
und die Vorzeichen z,7,, ..., g schon festgelegt werden, sehen wir, dass
die Kongruenzen, die durch Systeme der Differentialgleichungen (1.1), in wel-
che wir einmal S und andermal —S&§ einsetzen, bestimmt werden, nicht durch
unimodulare projektive Transpormationen aneinander iiberfithrt werden kon-
nen. Aus dem Abs. 7 ersehen wir, dass man jede von diesen Kongruenzen
fiir Dualisation der anderen halten kann. Als Geradengebilde sind aber diese
Kongruenzen identisch.

Satz 2.4. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafir, dass die zu der
gegebener. assoziterte W-Kongruenz reelle (imagindre) Fokalflichen besitzt, ist
e=1(e= —1).

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafir, dass zu dem System (1.3)
der Invarianten eine W-Kongruenz existiert, ist, dass ¢ + sgn H, oder ¢ =
=sgn H & — 1 ¢st.2%)

Die erste Behauptung folgt aus der Relation (2.12) und der Bedingung
&5 = — &g Drei von den Zahlen ¢; sind positiv und drei negativ (Abs. 1.1.2).
Da fiir die durch das System (1.1); bestimmte W-Kongruenz schon &, = — &,
gilt, werden von den tibrigen Zahlen &, ¢,, &5, &5 zwei positiv und zwei negativ.
Nur fiir ¢ = sgn H = — 1 bekommen wir aus (2.12) g; = ¢, = &; = ¢ = — ;
das ist aber ein Widerspruch.

Bemerkung 2.2. Ist der Parameter v kein normaler Parameter, gilt fir
die Vorzeichen der Grossen «, S, K der dem Satz 2.3 analoge Satz. Die Fokal-
flichen der assoziierten W-Kongruenzen sind reell (imagindr) dann und nur
dann, wenn sgn (@2 — PR)=1 (sgn (¢? — PR) = — 1). Die Kongruenz
existiert nicht, wenn sgn (@ — PR) =sgn U = — 1.

3. Segresche W-Kongruenzen, die einem nicht speziellen linearen Komplex
angehoren. In diesem Absatz werden W-Kongruenzen untersucht, welche
einem nicht speziellen linearen Komplex angehoren. Ist der Parameter v ein
allgemeiner Parameter, der die Relation (1.1), erfiillt, bzw. ein normaler
Parameter, so gilt in dem untersuchten Intervall des betreffenden Parameters

15) Vgl. das analoge Ergebnis in der Theorie der Regelflichen, [3], S. 209—210.
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@?—PR +0, S=0, « £0, U=+0, K0, bazw. ¢ = @2 — PR (2= 1)
S=0,a=+0 H=+0 K+ 0.

Es sei eine W-Kongruenz des vorstehenden Types durch das System der
Differentialgleichungen (1.1); gegeben, wobei die Striche Ableitungen nach
einem beliebigen Parameter v bedeuten, der die Relation (1.1), erfiillt und kein

normaler Parameter ist. Diese W-Kongruenz wird im Raume P; durch einen
Kegel dargestellt; der Scheitel dieses Kegels ist der Punkt (der kein K-Punkt

ist) B
1{2_2_ x| [(yz) — #(2)] (3.1)

1y —

(*r (12 = 1) ist das Vorzeichen des Homogenititsfaktors) und seine Leitkurve
bildet die durch den Punkt

2 i,
2y = M)— 2|x|[(yz) + 7(yz)] (2 =1, Dbelieb.) (3.2)
beschriebene Kurve, welche eine arithmetische Kurve in der Normaldar-
stellung ist und deren Parameter ¢ die Differentialgleichung

dv 1
definiert.
Die Ecken N, 32N, ...,SN des polaren Schmiegsechsecks (Abs. 1.4) der

Kurve (3.2) werden durch die Formeln 6)

5 mall(yz) — a(y2)],

2N == x| [(y2) + 2(@2)]
SN V§ 2 Z Yy
N = —é_”zns“w‘[(yz) — (9],
Y . [Q(yz) + () — P(z2) — R(yy)]
2 Jigr — PR ’
sy :l/;ningmﬂ . VT?%——)}) [4(7) + B&) — O) T @),
N — — 122_ o 2 sgn (@2 — PR)KU] VT%T [2(QR — RQ')(yy) +
+ 2PQ" — QP')(22) — (PR' — RP')(y?) + (29)]
(@3 =nat=..=a2=1, belieb.) (3.4)1-

16) Die Punkte 2N, 3N, ..., SN bilden das Schmiegfiinfeck der Kurve (3.2).
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bestimmt und die betreffenden K-Invarianten sind

_ Vie*—PR]| _Jiwl _ K|)jQ* — PR|
o KT e BT om0 O

= — AW, &H=a0, &= —0, & = 0sgn(@*— PR),
&= — wsgn [U(Q2 — PR)], e =wsgnU. (3.6)

Ist der Parameter v ein normaler Parameter, so gelten die Relationen (3.1)
bis (3.4),_, unabgeéndert, aber die Relationen (3.4),_, ersetzen wir durch.

1IN — V§

5w 2 [Qy2) + (29) — P(22) — Ryl

sAT 2
SN = — mymgm s 2y

2

V§

6N = L= mmammgmgno 2v sgn (KH) ——

[R'(yy) + P'(2) — Q' (y2) + (z9)], (3.7)1-a

]/H

VIHi

: [2(QR' — RQ)y) + 2APQ" — QP')(z2) — (PR" — RP')(yz) + ()] -

Die K-Invarianten werden dann durch folgende Formeln bestimmt:

.1 i) K|
=y =y ST gamp &%)
&= — MW, & =700, &= — 0, & =we, & =wsgnH,
gg= —wesgn H. (3.9)

Bei dem Beweise beniitzen wir wieder die Relationen (1.13)—(1.21), wobei
wir in (1.13),, S = 0 eingelegt haben.

Bemerken wir noch, dass der Satz 2.3 fiir diesen Typ der Kongruenzen nur
mit kleiner Abdnderung gilt (da S = 0); der Satz 2.4 gilt unabgedndert. Die

N
Koordinaten des Punktes 1N sind konstant, da dl(v = 0 ist.

4. Segresche W-Kongruenzen, deren assoziierte Kongruenzen einem spezi-
elien linearen Komplex angehoren. Setzen wir in diesem Absatz voraus, dass
fir das System der Differentialgleichungen (1.1),, wobei die Striche Ableitun-
gen nach dem normalen Parameter bedeuten, die Relation (1.4) gilt; die
Funktion $, in (1.4) und ihre Ableitung werden durch die Relation (1.6) be-
stimmt, wobei ¢; und ¢, beliebige Konstanten und 1 eine gegebene Funktion
sind. Dieses System bestimmt eine Segresche W-Kongruenz, deren assoziierte
W-Kongruenz einem speziellen linearen Komplex angehort.

Satz 4.1. Die W-Kongruenzen des untersuchten Types wird im Rawme P,
durch die Torse mit einer Rickkehrkante, die eine durch den Punkt

V_

Y2 nl[(y2) — a(@)]  (v* = 1, belieb.) (4.1)
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beschriebene arithmetische Kurve in Normaldarstellung ist, dargestellt und deren
Parameter w durch die Differentialgleichung

dv 1 i
= I8 (4.2)
bestimmit wird.
Die Ecken
2 . .
M= VZ lx|[(y2) — =(y2)],
/-J ~ o~ —
= l‘__ 7,7y (sgn S) |ol[(yz) + #(y2)],
SM = — V_:_Z T (sgn S) «[(yz) — (24)]
5 7T 5g Y 2Y)1 (4.3)1_s

¢

z ~o~ foud ~ — R ——
M= VT Foyddui (sgn 8) o[28,59) + ¢(y7) + @)1 ,
2 51

SM = — —22— To,70,50570, 7000 (sgn S) —== (¥¥) ,

@=m=..=nt=1, belieb., belieb. Konstante)
des Schmiegfinfecks bilden mit dem K-Punkte

SM = |25, 7,757,758y (sgn S) [f‘ [B1(yy) + 5 L) 1 o) T+ )] (43)6

ein quasipolares Sechseck der K-Quadrik I't. Die vorliegende Torse wird in
dem Tangentiolraum P, der K-Quadrik I'+ im K-Punkte 5M eingebettet.

- Zwischen den K-Invarianten und den Projektivdifferenzialinvarianten der
vorliegenden Kongruenz gelten folgende Relationen:

= o 1 = 7
g = — W, E=n0, &= —w0, 54——w. (4.5)

Den Beweis fithrt man ganz analog wie bei dem Satz 2.1 unter Verwendung
der Ergebnisse des Abs. 1.5, wo M, = M und ®M,, = °M ist, durch.
Die Relation (4.5), bekommen wir in der Form ¢, = wp? = we = o, sodass
das Vorzeichen ¢ (¢* = ¢ = 1) die K-Invarianten nicht beeinflusst.

Bemerkung 4.1. Da die K-Punkte (yy), (22), (y2), (¥2), (y2), (2¥),
linear unabhingig sind und durch die gegebene Kongruenz apriori bestimmt
werden, so kann man den K-Punkt ¢} explizite als lineare Kombination der
erwihnten K-Punkte ausdriicken; alle vorliegenden K-Punkte, mit Ausnahme
des K-Punktes (zz2), liegen in dem Tangentialraum P, der K-Quadrik '+ im
K-Punkte M = p(yy) (¢ + 0). Auf Grund dieser Erwihnuhg haben wir die
Relation (4.3)s ohne Beniitzung der Eigenschaft der assoziierten W-Kongruenz
erhalten.
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5. Segresche IW-Kongruenzen, deren assoziierte Kongruenzen in eine lineare
Kongruenz ausarten. In diesem Absatz setzen wir voraus, dass in dem System
der Differentialgleichungen (1.1); die Relationen P =1p, @ =¢q, R=r,
@2 — PR = ¢ (&2 = 1, p, ¢, r = Konst) gelten; so bestimmt dieses System die
Fokalflichen der Segreschen W-Kongruenzen, deren assoziierte Kongruenzen
in eine lineare Kongruenz ausarten.

Satz 5.1. Die Kongruenz des vorliegenden Types wird 9m Raume Py durch eine
Torse des Rawmes Py (c Pjy) dargestellt; ihre Riickkehrkante, welche durch den
Punkt

o= V2 saltgs) — =t (5.1)

beschrieben wird, ist eine arithmetische Kurve tn Normaldarstellung und thr
Parameter t wird durch die Differentialgleichung

dv 1
bestimmt.
Die Ecken
w12 .
N = = apla|[(yz) — =(y2)],
= ’V— ”1”27’!“| (sgn S)[(yz) -+ n(yz)],
N = — L2 i mons sgn 969 — (), (53
‘N = — ](,—2 myamsmave sgn (SQ)[Q(yz) + (2y) — Rlyy) — P(zz)],

(@=at=af=nj=1, »2=1, belied.)
des Schmiegvierecks der Kurve (5.1) bilden mit den Punkten
SN = 05(yy) , °N = g4(22) (5.3)5,6

(05, 06 *+ 0 sind Homogenititsfaktoren) ein quasipolares Sechseck der K-Quadrik
I't. Zwischen den K-Invarianten und den Projektivdifferentialinvarianten gelten
die Beziehungen

.
S|

K= |5, K=

&= —&=—0, &= —0, & =ws. (b.4)

Den Beweis kann man miihelos wie in den vorangehenden Fillen durch-
fithren. Die Leitgeraden der linearen Kongruenz sind reell (imaginiir) dann
und nur dann, wenn ¢ = 1 (¢ = — 1) ist.
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6. Dualisation der Segreschen W-Kongruenzen. Fiihren wir folgende Orien-
tation der untersuchten W-Kongruenzen ein.

Fir die W-Kongruenz, die durch das System (1.1); in der eingefiithrten
Reihenfolge bestimmt wird, sei die durch die Leitkurven C,, C, bzw. 5, O be-
stimmte Fokalfliche die erste, bzw. zweite Fokalfliche. Der Berithrungspunkt
eines beliebigen Kongruenzstrahles mit der ersten, bzw. zweiten Fokalfldche
sei der erste, bzw. zweite Brennpunkt; die Tangentialebenen in den Punkten
der ersten, bzw. zweiten Fokalfliche seien zweite, bzw. erste Fokalebene.

Auf Grund der vorliegenden Orientation wird die Dualisation der Segreschen
W-Kongruenzen (eines beliebigen Types), welche durch das System der
Differentialgleichungen (1.1); bestimmt wird, durch das System der Diffe-
rentialgleichungen?®)

_ 1a'\_ = = _ 1o\ 2
77':(62~Sﬁ§%—)anC~an, C':Rn*(Q+S+—2—%‘)CMac,

’

1’

1 o ! Y
7;':—(Q~S+§%)W+PC—M7}, ¢ =—Rn+(Q+b—§;)C—MC,

(6.1),
dargestellt, wobei die Striche Ableitungen nach dem Parameter, der die Re-
lation

G ) =m0, ) =0 (=1 (6.1),
erfiillt, bedeuten;
5 = (E’;, 5; y’) = mx@, Es z) s LJ = (Z_/: E: EI) = 7'[0((?7, 57 z) > (6 2)
bzw =y, 2y) =y, 2Y), {=(27) =y, z22) ’

- sind Ebenenkoordinaten der ersten, bzw. zweiten Fokalebene, welche die
Fokalflichen in den Punkten y und %, bzw. y und z beriihrt.
Vergleicht man die Systeme (1.1); und (6.1),, so folgt, dass sie durch die
Transformation
(y,z,g—/,E,P,Q, R, S, « n,w)
&6 P,Q, R, —8, —x, 7, © (6:3),

ineinander iiberfithrt werden konnen.

Satz 6.1. Fiir die Dualisation aller von den vorliegenden Typen der Segreschen
W-Kongruenzen gelten die aus Abs. 2.—5. analoge Behauptungen; aus den
Relationen, die in diesen Absdtzen eingefithrt sind, bekommen wir die betreffenden
Relationen fir die Dualisation derselben W-Kongruenzen durch die Transfor-
mation (6.3), und die Transformation

w, v, ‘N, ‘M, K, ¢, usw.
v¥, IN* IME KF, eF, usw.

7

(6.3)

7y, 2
8) In der Abhandlung [5] liegt eine andere Reihenfolge der Gleichungen vor als in
unserem System (6.1);; die untersuchten Gebilde werden aber nicht in unserem Sinne

orientiert.
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Die Behauptung folgt unmittelbar aus den Ergebnissen des Abs. 1.7, da
die K-Invarianten einer Segreschen W-Kongruenz und die K*-Invarianten
ihrer Dualisation einander gleich sind.
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Peswowme

TEOPU PA3BEPTBIBAIOIUXCS MMOBEPXTIOCTEN
B ITATUMEPHOM ITPOCTPAHCTBE KJIEIHA U EE NPUMEHEHUA
K HOHTPYOHIUAM CEIPE W B TPEXMEPHOM ITPOERTUBHOM
ITPOCTPAHCTBE

BJIAIUMHMP I'OPAR (Vladimir Hordk), Bpxo

(ITocrymmito B pepakmuio 9/1 1959 r.)

HKasxnas xourpysuiusa Cerpe W, 1. e. xourpysumus W ¢ nureiivaTeiMu ¢o-
KaJbHBIME HOBEPXHOCTSIMI, MOKeT OBITh HpPEeCTaBIeHA B ISTHMEPHOM LIPO-
crpanctse Hieiina Py nexoropoit passeprhiBaomeiica nosepxuocteio. C Kask-
noit xourpysunuei Cerpe W cBsg3aHa 0JHOBPEMEHHO T. HA3. aCCOIMMPOBAHHAS
wourpysnnusa Cerpe, npejicTaBliennas B npoctpancTse Py passeproiBaomeiics
NMOBEePXHOCTHIO, KOTOPas IIOJydaercsl W3 MCXOMHOHW pasBepTHIBalOINeHcA IO-
BEePXHOCTH HA OCHOBAHWM HOJISIPHOCTU OTHOCHTENBHO runeprBagpuxu Hieitna
(K-rBagpurn I).

ABrop paccMmarpuBaer pasiudHble Tl Kourpysuuuit Cerpe W mpoexrus-
HOTO IpocTpaHcTBA Pj, KaK OPHEHTHPOBAHHBIE CJIOW PEryJioB, ONpeelcHHEIe
BIIOTH JI0 NPeo6pasoBaHUME TPYNIBl YHAMOAYJAPHLIX NPOCKTHBHEIX Ipe-
oOpasoBaumii npocTpaHcTBa Pg; 9TH KOHIPYSHIUE LpPEICTaBICHE B IPOCTPAH-
¢tBe P5 OpHeHTHDOBAHHBIME Pa3BepPTHBAIONINMACH TOBEPXHOCTAMM, OTpeJe-
JICHHBIMH BIJIOTH 10 YHUMOAYIApHEIX K-npeoGpasoBanuii, 1. e. 10 npeobpaszo-
BaHUI TPYNIB, COXPaHAIOIEH MOI0RATEILHO OPHEHTHPOBaLHYI0 K-KBafpuRy
I't (x. = 2(x,%y + 2,5 4 X37%) = 0) m m3oMOPPHOI yKABaHHOW TpyNIe
NPOeKTUBHBIX mpeobpasoBanmii mpocrpaHcTsa. Py



Rourpysunusi Cerpe W, Koropas He NpMHAIEIKUT JIMHEITHOMY KOMILIEKCY
U acCOMUMpPOBAHHAA KOHTPYOSHIMA KOTOPAS TaKiKe He HPWHAJJICKUT JIHHeii-
HOMY KOMIJICKCY, TIpeJicTaBieHa B npocrpancrse Pg passepreisaromeiicst 110-
BEPXHOCTHIO KACATEIBHBIX K apM(YMETHUeCKOH KPUBOI (IOJI0KMTENBHO OPHEH-
THPOBAHHON ¢ BO3PACTAIIINM HAapPaMeTPOM)

v, =uzt) =12 ..., 6), (1)

npuyYeM 5Ta KPUBAS HE JIQKUT B IHOINPOCTPaHCTBE IpocTpancTBa Py, m xoopun-
dx dzx

HATEL €C TOUeK I TMAPAMOTP OUPCACNEHBL TaK, UT0 &'.& = &, g . r = &

(2 = ek =1).

Hast yrasannoii kpusoii cupasegiusl popmyast Opene I (3.6),*) rie Borpa-
skenusa K; (5 = 1, 2, 3, 4) onpenesstioress coornomenusimu I (3.7). Apudmern-
yeckue 109kU ‘N (AN = myz, N N = ¢, sf. =1,9=1,2,...,6), oupeneseHusic
BINIOTL JI0 3HAKOB 77;, 00pa3yloT colipuracalomuiics cuMmuiaexc xpusoit (1),
SIBIAIOIHUMACSA OJ{HOBPEMEHHO IOJIAPHbIM cummiekcoM K-wBappuxu I+ OyHk-
mwin K; (>0;7=1,2,3,4)usnaku ¢, (2 =1,7=1,2,..., 6), oTHOCATEIBHO
KOTOPHIX JOKA3aHO, UTO TOUHO TPU U3 HUX IOJIOKUTEIBHBI U TPH — OTpPUILa-
TeJIbHbI, 00pasyioT LOJHYI0 CHCTeMY YHHMOAYJIAPHBIX Hud@epeHnuaaIbHLIX
K-wHBapmaHTOB OpHeHTHPOBAaHHON apudmermueckoil xkpumoit (1), kKoropas
B TPOCKTHBHOM npoctpanctse Py ompepenser xomrpysmmmio Cerpe W, wak
OPMEHTHPOBAHHBIA CJIO PEryJIoB ¢ TOYHOCTHIO JI0 YHUMOJYJISIPHOTO HPOEKTUB-
HOTO Npeofpa3oBaHus.

AconnuposanHasg KOHrpysHHus W mpejcraBieHa passeprbiBalonieiicss Ho-
BEPXHOCTBIO, PeOPOM BO3BpaTa KOTOPOH ABIACTCA apuMeTmdecKasi Kpusast,
omuckiBaeMas ToUKoil N, mapaMeTp KOTOpOii % yIOBIIETBOPsSIET BMecTe ¢ mapa-

du

— = K,. K-nnna-
d¢ 4

PWAHTH HTOH KPUBOM BhIpaKaloTcs yepes K-musapmautsl Kpwsoil (1); mHaxo-

JATCS HGO6XOJII/IMLIG 1 JOCTaTOYHBIE yCJIOBUA [JISI TOTO, YTO0BI paccMaTpuBeambic

MerpoMm ¢ xpuBoit (1) muddepeHnuaIbHOMY ypaBHEHHUIO

KOHTPYOHIUN WV X (I)OKEIJII)HHG IIOBEePXHOCTHI OBLTHI JeHCTBUTEITbHBIMHA.

Cormacro 1. Kmanke cucrema jimHeitnbiX guddepennuanbupX ypaBHeHuit
II (L1), tne a2 =1, P,Q, R, S, « + 0 — QyHKIUM HEKOTOPOTO, T. Ha3. HOP-
MaJIBHOTO TapaMerpa ¥ Kje mTpuXaMu 0003HAYEeHBI IIPOM3BOIHEIE II0 HTOMY
napamerpy, ompefiessier iBe Iaphl HANPABIAIOMEX KPHUBHIX KOCHIX JIMHEHYa-
THIX TIOBEPXHOCTell, OMMCAHHBIX IPAMBIME (¥2) ¥ (Y2) 1 ABIAIOMHIXCA HOKATIL-
HBIMU noBepXHOCcTAME KOHrpysHumu Cerpe W. Ecin

P QR
Q2_PR=4:O; S#O, K: P,Q/-R, :*:01
1P”Q”R”

*) I, coors. II o3navaior nepByio, COOTB. BTOPYIO YacTh PabOTHL.
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TO paccMaTpuBaeMasl KOHIPDYIHIUA He ABJIACTCHA (bJIGI{HOl[aJILHOI.’)I 1 HEe IpUuHaI-
JIJRUT HU caMa, HU aCCOIMUPOBAHHASI KOHTPYOHINHA, J[I/II-IBI"'IIIOMy KOMILJICKCY.

Aprop moxassiBaeT, 9ro PeOpo BO3BpATA COOTBETCTBYIOMICH pas3BepTHIBAIO-
12
2
. ((yz) — #(yZ)) (»* = 1), M cOOTBETCTBEHHHII TapameTp ¢ onpejesseTcs aud-

meiicss IOBEPXHOCTH B IIPOCTpaHcTBe P, ONMCLIBACTCSH TOYKOU & = || .

dv
(PepeHIIAILHEIM YPABHCHIEM a

1
= — HODMAJBHBI T eTp.
; 53] rie v )PMAIBHBLT LapaMerp

K-nuBapwauTsl 9T0i KPUBOIl WMCIOT BHJ
o ! VH] LY
K, =|= K,=-——, K,=14 K, = +——
1 S ’ 2 | lv 3 ZISI’ 4 4|SH|’
& = — W, & =AW, &= —0, & = W&, & = ©sgnlH,
gg = — wesgn I,

me #, o (=1, o= (y,2,¥,2); o*=1), « + 0, e = Q> — PR (&= 1),
H=@Q*— PR (+0),8 +0, K & 0 o6pasyior, Kak yHRIUE HOPMAILHOTO
IapaMeTpa, IOJHYIO CHCTeMY UPOCKTHBHBIX YHUMOJYJSIPHBIX WHBAPHAHTOR
paccmarpuBaeMoil Kourpysnmun Cerpe W. Boiscusiercs, 94ro KOHIPydHIUS He
cymecTByer, ecin & = sgn H = — 1. ABrop mcciefyer yKasaHHBIC KOHIPYBH-
Ui ¥ TPHU YCIOBHUH, YTO IIAPaMeTp ¥ He sIBIseTcss HOPMAJIbHBIM I1aPaMeTPOM.

AHaJIOTHYHBIM ¢ITOCOOOM aBTOP MCCIIEyeT Haphl aCCOMUTMPOBAHHBIX KOHIPY-
sunuit Cerpe W, omna M3 KOTOPHIX IPHHAJUIC/KUT HECHEIUATILHOMY JIMHEHHO-
MY KOMIJIEKCY, HJIM COOTBETCTBEHHO BBIPOsKIAETCSI B IMHEHHYI0 KOHIDYIHIMIO;
5TH Haphl KONTPYDHIIMIT TpeicTaBIeHsl B IpocTpancTse Py passepTrBalomeiics
TOBEPXHOCTHIO KACATEIBHBIX K KPUBOIL, BIOsKeHHOH B mpocTpancTBo Py ¢ P;),
KOTOpOEe He sBIIAeTcs KacarenbubiM K K-wBagpuke I'™, M KOHUYECKOH IOBEpX-
HOCTBLIO IPOCTPAHCETBA 5, BePIIUHA KOTOPOIT SIBISETCs MOMA0COM TIPOCTPAHCTBA
P,, Wam, COOTBETCTBEHHO, Pa3BepPTHIBAIONIEHCS TOBEPXHOCTHIO KACATEIHHBIX
K KPUBOH, BIIOKEHHOI B TpocTpancTBo Py (C Py), M KOHmYecKOIT 110BEPXHOCTHO
¢ BepMUHHOM npamoii P, — nomapoii mpocrpancrsa P, (P, He apisercs Kaca-
rexpHON K K-kBampuxe I').

Wsyuenme mapsl accOMUMPOBAaHHBIX KOHIPYaHIuE W, ogHa M3 KOTOPHIX Ipu-
HAJUIeKNT CIEeNUAIBHOMY JIWHEHHOMY KOMILIEKCY, PaBHOCHIBHO W3YIEHUIO
KOHMYECKOH IOBEPXHOCTH ¢ BepmuHOi « na K-wsagpuxe It (KoHHmYecKas
II0BEPXHOCTH He JICKAT B IOAUPOCTPAHCTBE IPOCTPAHCTBA P,) n passeprHiBaio-
meiics TOBEPXHOCTH KACATETBHBIX K KpuBoil C, BIIOKeHHOIL B KacaTebHOe

npocrpasctso P, K-gBagpuxu I't B Touxe «, T. . K KpuBoit C mpocrpaHcTBa
P, ¢ kBaipaTHIHEIM MHOT'000pa3ueM ¢ 0c060i TOUKOH. ABTOD BHIBOIUT (OPMYIIE
@pene I (5.17) pma ompenenenHO# apmfMeTHIeCKOR KpPUBOIL, OTBevaromei

reoMerpuyeckoil Kpusoil C; mpu coOIIOJEHNE HEKOTOPOTO TeOMEeTPHYeCcKOTro
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yeIoBms, olpejessonero pebop @ yrrmun o B I1(5.17), QyErmun f(l, I{'z,
K = x,, n 3maKy %,, &,, &, &, U3 KOTOPHIX (Ba M TOJBKO JBA IIOJIOFRUTCIBHEI,
obpasyor moxnyio cueremy auddepennmansusx K-MHBADHAHTOB HM3ydYaeMmoil
kpuBoil. I K-mHBapuaHTHL BEIPAKAIOTCS Yepes IPoeKTNBHEEe Juddepernuans-
Hple MHBApUAHTH 7w, w (B2 =ow?=1), e =Q* — PR=1,a +0, 8 0, 1 =

= "1 coorBercrBymomeil wourpysEIEn W, onpepessemoit cmeremoir (1.1),

i

re P=0,Q = — ¢, BR=2f, (¢ = ¢ = 1), upu 110MOUM COOTHOMICHHH
~ « ¥ 1 ~ i - -
K, = 5 K, = Bl K —2|S}’ & = — aw, & =aw,
G=—w, L=o.

Hamee asrop ucciefgyer NyalusalUy BceX pPacCMAaTPHBAEMBIX THIIOB KOH-
rpysunuit W u noxaseiBaer, yro guddepenuuanbusle K-mHBapHAHTH KOHIPY-
sunum Cerpe W u ee fyanmsanuy cOOTBETCTBEHHO PaBHBI MeKLY cOOOH, TAK YTO
nojsinaa cumerema dtux K-muBapumaHTOB onpepessier xkourpyerimmio Cerpe W
¢ TOYHOCTBIO 0 YHEMONYJSPHOTO IHPOEKTUBHOTO IIpeo0pasoBaHuMsA M BIJIOTH
o myaju3anun.
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