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YEXOCHOBAIKUN MATEMATUYECKUN KYPHAJ

Mamemamuueckult uncmumym Yexocaogayrott Axademuu HAYK
T. 10 (85) IIPAT'A 20. XI. 1960 r., No 4

3AMETKA O PACHIEIIJIAEMOCTI CMEIIAHHBIX ABEJEBBIX
I'PYIIIL

JIAVICJIAB TIPOXA3KA (Ladislav Prochédzka), IIpara
(Hocrynmito B pejaxnuio 22/VI 1959 r.)

B aroit crarbe paccMaTpuBaeTCsS BO3MOMKHOCTH IHEPEHECTH pac-
HIEIUIAeMOCTh M3 JIaHHON abes1eBOM IpyHIBI Ha €6 MOArPYINY I Ha-
oGopor — n3 moArpynmsr Ha 6¢io rpymiry. B aroM Hanpas/ieHnn 31ech 0-
KasaHa CJIefylomas Teopema:

Ilyers G — mnpousBoipHas cMemiamHasg aeneBa rpyumna 1 nycrb
H — raxkas ¢é noarpymnmna, 9ro Gaxrop-rpyuna G/H sipisierest KOHe4nou.
B srom cirydae rpynna G pacimienvisieMa TOTJIa M TOJILKO TOTJ{A, KOIMA
pacmieniieMa eé mojrpynma H.

CiopoM rpynma Msl OyzieM BCIOLY B 3TOH ¢TaThe HOHMMATH QITUTUBHO 3a-
uncannyio abeleBy TIpyNIy; HYJIEBOIl BJIEMEHT TIPYIIBI MBI Oy/leM 3aMACH-
BaTh cuMBoaoM 0. Eciiu P — npousBosibHas nepuofmdecKas rpylia, To 3Ha-
koM P(?) Gynem o6o3HavaTh p-IpuMapHoe cjiaraemoe rpynnsl P u sHakom Pg” —
HpsAMyI0 cymmy 0ceX OCTQJIPHBIX IPHMApHBIX cjaraembix rpynnst P. Wrak,
B uacrnoctn Gymer P = P® 1 P Cumponamu C(p*), C(c0) u C(p™) mui
OyJieM 110JIb30BATHCA JUISL TOTO, YTOOBI 00G03HAUUTH COOTBETCTBEHHO KOHEYHYIO
OUKINYeCKYI0 TPYyINy IOpsAKa p*, OGecKOHeUHYI0 IUKIMYeCKY0 TPYIIY
n nomHyio p-npumapHyio rpynny IIpiogepa. B saxmouenme ormerum, dUro
cuMBOJIOM 4, Gynem oGo3mauarh mpsamyio cymmy rpynu G, (ce I).

el

Jlemma 1. ITyemv G — cmewannas epynna u nycmov H — makas nodzpynna
epynnvt G, wmo ¢akmop-epynna G[H ssasemca nepuoduueckoii p-npumaproi
epynnoii. Ecau P (cooms. @) — nepuoduueckasn wacmv 2pynnu G: (cooms. nodepy-
nnot H), mo umeem mecmo pasencmso PP = Q.

Mokasarenscrso. Oueuuno, mmeer mecto coornomenue QF C PY), rax
Kark @ € P. Wrar, mpennosomum, 9ro Q‘:) ¢ P;f’). Torpma cymecrsyer mpocroe
ancso ¢, ¢ # P, u raxoit suement b* e PY), uro b* non e QW) no yme gb* € Q.
W3 npennonoskennst o gaxrop-rpynne G/H cueayer, uto juisi yioGHOTO HATY-
pasbnoro umcna k 6ymer p*b* € H, u tak xax b* e P(:), 10 p*b* € Q). TpocTsie
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yucsia P, ¢ PA3IMUHBL, CJICMOBATEABHO CYIIECTBYIOT TAKHE Iejble umesa by, A,,
uro hyp* 4 hyg = 1, nim

b* = hy(p*0*) + hy(qb*) € T,

4YTO NPOTHBOpeunT BHIOOPY asementa b*. Tem cambiM MBI yiKe JOKa3ajm cupa-
BejumBOCTh pasencrsa P§) = @F).

]

Jdemma 2. Ilycmv G — cmewannas epynna u nyemv H — makas nodepynna
epynnvt G, wmo garmop-epynna G|H sseasemcs nepuoduueckoi. p-npumapHoii
epynnoli. Ecau P (cooms. ) — nepuoduueckas wacmv epynnut G (cooms. no-
depynnvr H), mo nodepynna P‘f) CAYHCUM NPAMBIM cAazaemblm Oas epynnvt G
mozda w Moavko moz20a, k020a OHA CAYHCUM RPAMBLM CAARAEMBIM 041 Nod2-
pynnu H.

Hoxasareascrso. llpexae Bcero ormMermm, 9r0 OpH YCIOBUAX HaIlei
semmbi nojrpynna P spnserea peiicrsutensno moprpynuoi rpymmst H, kax
9TO BBITEKAeT W3 JIeMMHl 1.

[ycrs, Bo-nepssix, rpynna PY) cayskur pus rpynnsl G npaMBIM cilaraeMbIM
M TyeTh HMeeT MecTo mnpsmoe pasuomenme Buma G = G, + PY. Tak kax
PQC H, 1o B rarom ciryuae Gyfer Tamske '

H = (G,n H) + PQ.

ITycrs Tenmeps HaoGopor
N D
(1) H=H, + P .
CumBosiom (; 0603HaYMM MHOKECTBO BCEX 3JIEMEHTOB ¢ € (, yIOBIETBOPAIOMUX
HEKOTOPOMY CcoOoTHOmeHWI0 Tuna ptge H,. Hax merxo Bupmerb, MHOKECTBO
G, sBasierca moArpynmoin rpymnsl (, oGnamamonieii TeM CBOWCTBOM, dTO
G, n P = (0), i
P H D

(2) {GhP(*)}:GI +PE,<)-

ITycts g — mnpoussoasnsli snement rpymnsl (. Tak xak Qoxrop-rpymma
G'/H 1o npeprooKeHnio NepUoJYHa U p-ipuMapHa, 10 p*g € H 1jst Kakoro-1o
HaTypauasHOro umcna k. Vimesa B Buny mpamoe pasnoskenue (1), MoskeM mucath

ptg=h-+b, heH,, beP(:).
Ho rax kak p*P§) = P, 1o cymecrsyer aiement b’ € P§ raxoii, uro p*b’ = b.
Torpa Mo;kHO nHCATH ;
Py —0b)=pg—b=nhel,,
win ¢ — b’ e G,. Torma
g=(9—b)+be{G, PP},
weM Mbl jokasamn, uto {G,, P} = G. Orcoona u m3 coornomenns (2) yske

cleflyer, YTo IOATrpynua P(:) CITYKHT JiIA TPynusl G NPAMBIM CJIaraeMBbIM.
ITUM JleMMa TIOJIHOCTHIO JOKa3aHa.
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Jdemma 3. [Tycmv G — cmewarnnas epynna u nycmv H — makasa nodepynna
epynnu G, umo daa Paxmop-epynnv G[H umeem mecmo usomopgusm

(3) GIH ~ C(p) .

Ecau P (cooms. Q) — nepuoduueckasn wacmov epynnet G (cooms. nodepynnu H),

mo uau P = Q, uau Q & P u P|Q =~ C(p).

Noxazatensctno. llpeanomomum, uro @ + P, mm Q $ P. Ecan x e P,
HO & non € @, To mo uzomopdpuamy (3) noIKHO ysxe ObITL P ¥e H, u, B 4acTHOCTH,
Ppx € ). ITO 3HAUAT, YTO KayK[ABLI HEHYJeBOil siemeHT Qaxrop-rpyunnsi P/Q
ABIAeTCA dileMeHTOM muopsuka p. Ecmm temeps z; (¢ = 1,2) — pBa tarux
ssementa Tpynusl P, uro 2; non € @ (¢ = 1, 2), To u3 cooTHOmeHHs (3) cileayer
cyIecTBOBaHME HaTypasbHOro umcaa k, 0 < k << p, pust KoToporo cipasein-
BO PaBEHCTBO

xy + H =k(x; + H) = kay + H,

nnu x, — kx, € H. Ho Torna HoiskHO yike OBITH X, — k%, € @, uin
zy + Q =k, + Q = k(z, +Q),

u sto 3Haumr, uro P/Q ~ C(p).

dTum JIOKa3aTeJIbCTBO JIEeMMBI 3aBCPIICHO .

Jdemma 4. ITycmv P — npoussoavhas nepuodudeckas p-npumapuas epynna
u nycmv Q — eé nodepynna. Usomopgpusm
(4) PIQ =~ C(p)

umeem mecmo moeda u moavbko mozoa, ko2da cywecmeyiom anemenm (HeHyLesow)
x € P u nodepynna @, C Q mak, umo cnpasedaussl pagercmasal)

(5) P={z} +Q, Q={pz} + Q.

HokazarenascTso. B ofHOM HanpaBieHny Halle yTBepIKACHNE TPUBUAAILHO,
TaK K4K eCJIH MMEIOT MecTo NpsAMbIe pasyoskeHus (5), To, OYeBHUIHO, HACTYHUT
nzoMopduam (4).

Wrax mycrs Tenepsr nmeer mecro mdomopdusm (4). Ilns toro, arobsl goxa-
3aTh CyLIECTBOBaHWE HPsMBIX pasiokenuil (5), OymeM B majbHeldmeM pasim-
9aTh [iBa CJIydas.

a) Ilycrs @ siBisierca cepBanTHOM moxrpynnoi rpynust P. Torpa noarpynna
@ caysur mus rpynnsl P npsiMeiM caaraembiM (eMmotpum [1], erp. 82, Teopema
25.2), nan

P=C+4@Q.

ITpurom n3 n3omopdnama (4) HemocpeacTBeHHO cileflyer, 4yro rpynmna C siBiisiercss

1) IIpsamoc ciaraeMoe @ Mox<eT GbITb H HYJIEBOM I'DYIION.
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nuKImYeckoil rpynnoit mopanka p: €' = {2} =~ C(p). Urak, B aTOM ciydae
nMeeM

P={z} +Q, @={pz} +Q,
TaKk Kak pr = 0.

b) ITycrs @ ve apasgercs: cepBaHTHO noxrpyunoi rpymust P. Ho sto smaunT
(emorpu [1], crp. 78, I)), 4ro cymecrnyer smemeHt y HuHero cios Q[p]
rpynnsl @, Beicota x(¥; €) KOTOpPOro B mOArpymme ) MeHbIIe ero BHICOTHI
2(y; P) Bo Beeit rpynne P, mmn y(y; Q) < y(y; P). 3 usomopdusma (4) merxo
BBIBECTH, UTO Ka Kbl 3JIeMeHT rpynnsl (), obagaomuii 6ecKOHEYHON BHICOTOR
Bo Beeli rpynne P, o6iafaer GecKoHEUHOM BECOTOI Tarske B moxrpynue @. Ho
970 3Hauur, uto k = x(y; P) < oo. Ilpurom, eciim x € P — taxoil siemMeHT, 4TO
prx = y, 10 Oyfer TaK:e p*~l(px) = y; HO B cury (4) UMeeT MecTO COOTHOIIE-
Hue: px € Q. Taknm 06pa3oM MBI I0OKa3alid clpaBeIMBOCTL HEPABEHCTB

k—1=gyy@Q) <k,
WM CIPaBe[JINBOCTh PaBeHCTBA
1y Q) =k—1.
Tax rar p*~!(px) = y, T0 10 XOPOWIO W3BECTHOH TeopeMe M3 TeOpuu abeIeBHIX

rpyun (cmotps [1], ctp. 80, cienmcrsme 24.2), nuxinmdecKas rpynmna {pr} ciy-
SKAT JJIA TPYUIEL () IPAMBIM CIIaraeMbIM:

Q= {px} + Q.

Tax xak « non € @, 1o u3 (4) cienyer, uro {z, @} = P, mwiu BBUAY MOCJIEHETO
IIPAMOTO Pa3JiosKeHUsl TPYNIB (), rarske Oyner

(6) P = {x, Ql} .

ITycrs m — mesoe umcslo, ymoBieTBopsiomiee HepaBeHcTBaM 0 < n < pF+l,

n nyctb nx € {x} n Q,. Ecau 6sr 660 (p, n) = 1, To gomkuo 6BUI0 OBl OHITH
{o} = {n2} £Q, CQ,

HO 9TO HEBO3MOKHO, TaK KaK « non e . Urarg, n = pn,, u

nr = n,(px) € {px} 0 Q,,

wim n,pr = 0 1 p¥n,, TAK KaK JIEMEHT PT — TOPAAKA PF. ITO 3HAYMT, UTO
pk+1|n, niu, BBHAY HepaBeHcTtBa 0 = n < p*+l, momxuo Omite 7 = 0. Ho
3JIeMeHT ¥ — B TOYHOCTM IOpsxKa PF+l, m TeM caMbIM MBI JOKa3aju, 4TO

{z} n @, = (0). Orcioga u u3 coorHomeHNs (6) HEMOCPEICTBEHHO BHITCKACT
mpsamoe pasioxxenme P = {x} { @,. '
ITUM JIeMMa IIOJIHOCTHIO JIOKA3aHa.

Jlemma 5. Ilycmv G — cmewannas epynna, nepuodudeckas 4acmv KOMmMopoi
ABAAEMCS, P-NPUMAPHOL epynnoii, u nycmv H — makas nodepynna epynnu G,
umo umeem mecmo uzomoppusm (3). Ecau epynna G pacwyenasema, mo 6ydem
pacwyenasemoii u nodepynna H.
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HoxazarenberBo. Eciim P — mepuonmueckad dacts rpynnsl G m ecim
€ — mepmoamyecKas 4acTh rpyunsl H, to mo jeMMe 3 BO3MOKHBI TOJILKO JiBa
pasnmunbx ciydas: wm P = @, umu P/Q =~ C(p).

a) Ecan @ = P, to us npamoro pasnosenus @ = A + P rpynns G Henocpen-
CTPENCTBeHHO BHITEKAeT NPAMOE Pa3ilokeHie NOATPYILIE H,

H=(AnH) P,
Wiy nojarpynna H asnserca pacmennﬂeMoﬁ.

6) Ilycts Q S P mmm P/Q ~ C(p). Ilo memme 4 cyMmECTBYIOT NOArpyuIA
@, € @ u snement z e P takue, 4To

P={2} +0Q,, Q@={pz} + Q.

Uraxk, eciim G = 4 + P, 1o taxme 6ymer G = A + {z} + @, = G, + Q,, rne
s upocrorsl momaraeM Gy = A 4 {x}. Tax xaxk @, € H, 10 u3 upsamoro
pasnokeHuss rpynusl G ciefyer mpsiMoe pasioyKeHue moxrpynns H:

(7 H= (G, nH) +Q =4H,+8,

rae mnmeM H, = G, n H € G,. Ho Torna mepmopuyeckas uvactp rpymust H,,
ABIAsACH HOATPYNION IEPHOAMYECKOW dYacTw rpynmsl (), NOuKHA GHTH KO-
HEYHOH, TAK KaK MePHAOANIECKOR 9acThi0 IPYNNB Gy CIYIKUT KOHEYHAs INKIIHA-
dYecKast rpynna {z}. dro 3Haumr, 4ro rpynna H, pacmennsema (cmorpu [1],
crp. 80, caexcrsue 24.6), m TakuM o6pa3oM pacmlemaseMol Gymer M rpyunma
H, xax cumegyer n3 gopmyist (7).

dTuM JOKa3aTeJIbCTBO JIEMMbl 3aKOHYEHO.

Jlemma 6. ITycmv G — pacwyenasemasn cmuewannas epynna u nycmv H — ma-

kas nodepynna epynnee G, yumo G/H =~ C(p). Toeda nodepynna H seasemca
makxce pacuienasemoi.

HoxrazarenbcrBo. Eciim P — mepmopmdeckasi yacth Ipynusl (, To BBUXY
Toro, uro G pacmemnssiema, Oymer

G=A4 4 PO ;PP
Hoprpynny H Mo3kHO TOT[a BHIPA3HTh B BHUJIE IPSAMOM €YyMMBI
(8) H=H, + PP
(cmotpu semmy 1 m semmy 2), tme Oymer H, © A + P® = @,. Torna mmeem
O(p) = G/H = (G, + P)/(H, + PY) =~ G /H, .

Ilonp3ysch Temeph jeMMoii 5, um3 pacmenigemocts rpymnsl Gy = A § P®
MOKeM BBIBECTH pacLIeIisieMOcTh HOArpynnsl H, m Takum o6pas3oM, B CHIY

coorHOmeHus (8), pacmeruiaeMocTh rpynnsl H; sTuM MBl W 3aBepIIUIIN JOKa-
3aTeIbCTBO JIEMMEL.
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Teopema 1. ITycmv G — pacwenasemas cmeurannas epynna u nycms H —
maxras nodepynna epynnut G, umo @armop-epynna G|H asasemcs koneunoii
epynnoii. Toeda nodepynna H ssasemes makmce pacwenasemoil.

HowraszaremberBo. TeopeMy oKaKkeM METOXOM HOJHON WHIYRIMU 110
JUIIHE KOMIO3UIMOHHOTO pajia gaxrop-rpymusl ¢ = G/H.

Ecmn rpyuna G = G[H obnamaer KOMHOO3MIIMOHHBIM PSIIOM JUHBL 1, TO
rpymna G/H spisiercst MUKJINYECKON TPYHIIONH NMOPsIKA 1MPOCTOTO 4ucaa p,
M yTBEPIK/ICHUE TCOPEMBI CIie/[yeT 13 JeMMbI 6.

Urak nyers rpynna G = G/H ofnagaet KOMIO3UIMOHHBIM PHJIOM [UTHHBE
7> 1, mycrn
9) G=G,26,2...5G,.,2G, = (0
—— KaKOI-T0 €€ KOMIO3MIMOHHBIA Psiji, U IIycTh TEOPeMa clpaBejINBa BO BCHA-
KOM ¢iiyyae, Korjia garrop-rpylma o0ajfaeT KOMIO3UINOHHBIM PAJIOM JUITHHbI
r — 1. BEeon @y — raxas nojrpynna rpynnst @, aro H C Gy n G/H = Gy, 10
BBHUJLY TOTO, 9TO (9) siBiIsieTcsl KOMIO3UIMOHHBIM PsijioM, Oyner

GGy ~ a/ax = C(p)
JUI KAKOTO-TO IIPOCTOTO YHCIA P Wiy, 1o jJemme 6, rpyumna G siBiusiercs pac-

merisemoit. o oxmospemenno daxrop-rpyuna G4 = G;[H obnagaer Komio-
BUIMOHHBIM PSJOM JUIMHBL 7 — 1,

v Cpy C 20 DA
Gh5Ges... % (fr—1=t= Gr:(o)1
WM TO0 MHAYKTUBHOMY TIPENOJIOKEHNI0 W3 PacienyigeMocT rpyimsl G cie-

IyeT pacmiemyisieMocth eé nojprpyunst H.

UM JOKa3aTeJIbCTBO METOJIOM TIOJTHOM UHAYROUM 3aBCPUHICHO M Teopema
TIOJTHOCTHIO IOKAa3aHa.

Jdemma 7. ITycmv G — cmewannas epynna ¢ nepuoduyeckoii wacmoio P u nycmo
cywecmeyem makas pacwyenasemas nodepynna Gy epynnu G, wmo {G,, P} = @.
Toeda cama epynna G makyce pacwyenasema.

Hoxazarenncrso. Ecmn, nanpumep, G = 4, + P, rue P, — uepuoju-
4ecKas dYacTh mojarpyunmel G, TO, BBUAY IpeAnoiiomeHms o moarpymue G,
Oyner

G ={G, P} ={4,, P,, P} = {4,, P},

wm G = A, 4+ P, rax kax 4, n P = (0).
Jlemma 8. IIycmo G — cmewannas epynna u nycmv H — makas nodepynna

epynnu G, umo G|H ~ C(p). Ecau nodepynna H pacwyenasema, mo epynna G s6-
AACTCH MAKHCE PACUCNAIEMO L.

HowrazarenbcrBo. Hogrpynna H sBisiercs mo mpejiiosIOzKeHHEIO paciiel-
JAeMOMl W B CHIJIY 9TOTO MOJKHO €€ BBIPasuTh B Buje npsMoil cymmsl H =
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= A 4 @, rne @ — nepuopuueckas 4acth rpynns H. Eciau y — nponspoiib-
HBI daeMenT rpynnsl G, HempmHauie:kamuii noarpynne H, ro

(10) G=1{H,y};

npurom ye Oyner pye H wm py =a +0b, rie ae 4, b e Q. Cumposiom G
0003HaunM Teneph Tojrpynny rpynnst () omnpenenennyio gopmynoi G, =
= {4, y}. Torna Kamnwil s7eMenT g Tpynnsl G MOMKHO BBIPA3UTh B BIJC § =
=a' + ny, ne a’ € A u n — nenoe pammanbHoe dnciao. Ecin cumsoiiom kb 0Go-
3HAYMM HOPsiIOK diemeHta b e @, to Oymer phg = pha’ 4 nha e A. Ho rak
Kak A saBisiercs TPyNIoN Ge3 KpydeHMs , TO JJIsi TOro, 4ro0bl diieMeHT g obJa-
JIaJl KOHEYHBIM IMOPSIIKOM, OYeBHUIHO, MOJKHO ObTh phg = pha’ + nha = 0.
TaxuM 06pasoM MBI OKA3aJi, 4To Iepuojndeckas acrts P, noprpyuust G 06-
Jajaer OrpaHMYeHHBIME LOPAIKaMU 3jeMeHTOB, wiu (cmorpu [1], crp. 80,
treopema 24.5) noxrpynma (; — pacimemisiema. Ilpurom Jierko Bujerh, 4TO
H C {G,, P}, u tar xar ¥y € {G;, P} (3necy cumBosiom P ofo3mavaeM nepuoiu-
4ecKyw dYacth Beell rpynnsl (), 1o B cuay Qopmyant (10) oymer G = {¢,, P}.
Ho BocmosbzoBaBmuch JIeMMOIl 7 1 PAcHICIIIACMOCTBIO HOArPYyHIbL Gy, MOKeM
yyKe yTBepKAaTh, 4ro rpyina G paclieniisieMa u JieMMa I10JIHOCTRIO JloKasana.

Teopema 2. [Tycmv G — cmewannas epynna u nycmo H — makas nodepynna
epynnut G, umo armop-epynna G/H asasemcs koneunoii epynnoii. Ecau nod-
epynna H pacwyenasema, mo 6ydem pacwenasemoit u écs epynna Q.

Hoxasarennerso. Ilomapsysich jgemmoit 8, MojseM TeopeMy JOKasaThb Me-
TOJIOM TOJIHOM MHAYKIMU 1O JUIMHE KOMIIOBUIMOHHOIO P (QAaKTOP-I'PYIIibL
G/H aumanoruyso ToMy, Kaxk ObllIa JoKaszaHa teopema 1.

Teopemy 1 u TeopeMy 2 MOKHO BBICKA3aTh B Bifjle e{MHCTBEHHOIL TCOPEMBbI
CIIEAYIONIM 00Pa30M.

Teopema 3. Ilycmv G — cmewannas epynna u nycmv H — makas nodepynna
epynnet G, umo garmop-epynna G[H sasaisemes koneunoi epynnoii. I3 amom
cayuac epynnot G 6ydem pacwenasemoli moeda u moavko moeda, koeda pacwen-
asema nodepynna H.

TompKo 4Wro BBICKABAHHYI TEOPEMY MOKHO elé HeMHOKKO 0000muTh. IT0
00o0mmene 3aKII0YeHO B CcIeyIomeil Teopeme:

Teopema 4. IIycmv Q@ — cmewannas epynna u nycmv I — makas nodepynna
epynnue G, wmo ¢axmop-epynna G[H sseasemcs npamoii cymmoti c60600woi
abeaesoti epynnu u komeunotl epynno. I'pynna G .6ydem pacwenasemoti moeda
u moavko mozda, koeda pacyenasema nodepynna H.

Hoxraszarenscrno. o npeanososkennio MOKHO BHIPA3UTh QAKTOP-TPYIILY
G = G[H B Bune upsimont cymmsl G = F + K, rjpe ¥ — cBobGojpuas abesesa
rpynna n K — xoneunasa rpynna. Ilyers K — raras nojgrpynna rpyunst G
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(HC K c@), uro B rounoctu K = K[/H. Tar kax F ~ (}/K, TO TO BTOPOJ
Teopeme 06 uzoMopdusme OyjierT TaKKe

F~GIK ~QJK ;

rpynna ¥ aBisercs o HPEeUONIoKeHHIo ¢BoOOIHOM afemeBoil TpymIoi, nrak,
B CHIIy XODOIIO W3BECTHOI TeopeMbl u3 Teopuu adenesBbix rpyni (cmorpu [1],
§ 9, crp. 38, reopema 9.2), nmoarpyuna K 1oipKHA OBITH NPAMBIM cJIAraeMbIM

rpyuust G: G = I' + K. Ouesujgno, 4ro umeer Mecto mzoHopdusm
F~QGK~F,

wiu rpynna F osasisiercs rarske eBoGoaHoil adesesoit rpynnoit. Ho sro 3naunr,
YTO NepHoANYecKas J4acTh NoArpynnsl K CIyKAT HepHOJHYECKOR YacThio JJIA
Bceil rpynnsl G, unm, Kaxk JerKo Bujerh, rpynmna G OyjeT paclueniseMoii
TOTJIa W TOJIbKO TOTNA, KOTjla pacmiemiisema noxrpynna K. Tax xax K[H = K
u K — xomeunas rpymma, To MOJKHO IpHMeHHTH TeopeMmy 3 K rpynne K u eé
noxrpynne H u MOMKHO, HAKOHEI, IOJYYATh TaKuM 00pasoM yTBep:KAeHUe
TEOPeMBI.

Jlist rasmbHemmX paccyskleHuil BBefieM Cllefyloliee onpejeeHue:

Oupenexenne. Ilepuoduueckyio epynny P nasosem S-epynnoii, ecan kancoviii
eé p-npumaproii gakmop PO seasemces npamoii cymmoii noanoi epynnsl u epy-
nNbL € 02PAHUNEHHBIMU NOPAOKAMU IAEMEHOE.

Jemma 9. ITycmv P —nepuoduueckas p-npumapras epynna u nycmov @ —
makas nodepynna epynnwt P, umo P|Q ~ C(p®). Ecau epynna P seasemcs
&-epynnoii, mo S-epynnoii 6ydem u nodepynna Q.

HoxasarenscrBo. Ecau rpynna P ssiusercs S-rpynuoit, To eé MOKHO
BHIDA3UTh B BHJEe NPAMOH CYMMBI

(11) P=U4+ K,

rae U — mnonnas rpynna u K — rpynmna ¢ orpaHWYeHHBIME NOPAKAME 3JIe-
menToB. Torna monrpynna K sBigercst, 09eBAHO, PeyIUPOBAHHON I'PYIIION,
unn noarpynna U pmomkua GBITH MaKcMMAJbHOU TOJHOM TMOAIPYNIOH IPYyIIIbL
P. Urak, eciu cuMBoiioM V 0603HaYMM MaKCUMAJBHYIO MOJHYIO NOATPYIILY
rpyunnst ¢, To, BBHAY TOJBKO uTo cKaszanHoro, Oymer V € U. Ecmu 651 nmeo
mecto paBeHcTBO V = U, 10 B cuny orpaBmdeHHOCTH Irpynnsl K nomxua 6Bl
b1 OBITH orpaHmYenHHoil W akrop-rpynna PJ/Q, UTo MPOTHBOPEYUT TPEJIIOIO-
jKeHUIo JemMMbl. Vtak MBI MojkeM npennonarath, 9ro U =V 4+ U’, rne U’ —
HeHyJeBas nosHas rpynna. Ilpeskne Bcero moxraskem, uro U’ =~ C(p®).

I'pyuny P u eé moprpynny ¢ 6slpasum B Buie DPSAMOU ¢yYMMBEI
P=V4+U +K, Q=V + 1L,

rie LCU’ 4+ K. Ormerum emé, 9ro upsmoe ciaraemoe L sBisiercs peny-
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mupoBaunoil rpynmoi. HMrak, jmusi gaxrop-rpynust P/ wmMeer MecTo M30-
MOpQu3M

(12) C(p®) = P|Q ~ (U’ + K)/L .

IMoprpynna {U’, L}/L rpynust (U’ + K)/L sinsiercsi 0¥MeBUIHO, TOIHON IPyI-
noil, Ui W3 cIpaBeiImBocTH GopMyisl (12) BhITeKaeT ysKke COOTHOINEHHE

(U’ + K)|L = {U’, L}JL ~ C(p®) .

Orciofa, BOCIONB30BABIINCH IEPBOIL TEOPEMOIl 00 M30MOpPYU3ME, MOKEM Bbl-
BecT POPMYILy

(13) UU n L)~ C(p~®).

MMonomum naa upocrorst U' n L = L'; rak kak L — peJynupoBanHas rpyina,
TO pPellyuupoBaHHuoil Oymer urpynia L’. 910 snaumt, 4ro ecium Z’ — IPOU3BOIIb-
Haa nonmas rpyunna lIpodepa, copepskamasicss B rpynne U’, to nepeceuyenue
Z' n L' pomno GBTL KOHEYHOW TIPYNHOR MM

ZN% L)~ C(p®).
B cuny nepsoit Teopemsl 06 m3omMoppuaMe OTCIONA CIELYeT, UTo
Cp*)={Z',L'}JL' CU'IL" .
W3 mocnemuero coorHomenus 1 u3 (13) moxydaem y:ke paBeHCTBO
U'|L" ={Z', L'}|L’
¥, HAKOHeIl, PABEHCTBO
(14) U ={Z' L"}.
HMomnayio rpymny U’ MOJKHO BHIDA3HTH B BHJIC upsamoit cymmst U’ = Z' 4 Z";
npsiMoe cilaraemoe Z” siBIAeTCS OISITH HOJIHON TPYIHOR M MMEET MEeCTO M30-

mopdusm Z" ~ U'|/Z’. Vimes B Buiy coorHomenue (14), m3 rnociiefHero mso-
MopduaMa TOIYYHM M30MOPPHU3M

(15) VAl ~ {ZI, L/}/Z/ o~ L//Z/ n LI.

upuroM Z' n L' sBisierca pegyUMpPOBAaHHONW NOArPYNHOH NOJHOW TI'PYyNIBI
ITpiogepa miu rpynuoii kKoueunoit. o rak kaxk ¢gaxrop-rpynna pexynupoBaH-
HOU TePUOJMYECKON IPYINBI 110 KOHEYHOIl HOArPYIIIe sIBIAETCH OIATH Peiy-
OUpPOBAHHOW I'pynuoit, To u3 coorHomenus (15) yse ciaenyer, uro Z” = (0).
Ho srum okasano, uro U = Z' ~ C(p®).

Takum obpasoM MBI JOKasajm, 4To peiyOupoBaHHas Tpynma L ciyxar
HNOATPYNNOil JIg TPYNIB, ABIsIONieiicss NpsAMoil cyMmolt rpynusl Tuna C(p®)
W p-IPUMApHON I'PYNNBI ¢ OrpaHMYeHHBIMA Hopsitkamu aiementoB. Ho smerxo
yOemuThesT B TOM, 9T0 B TAKOM ciIydae rpynna L posskea Takske OBITH IPYyNIOi
¢ OrpPaHMYEHHBIMU HOPSIAKAMU 3ieMeHTOB. VTak, M3 UPAMOro PO3IOKEeHHsA
Q =V 4+ L, rne V — nonHas rpynna, ye cJlIeXyeT yTBep;KACHUE JIEMMBI.
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Boenmonb30BaBILKCh TOJNBKO YTO JOKA3aHHOM JIEMMOM, METOJOM IOJIHOK
MHJIYRIMA MOGKEM JIOKa3aTh CJICYIOMYIO JIeMMY.

Jemma 10. Tycmv P — nepuoduveckas p-npumaphnad epynna u nycms @ —
makas nodepynna zpynnsi ), wmo garmop-2pynna P|Q seasemes npamoii cym-
MOUL KOHeuno20 wucaa caazaemvir muna C(p*). LEcau epynna P seasemcsa
S-epynnoii, mo S-epynnoii 6ydem u nodepynna .

Jdemma 11. ITycmv P — nepuoduueckas p-npumaphas epynna u nycmov @ —
makas nodepynna epynnu P, umo garmop-epynna P|Q seasemes pedyyuposarn-
noit epynnoii. Ecau epynna P asasemcs S-epynnoit, mo S-epynnoii 6ydem
u nodepynna Q.

Horasarenbcrso. llycrs U — MakcmmanbHast noJHAsL MOATPYINA TPYI-
sl . Torma rpynny P u eé noarpynny ¢ MO;KHO BHIDa3HTh B BUJC IIPSMOIL
CYMMBL '

P=U+ P, @Q=U+0,
rpe ¢, € P,. Vrak, umeer MecTo U30MOpusM

P/Q:(U + P)I(U + @) = P/Q,,

unu  Qaxrop-rpynna P;/Q, ABIAercda TaKyKe pPeIyNUPOBAHHON IPYIIOL.
I'pynna @, aBiserca pelylUPOBaHHOM, cjlefloBaTelbHO, Tpynua P, JomkHa
ObITh paBHBIM 00pasoM pPeJyLUpPOBAHHON TPYNIOH, TaK KaK B HPOTHBHOM
cnyuae ¢axrop-rpynna P/@, obnagama Obl HEHYJIEBOHl IIOIHON TIPYIDOL.
B cumy roro, uro rpymua P apmsiercs ©-rpynmoii, rpynma P; Oypmer yike
rpyunoil ¢ OrpaHMYEHHHIMH IOPsJIKAME DIEMEHTOB W TaKoil ke Gyfer u ed
noprpyuna ;. Ho srum yjke nmonmHocTHIO TOKa3aHo, 4rto rpynna  ssisercs
S-rpynnoii, Yem J0Ka3aTeJbCTBO JIEMMbl 3aBEpPIICHO.

Jlemma 12. [Tycmov P — nepuoduueckas p-npumapras epynna u nycmy @ —
makas nodepynna epynnvt P, wumo marcumasvras noanas nodepynna akmop-
epynnvt P|Q ssasemes npamoii cymmoil KOHEUH020 4UCAQ NOAHML ePYNN MUNQ
C(p®). Ecau epynna P aeasemcs S-epynnoii, mo S-epynnoii 6ydem u nod-
epynna Q.

HowrazarenncrBo. Hyers P, — rtakas moprpymua rpynust P, uro @ C P,
u daxrop-rpymma P,/Q cuymnr pms rpymust P/Q makcnmManibHOI T10ITHOI
noprpyunoit.  Ho rorma  ¢axrop-rpyuna (P/Q)/(P,/Q)" nomkna 6Guith  yixke
IpyHHON PEAYIMPOBAHHON, WK, B cHIy BTOPOil TeopeMsl 00 msomopdusme,
pelyuupoBaHHOil rpynunoii Oyuer u Qaxrop-rpynna P/P,. Urak, u3 jgeMMbl
11 caepyer, uro noprpynna Py rpynust P asnsierca S-rpymmnoit.

Taxr xax ¢paxrop-rpynna P,/Q sipisiercss MAaKCHMAIIbHON HOJIHOU O YIIION
rpynnst P/Q), To 1m0 HpeimosiosKeHnIo JIeMMBl OHa Gyler mpsMoil cyMMO# Ko-
HeYHOTOo gmesia rpynn tuna C(p”®). B rakom caydae, B cuiry memMs 10, oprpym-
na ¢ nomxua 6sTe S-rpynnoi, u JeMMa IOJHOCTBIO JOKAa3aHA.
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Teopema 5. [Tycmv G — cmewannas epynna u nycmv H — maras nodzpynna
epynnu G, wmo @armop-epynna G[H ssasemcs nepuoduueckoii p-npumaproii
2DpYNnoil, MAKCUMAALHAL NOAHAS NOOPYNNA KOMOPOLL ABASEMCL NPAMOT CYMMOTL
koneunozo wucaa epynn muna C(p®). Ecau p-npumapmoe caazaemoe P®) ne-
puoduneckoii wacmu P epynnu G ssasemcs S-epynnoii, mo epynna G 6ydem
pacyenasemoic. moeda u moavko mozda, koeda pacwjenasema nodepynna H.

Hoxazatenbcrso. [Ipesne Bcero ormMernm, 9to eciin 0603HAYAM CUMBOIIOM
() mepmopMYecKyIo 4acTh noarpyunst H, 1o no nemme 1 Gymer Q‘:’ = P(:).

IIycres cmavaza pacmensisiema noprpynua H. B raxom ciywae rpynna
Q(:) = PS:) CAYRUT JuisA rpynusl H npsmeiM ciaraeMbiM, wid, 1o JjieMme 2,
rpynna P(:) CITY’KMT HPSIMBIM cJlaraeMbiM juis Beeit rpynnst G: @ = G + P‘:).
Hax smerxo BujeTh, HepHOANYECKON YaCThIO I'PYNILL () SABJISIETCs B TOYHOCTH
rpyunna P, no Tak Kak OHa N0 UPERNOJNOMeHMIO ABjIsercs S-rpynuoii, To
PO cnysur npsameM craraembm s rpynust G, 0 G, = 4 4 P®. Uraxk, Ml
nosryuaeM npsamoe pasyioxenne rpynust ¢, ¢ = 4 + P® L PQ = 4 4 P. 1o
9TO 3HAYAT, 9TO rpynna G ABIAeTcs pacHieliisieMOil.

[Tycrs Temepr mHaoGopoT paciiemssieMoii siBasiercs rpymna G : G = A
+ (P® } P‘;’)). Torpa, mo Toil ke jemme 2, HOArpynia P(:) = Q(:) SIBJISICTCH
npAMBIM cstaraembim noarpyunst H: Hy = H, + P{; mputom npsmoe Ciarac-
moe H, moser Obith m3bpano Takum oGpasom, wro H, €A + P® = (/.. Iro
3HAYUT, YTO UMEET MECTO M30MOpQu3M

(16) G/H = (G, + PY)[(H, + PQ) ~ G,/H, .

Ileprojuueckoit wacrbio noprpynust H, sasmsaercsi, odesmano, rpymmi Q)
nnn H, o P® = Q). Yirak, no nepsoii Teopeme 06 usomopdusme umeed

(17) P(w)/Q(p} — P(ﬁ)/(H1 N P(p)) ~ {Hn P(in)}/}_]1 c Gl/]-]l .

U3 coornomenuit (16) m (17) B cwiy HPEAIOTOKCHUsA JIeMMBL CJiejlyer, 4ro
MaKcMMaJibHas NoJHast noarpynia gaxrop-rpymust P®)/Q\) gpisercsa 1upsMoi
CYMMOiT KoHeuHOTro u4mesa rpynn tuna C(p®), wiu, no semme 12, rpymia Q)
sisngercss S-rpymuoit. Ho B raxkom caydae rpynma QP cirys<uT IIpSIMBIM
ciaraeMbIM juist rpynust Hy, wiau rpynna H, siBiserest pacniemsisieMoil. dtam
J0Ka3aHo, YTO pacHienssieMa cama rpymma .

Nraxr, Teopema MOJIHOCTHIO JOKAa3aHA.

ITepen ¢opmysmpoBKOil ciefyomeil TeOPeMbl HAIOMHUM, YTO LEPHOMIA-
deckas rpynna P ouassiBaercs [/-npumapnoit (rige I/—xaxoe-to HEIycTOE MHO-
JKECTBO IOJIOKUTENLHBIX ITPOCTHIX YHCEN), ecili IOPANOK Jo00ro sjieMenta
rpymibi P MOMKHO BHPA3HTh B BUJC MPOU3BECHMA CTEIEHEl MPOCTHIX HCeIl
muoskecrsa /.

Teopema 6. IIycmv G — cmewarnnas epynna u nycmv I — makas nodepynna
epynnw G, umo ¢paxmop-epynna G = G/H seasemca nepuoduueckoii I1-npu-
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mapholi epynnoii, ede I1—rkoneunoe mmuomcecmeo npocmux uwucea. Ilycmow, dasee,
dasa kancdoeo npocmozo uucaa p € I makcumanvras noanas nodepynna p-npu-
Mmaprozo caazaemozo G0 epynnw G seagemes npamoii CyMMOU Koneuro0z20 wucaa
epynn muna C(p®). Ecau nepuoduueckasn wacmy epynnut G aeasemcs S-epynnoit,
mo epynna G 6ydem pacwenasemoii moeda u moavko moeda, kKoeda pacuenaiema
nodepynna H.

rHOK«":\BaTeJ'II:(‘,’l‘BO. TeopeMy JOKaKeM MeTOJIOM IIOJIHOM VHAYKIAA IO
YHCJIY 9JIEMEHTOB MHOKECTBa 1.

Ecan muoskectBo I7 cocroar n3 OHOT'O TOJIBKO 3JIEMEHTa P, TO yTBEpPKIeHUe
TEOPEeMBI cJielyeT U3 TeOPeMbl 5.

Urak, nycrs Temeps MHOKecTBO I coctour u3 n (n > 1) mpocTeix wmcen
p: (¢ = 1,2, ..., n)unycTs TeoOpeMa yKe cIpaBe/lJinBa Bceryia, KOTIa MHOKECTBO:
IT copepssur ToibKO M — 1 3nementoB. Marrtop-rpynmy G = G[H wmosxnO
BHIPA3UTH B BUJIE NPSIMOH CyMMBI. ‘

(18) G =GE L Ges L Gen = Goo L GEY

ycrs Gy — rakas moarpynna rpyunst @, uro H C Gy n G¥ = G,/H. B cuny
BTOPO# TeopeMHl 06 u3omopdusme u B cuiy (18) Gymer

(19) GG, ~ (GIH)[(Gy/H) = GG ~ G@» .

HWraxk, Bocnoap30BaBmUCh TEOPEMOR 5 MOKeM YTBepsKIaTh, 4To rpynma G pac-
meIisieMa TOTJAa ¥ TOJBKO TOTJA, Korja pacuienjisemMa noarpynma G,. Ilpnm-
MeHeHmeM JieMMBI 12 u coorHomenus (19) mbl nerxko ybemmmuch OB B TOM,
4To MepHojMyecKas YacTh NoArpymnusl Gy ssaderca S-rpymmoit (cMoTpm Ho-
Ka3aTesbeTBO TeopeMmbl 5, coorHomenue (17)). Ho rax wak
G JH = GY° =G @) . Gow

TO IO IPEeNNOJIOKEeHNI0 MHAYKnun rpynma G, OyneT pacllemyisgeMoil TOrfa
7 TOJBKO TOTJIa, KOTAA pacuiemiseMa noarpymmna H.

ITHM TeopeMa IIOJIHOCTHIO JOKa3aHa.

B sakmouenne mpuBejieM elé Be TeopeMbl, WITIOCTPUPYIOINE IpUMeHeHe
Teopemsl 3 1 TeopeMbl 6. [lokasarenbcTBa 9THX TeOpeM JaJHM B IPYTO cTaThe,
MOCBSAIMEHHOR MCKIIOUATEIHHO BOIPOCY pPacIielsiaeMocT GaKkTop-rpynn abe-
JIeBBIX TPYNT KOHEYHOro paHra 0e3 KpyYeHWs.

Ecau J — rpynna Ges kpydernust paura 1, 1o cumsoioM typ J ycimosumesn
obosnavars Tun rpymus J. Torma mmeer mMecto ciiefyomas Teopema.

Teopema 7. Ecau G — epynna 6e3 kpyuenus xoneueo panea r = 1, aeasowa-
ACK NPAMOTU CYMMOU epynn panea 1,

G=J, +J,+...+J,,
u ecau typJ, =typd, (k=1,...,r— 1), mo scakasn g‘)'anmop-epuﬁna

G[H epynnw G asasemcs pacwenasemoli epynnoi.
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Fpymny Ges xpyuermsa @, obiajalomyio TeM CBOHCTBOM, 4TO BCAKag eé
$akrop-rpynna G/H sBisercs pacuienisemoi, Ha30BéM (PAKTOPHO pacuien-
asemoit rpynmoit. Hpome Toro, BBemem emé cienyiomee o6osmauenne: Eciu
7; (1 = 1, 2) — pBa tuna abeileBHIX rpynn panra l 0e3 xpydenusy, To Oynem
OMCaTh 7T; = T,, KOIJ@ JJisi UPOU3BOJIBHLIX XaPAKTEPUCTHK Y, € T;, Y; =
= (K, kP, ..)) (i =1, 2) umeer mecto papenctBo kY = k¥ s Bcex mary-
paJIBHBIX Ymced 7, KpoMme, OBITH MojKer, KomeuHoro uucia. Ceiiyac ormermm
emé, 9ro 9TO ONpeJlelleHNe OTIMYAETCS OT OUpEJielIeHHsI HYKBUBAJIEHTHOCTH
XapaKTepUCTHK, Tak Kak HepasenctBo kG + AP jonyckaem m B Tom ciyuae,
Korja HeKoTopoe KD (i =1, 2) PaBHO CHMBOJIY CO.

Teopema 8. Ilycmo GO (¢ = 1, 2) — dee epynnut 6e3 EPYHeHUS KEOHEUH020
panea r = 1, A64A0UUECT NPIAMUMUE CYMMAMU 2PYnn panea 1:
GO =JO 1 JP + ... +JP (=1,2).
Ecau typ JQ =typ JP (k = 1, 2, ..., r), mo epynna GO 6ydem parmopno
pacwenasemoiic mozda u moavko mozda, Koeda PaKmMopHo pacwjenisema epyn-
na GO,
3ameuanme. Teopema 7 onmcsBaeT Kakoii-T0 Kiacc GaKTOPHO paciieniise-

MBIX abesleBBIX TPYII KOHEYHOTO paHra 0e3 Kpydenma. Teopemoit 8 mama
BO3MOJKHOCTH 3TOT KJacC emé paclupHTh.

Jlumepamypa
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[2] A. I'. Kypow: Teopua rpynm, 2-oe n3gaune, Mocksa, 1953.

Zusammenfassung

BEMERKUNG UBER DIE SPALTBARKEIT
DER GEMISCHTEN ABELSCHEN GRUPPEN

Lapistav ProcHAZKA, Prag

(Eingegangen am 22. Juni 1959)

Eine gemischte abelsche Gruppe ¢ heisst spaltbar, wenn die maximale perio-
dische Untergruppe P der Gruppe G direkter Summand von G ist. In dieser
Arbeit werden vor allem Bedingungen gesucht, unter welchen aus der Spalt-
barkeit der gemischten Gruppe die Spaltbarkeit der Untergruppen folgt, und
umgekehrt, unter welchen Bedingungen man aus der Spaltbarkeit einer Unter-
gruppe die Spaltbarkeit der ganzen Gruppe ableiten kann.
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Es sei noch bemerkt, dass in der ganzen Arbeit mit dem Wort Gruppe immer
eine abelsche Gruppe gemeint ist.

Zuerst wurde folgender Satz bewiesen:

Satz 3. ( set eine gemischte Gruppe und H eine solche Untergruppe der Gruppe
G, fir welche die Faktorgruppe G|H endlich ist. Unter diesen Voraussetzungen ist
die Gruppe G dann und nur dann spaltbar, wenn die Untergruppe H spaltbar ist.

Dieser Satz kann noch gewissermassen verallgemeinert werden und so ge-
langt man zu

Satz 4. G sei eine gemischte Gruppe und H eine Untergruppe der Gruppe G,
deren Faktorgruppe G|H als eine direkte Summe einer freien abelschen Gruppe
und etner endlichen Gruppe darstellbar ist. So ist die Gruppe G genau dann spalt-
bar, falls die Untergruppe H spaltbar ist.

Definition. Eine periodische Gruppe P nennt man eine &-Gruppe, wenn jeder
p-primire Faktor P® der Gruppe P eine direkte Summe einer vollstindigen
Gruppe und einer ordnungsbeschrénkten Gruppe ist.

Bevor wir den nichsten Satz formulieren, erinnern wir noch an diese Erkla-
rung: Eine periodische Gruppe P heisst die /I-primédre Gruppe (wo I7 eine
nichtleere Menge von positiven Primzahlen ist), wenn die Ordnung jedes Ele-
mentes der Gruppe P als ein Produkt von Potenzen der Primzahlen aus der
Menge IT ausgedriickt werden kann.

Satz 6. G sei eine gemischte Gruppe und H eine solche Untergruppe der Gruppe
@, deren Faktorgruppe G = G[H eine periodische IT-primire Gruppe ist, wobei
mit dem Symbol IT eine endliche Menge von Primzahlen bezeichnet wurde. Fiir jede
Primzahl pe Il sei die maximale wvollstindige Untergruppe des p-primdren
Falktors G® der Gruppe G eine direkte Summe von endlich wvielen Faktoren vom
Typ C(p=®) (d. h., dass sie einen endlichen D-Rang besitzt). Ist die maximale
periodische Untergruppe der Gruppe G eine S-Gruppe, so ist die Gruppe G genau
dann spaltbar, wenn die Untergruppe H spaltbar ist.

Am Ende der vorliegenden Bemerkung sind noch zwei Sétze formuliert, die
als eine Anwendung der vorhergehenden Sitze dienen konnen, aber die hier
nicht bewiesen sind; Die Beweise dieser Siatze kann der Leser in einer anderen
Arbeit des Autors finden.
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