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YexocaoBankmii MaTeMaTHyecknii kypuax, T. 10 (85) 1960, Ilpara

PROJEKTIVE DEFORMATION DER SEGRESCHEN
W-KONGRUENZEN UND IHRE ABBILDUNG IN DEN KLEINSCHEN
FUNFDIMENSIONALEN PROJEKTIVEN RAUM

Vweapimir HorAxk, Brno

(Eingelangt am 7. September 1959)

Herrn Professor Jirt Klapka zu seinem
60. Geburtstag gewidmet.

Im ersten Teile dieser Abhandlung werden Typen der Segreschen
W-Kongruenzen mit geradlinigen Fokalfldchen (d.i. W-Kongruenzen
mit asymptotischer Dualisation im Sinne von E. éech) bestimmt,
welche aufeinander abwickelbar transformiert, bzw. projektivbar de-
formiert werden koénnen; es werden die Bedingungen fir die Projektiv-
differentialinvarianten der Segreschen Kongruenzen in abwickelbare-
rer Transformation, bzw. projektiver Deformation formuliert.

Im zweiten Teile werden die Beziehungen zwischen den K-In-
varianten zweier Torsen des Kleinschen Raumes — unter der Voraus-
setzung, dass diese Torsen Segresche Kongruenzen in abwickelbarer
Transformation, bzw. projektiver Deformation darstellen — ab-
geleitet. Diese Beziehungen zwischen den K-Invarianten fithren zur
Bestimmung gewisser Klassen von Segreschen Kongruenzen, welche
die Eigenschaft haben, dass sie auf die assoziierten W-Kongruenzen
projektivbar deformiert werden kénnen.

Die Anregung zu dieser Abhandlung stammt vom Akademiker
Epuarp Cecr und Herrn Professor Jiitf KrLapka. Beiden spreche ich
an dieser Stelle meinen herzlichen Dank aus.

I

1. Einfiihrung. In der Abhandlung [7] werden folgende Behauptungen be-
wiesen:

Das System der Differentialgleichungen
, 1o _
(1.1) y=(Q+S—§—;)y~Pz+ay,

’

1
Z'IRy—l-(S‘Q—Q%)Z—FaE,
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_ 1"\ _ _ _
y'=—(Q+S+§f‘;)y+Pz+ay,
5’:—-Ry+(Q_S—%%)5+&z,

bestimmt im Raume P, bis auf unimodulare Kollineation zwei Paare der Leit-
kurven C, und C,, bzw. C; und C; zweier Regelflichen, die Fokalfldchen einer
Segreschen W-Kongruenz sind; wobei P, @, R, S, «, x Funktionen des Para-

meters v sind 1) (o' = d—oi Ly = 9"21 usw. |, der so eingefiihrt ist, dass
dv dv ‘
(12) (?/: z9y”7’,) = w, (:T/’E’glygl):a ((,02:&)—2: l) 2)

gilt.

Der Punkt ¢, y(v) + t,2(v), wobei y(v) und z(v) die Leitkurven einer der
Fokalfldchen sind, beschreibt auf dieser Fliache eine asymptotische Linie dann
und nur dann, wenn » = Konst, bzw. {, = ¢,, t, = ¢, (¢;, ¢, sind Konstanten)
ist; speziell: die Leitkurven y(v) und z(v) sind asymptotische Linien dieser
Flache. Ganz analog fiir die zweite Fokalfliche.

Ein beliebiger Strahl g der betrachteten Kongruenz wird durch die Brenn-
punkte
(1.3) Ay =ty + bz, Ay =ty + t,2
bestimmt, sodass die Kongruenz zwischen den Fokalflichen eine Korrespon-
denz realisiert, in welcher die Punkte der Fokalflichen, die dieselben Werte der
Parameter besitzen, einander entsprechen. Jede Segresche Kongruenz ist in
eine Schicht (ein einparametriges System) von Regelscharen zerlegbar. Diese
Regelscharen sind durch die Gleichung v = Konst bestimmt.

Fiir das Unterscheiden der einzelnen Typen der Segreschen Kongruenzen
haben folgende Konstanten und Funktionen eine Grundbedeutung:

(1.4) w, @, %, & Q* — PR, H = Q?* — P'R',
. P Q R |
U= (@*— PR)? —4(Q*— PR)H, S, K= |P" Q R B
PI/ QII R”

Wir werden folgende Typen der Segreschen W-Kongruenzen untersuchen:

Typl: v = » (w2 = w? = 1), x = ax = 0 (n2 = 1), (@2 — PR) . USK =+ 0.
Allgemeine Segresche W-Kongruenz (d. i. eine Kongruenz, die keinem linearen

) Wenn P:Q :R =a:b:c (a,b,csind Konstanten) gilt, so artet die W-Kongruenz
in eine lineare Kongruenz aus. Diesen Fall schliessen wir aus.

?2) Die Bedingung w? = @? = 1 wird fiir die Kongruenzen, welche einem linearen
speziellen Komplex angehoren, nicht erfillt; diese Kongruenzen werden in der Abhand-
lung [7] nicht untersucht.

552



Komplex angehort), deren assoziierte W-Kongruenz auch eine allgemeine
Kongruenz ist. :

Typll: 0 = 0 (0? = w2 = 1), « = ax =% 0 (a2 = 1), (@2 — PR) . UK = 0,
8§ = 0. W-Kongruenz, die einem allgemeinen linearen Komplex angehort,
deren assoziierte W-Kongruenz eine allgemeine W-Kongruenz ist.

Typ III: 0?=1, 0o =0, o« 0, « =0, (@2 — PR)UK 0, S=0.
W-Kongruenz, die einem ausgearteten Komplex linearen angehort,deren asso-
ziierte W-Kongruenz eine allgemeine Kongruenz ist (die Leitgerade dieses
Komplexes bildet die Gerade (yz), in welche eine der Fokalflachen ausartet).?)

TypIV: o =0 (0*=w*=1), « =ax £+ 0 (n2 = 1), (@2 — PR) US =+ 0,
K = 0. Allgemeine W-Kongruenz, deren assoziierte Kongruenz einem nicht
ausgearteten linearen Komplex angehort. :

Typ V: o =0 (@®=w2=1), a =ax+0 (72=1), (@2 — PR)S =0,

PQR

U=K=0Y Rang (P'Q’R’
Kongruenz einem ausgearteten Komplex angehort.

TypVI: 0 =0 (0?=w2=1), x =6 =0 (a2=1), (@2 — PR). S &0,

U=K EO,‘*)Rang(

) = 2. Allgemeine Kongruenz, deren assoziierte

;:,g,g, = 1. Allgemeine Kongruenz, deren assoziierte
Kongruenz in eine lineare (nicht parabolische) Kongruenz ausartet.

Fir alle vorliegende Typen der W-Kongruenzen gilt entweder sgn U ==
= sgn (@2 — PR), oder sgn U = sgn (Q2 — PR) = — 1.5)

Jede Segresche W-Kongruenz bestimmt gleichzeitig eine s. g. assoziierte
W-Kongruenz, welche durch die zu den Regelscharen der urspriinglichen Kon-
gruenz komplementaren Regelscharen gebildet wird; wenn die urspriingliche
Kongruenz einem linearen Komplex, bzw. einer linearen Kongruenz angehort,
so gehoren die Fokalflichen der assoziierten W-Kongruenz demselben Kom-
plex, bzw. derselben Kongruenz an. Untersucht man von diesem Standpunkte
aus die Segreschen W-Kongruenzen als Paare assoziierter Kongruenzen, so be-
stimmen die Kongruenzen des Types IT und IV, bzw. IIT und V je ein Paar von
assoziierten W-Kongruenzen mit derselben Eigenschaft. Im Falle der Kon-
gruenzen des Types VI entsprechen der linearen Kongruenz, als einer ausge-
arteten Segreschen Kongruenz, unendlich viele assoziierte W-Kongruenzen, da
jede zwei Regelflichen, die der linearen Kongruenz angehoren, ein Paar der
Fokalflichen einer Segreschen W-Kongruenz des Types VI bilden.

3) Die Kongruenzen des Types 1II werdenin der Abhandlung [7] nicht untersucht — so
gibt es also keinen Widerspruch zwischen der Relation (1.2) und der Relation w = 0.
Wenn w? = 1, w = 0, x = 0, x = 0 ist, dann artet die durch die Gerade (yz) beschriebene
Fokalfldche aus.

4) Die Relation U = 0 hat noch K == 0 zur Folge.

5) Die Relation @2 — PR = 0 charakterisiert die fleknodalen Kongruenzen, die wir
aus unseren Betrachtungen auslassen wollen.
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Fiihrt man statt des Parameters v einen s. g. normalen Parameter v ein (dieser
ist durch die Differentialgleichurg dv = ]/[Q2 — PR|dv definiert, wobei
@2 — PR (+ 0) eine Funktion von » ist), so kann man fiir die untersuchten
Typen der W-Kongruenzen die vollstindigen Systeme von unimodularen Projek-
twvdifferentialinvarianten bestimmen. Der Abhandlung [7] nach bilden das
vollstindige System dieser Invarianten fiir die Kongruenzen der Typen I, II, IV
die Ausdriicke o, 7, «, S, ¢ = Q> — PR (2= 1), H, K(x, S, H %+ 0, K sind
Funktionen des normalen Parameters). Man kann leicht feststellen, dass die

’

Avugdriicke o, u = % ,¢ = @2 — PR (¢2 = 1), H, K Invarianten der Kongruenz
des Types III sind.®)

Alle Regelscharen, in welche jede W-Kongruenz des Types V zerlegbar ist,
besitzen eine gemeinsame Gerade; wihlen wir diese Gerade zur Leitkurve der
beiden Fokalflichen, so kann man in das System (1.1)

(1.5) P=0, @Q=—¢, R=28, (p2=e=1)
einsetzen; die Vorzeichen w, 7, ¢ = @2 — PR = 1 und die Funktionen « + 0,

S, A= 1;, = & (des normalen Parameters) bilden das vollstindige System der
1

unimodularen Projektivdifferentialinvarianten der Kongruenzen des unter-

suchten Typs.?) Ist die Funktion 1 gegeben, dann gilt

(1.6) By = clfe“du dv ¢, ¢ +0,

sodass 8, bis auf Substitutionen mit konstanten Koeffizienten bestimmt wird;
verschiedener Wahl der erwihnten Koeffizienten entsprechen verschiedene
Leitkurven der Fokalflichen.

Die abwickelbaren Flichen (bzw. ihre Riickkehrkanten) der untersuchten
Kongruenz sind durch die Differentialgleichungen

(L.7) tits — toty = G(t), tity — tofy = — G(2)

bestimmt, wobei G(¢) die quadratische. Form

(1.8) Q(t) = Pt + 2Qt,t, + Ri:

kennzeichnet und die Striche Ableitungen nach dem Parameter v bedeuten.
Ist die Kongruenz L so orientiert, dass die Fokalfldche, die durch die Leitkurven

¢) Ist der Parameter ein normaler Parameter, dann gilt U = — 4¢H.

7) Ist die Achse des speziellen linearen Komplexes nicht die Leitkurve der Fokal-

— - — r —

flachen, dann gilt P = pf, + p, @ = ¢f, + ¢, R = rf, + r, Rang (? g __) = 2(Pyqy.-0s?
paqr

sind von Null verschiedene Konstanten). Ist der Parameter kein normaler Parameter und
fillt die Achse des linearen Komplexes mit der Geraden (yy) zusammen, dann ist P = 0,

QR =+ 0.
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C,und C, (C; und C;) bestimmt ist, die erste (zweite) Fokalfliche ist, dann
liegen die Riickkehrkanten der abwickelbaren Flichen, welche durch die
Differentialgleichung (1.7),, bzw. (1.7), bestimmt werden, auf der ersten, bzw.
zweiten Fokalfliche.8)

Statt der homogenen Parameter ¢, {, kann man den nichthomogenen Para-
meter
¢
(1.9) 22—y
ty
einfithren. Dann nehmen die Differentialgleichungen der abwickelbaren Flichen
die Form

(1.10) du = G(u) dv, bzw. du = — G(u) dv

an, wobei G/(u) einen evidenten Sinn hat. Nach Bedarf werden wir entweder
die homogenen, oder die nichthomogenen Parameter bentitzen.

Erwahnen wir noch, dass die Differentialgleichung (1.10) fiir die Typen I, II,
III und IV eine Riccatische Differentialgleichung ist, fiir den Typ V eine Ber-
noullische Gleichung, oder eine Riccatische Gleichung die in eine Bernoullische
transformierbar ist und fiir den Typ VI eine Gleichung mit getrennten Variab-
len, oder eine Gleichung, die in eine Gleichung mit getrennten Variablen trans-
formierbar ist.?) Bei dem Typ III sind die abwickelbaren Flachen, die durch die

Gleichung (1.7), definiert sind, Kegel, die der zweiten Fokalfliche von den
Punkten der Geraden (yz) umgeschrieben sind.

2. Abwickelbare Tra,g‘sformationen. Bezeichnen wir mit L die W-Kon-
gruenz, die durch das System (1.1) bestimmt ist. Untersuchen wir noch eine
andere W-Kongruenz 1L (von L verschieden!®)) und es sollen fiir 1L jene Rela-
tionen gelteﬁ, die wir aus den Relationen (1.1)—(1.10) durch zuschreiben des
Indexes 1 bekommen (z. B. 1y, 1z, 14, o, ...); statt %, und %, beniitzen wir
aber 7; und 7,.

Eine regulare Transformation
(2.1) T:Ww=fu,v), wu=qpu,v)

zwischen den Strahlen g und 'g zweier beliebiger Kongruenzen L und L ist
eine abwickelbare Transformation, wenn sie die abwickelbaren Flichen der

8) Vgl. [8], S. 8.
9) Fir die Kongruenzen des Types V kann man den nichthomogenen Parameter durch

die Relation ;l: u bestimmen; die Differentialgleichung der abwickelbaren Flichen ist
2
dann eine lineare Gleichung. Ist die Kongruenz vom Typ VI so hat die Differential-
gleichung (1.10) allgemein die Form »” = (p + qu -+ ru?) V, wobei p, g, r Konstanten sind
und V eine nur von v abhéngige Funktion ist.
10) D. b. die Kongruenzen L und L kann man durch keine projektive Transformation
ineinander transformieren.



Kongruenz L in die abwickelbaren Flichen der Kongruenz 'L iiberfithrt und
umgekehrt; das bedeutet: die Differentialgleichungen der abwickelbaren
Fliachen der Kongruenz L werden durch die abwickelbare Transformation (2.1)
in die Differentialgleichungen der abwickelbaren Flichen der Kongruenz L.
transformiert. In unseren Untersuchungen sind die abwickelbaren Fliachen
durch Riccatische, bzw. Bernoullische Gleichungen, oder Gleichungen mit
getrennten Variablen bestimmt und daher ist jede Transformation, welche eine
beliebige von den Gleichungen (1.10) in irgendeine von den Gleichungen

(2.2) du = G(u) dlv, du = — G(u)dw

desselben Typs iiberfithrt eine abwickelbare Transformation des untersuchten
Paares der W-Kongruenzen.

Lemma 2.1. Eine allgemeine abwickelbare Transformation der Segreschen.
Kongruenzen L und 1L ist gleichzeitig eine asymptotische Transformation.

Beweis. Von den Differentialgleichungen (1.10), bzw. (2.2) bekommt man
durch Subtrahieren und Addieren die Differentialgleichungen du = 0, dv =0
bzw. dlu = 0, d'v = 0 der asymptotischen Linien. Setzt man statt '« und v
nach (2.1) in die Gleichungen (2.2) ein, so bekommt man unter Voraussetzung,
dass (2.1) eine abwickelbare Transformation ist, die Differentialgleichungen
der abwickelbaren Flichen der  Kongruenz L und durch Subtrahieren und
Addieren folgt

fodu + f,do=0, ¢,du + ¢,dv=0.

Diese Gleichungen sind Differentialgleichungen der asymptotischen Linien
dann und nur dann, wenn die abwickelbare Transformation entweder durch die
Gleichungen der Form v = f(v), 'u = ¢(u) oder durch die Gleichungen der
Form W = f(u), 'u = ¢(v) bestimmt wird. Diese Transformationen sind aber
asymptotische Transformationen.!)

Soll eine abwickelbare Transformation 7' der Kongruenzen L und 'L eine
projektive Deformation sein, so ist es notwendig, dass sie auch eine asymptoti-
sche Transformation zwischen den Fokalflachen dieser Kongruenzen bestim-
me.12) '

Im Weiteren wollen wir unter Transformation 7' eine asymptotische ab-
wickelbare Transformation der untersuchten Segreschen W-Kongruenzen ver-
stehen.

Es sei die Orientation der untersuchten Gebilde folgendermassen einge-
fithrt:

11) Dasselbe Ergebnis bekommt man auch, wenn nur die Parameter » und v asympto-
tische Parameter sind und die Parameter » und u nichtasymptotische Parameter sind.
Dann ist die Kongruenz L durch das System (2) der Differentialgleichungen in der. Ab-.
handlung [7] bestimmt und analog L.

12) [4], S. 490.
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Definition 2.1. Es sei eine Kongruenz L durch das System (1.1) der Differen-
tialgleichungen der vorstehenden Reihe nach gegeben; es soll 4, (4,) der erste
(zweite) Brennpunkt des Strahles ¢ sein. Die durch den ersten (zweiten) Brenn-
punkt beschriebene Fliache soll die erste (zweite) Fokalfldche sein. Die Tangen-
tialebene in dem Punkte 4, (4,) der ersten (zweiten) Fokalfliche soll die zweite
(erste) Fokalebene sein. Die Kurven C,, C, bzw.C, C; sollen die ersten, bzw.
zweiten Leitkurven der Fokalflichen werden. Die durch die Differential-
gleichung (1.7),, bzw. (1.7), bestimmte Schicht der abwickelbaren Flichen,
deren Riickkehrkanten auf der ersten (zweiten) Fokalfliche liegen, ist die erste
(zweite) Schicht derselben. Der wachsende Parameter v bestimmt den positiven
Durchlaufsinn der Regelscharenschicht der Kongruenz L. Eine analoge Orien-
tation setzt man fiir die Kongruenz 1L voraus.

Der eingefiihrten orientierten Kongruenz L gehért ihre orientierte Dualisa-
tion L* an, welche durch das System der Differentialgleichungen

1a

(2.3) ?7’=(Q~S~§;)Z~P2~an,
-, 1o\ =
5—‘R77 (Q+S+§;)C7~aé,
1 ’
n':~(Q—S+§%)n+PC~&7;,

C’=*Rn+(Q+S—;;—%)C~&Z

bestimmt ist, wobei

(2.4) n=2%y)=xy29), 1=012Y9)=0ax0y,zy)),

{=W2zs2)=ay22), {=(42272)=0ax0y,z2)

ist. Ist der Punkt A, = t,y + t,2 (4, = tlyA + £,2) der erste (zweite) Brenn-

punkt des Strahles g, so ist By = ¢, + tZZ (By = t;n + t,0) die erste (zweite)
Fokalebene.

Ist die untersuchte Kongruenz vom Typ III, so sind die Fokalebenen in den

Punkten der festen Geraden (yz) unbestimmt und wir werden sie also folgender-

z, Y,
z, Y,

massen definieren: 7 = «(y, 2, y), { = a(y, 2, 2); (die Fokalebenen 7z und ¢
werden noch durch die Relationen (2.4) bestimmt). Die Differentialgleichung
der entsprechenden Dualisation L* bekommen wir dann von (2.3) durch die
Substitution & — 0, & — «.

Lemma 2.2. Das System der Differentialgleichungen der W-Kongruenz, die
A, (4,) fur den ersten (zweiten) Brennpunkt besitzt und fiir welche auch die Reihen-
folge der Fokalflichen, Fokalebenen und der Schichten der abwickelbaren Flichen
vertauscht wird folgt aus (1.1) durch die Transformation
(2.5) v,292 P, @ R, 8 &«

(?, 24,2, —P, —Q, —R, —8, «, oc) ’



die Rethenfolge der Leitkurven und der Durchlaufsinn der Regelscharenschicht
bletbt unabgedndert.

Das System der Differentialgleichungen der W-Kongruenzen fir welche die
Kurven C,, C5, bzw. O, C; die ersten, bzw. zweiten Leitkurven der Fokalflichen

21°

sind, bekommen wir von (1.1) durch die Transformation

(26) Y, %, ?;, Ea P’ Qs R: S’ &, &
2, y;z5 :17, *R, —Qy _—'P, S’ &, & 5

die Reihenfolge der Bremnpunkte, Brennflichen, Fokalebenen und der Schichten
der abwickelbaren Flichen und der Durchlaufsinn der Regelscharenschicht bleibt
unabgedndert.

Das System der Differentialgleichungen der W-Kongruenzen, fiir welche der
wachsende Parameter den negativen Durchlaufsinn der Regelscharenschicht be-
stimmt, folgt aus (1.1) durch die Transformation

(2.7) v.%9% P, Q R 8 & &
y; z, g, E, “P> _Q, ’“R: '_S: —K, ——I—X ’

wobet die Orientation der iwbrigen Gebilde unabgedndert bleibt.

Ist L nicht vom Typus I11, so bekommen wir das System (2.3) der Differential-
gleichungen, das die Dualisation L* von L bestimmt, aus dem System (1.1) durch
die Transformation
(2.8) v, 29,2, P,Q, R, S « «

(7_7, & & P,Q, R, —8S, —«, —&) .

Die Transformationen (2.5) und (2.6) bestimmen gewisse Kollineationen, durch
welche die Vorzeichen der Funktionen S und K sich gleichzeitig dndern oder un-
verdndert bletben. Die Transformation (2.8) ist eine unimodulare Korrelation, bet
welcher die Funktion S das Vorzeichen dndert und die Funktion K das Vorzeichen
nicht andert. Durch eine passende Kombination der Transformationen (2.5)—(2.8)
kann man erreichen, dass beliebige Funktionen o, S, K das Vorzeichen dndern,
oder nicht dndern; die Kongruenz als geometrisches Gebilde bleibt unabgeindert.r?)

Beweis. Die Transformation (2.5), bzw. (2.6) folgt durch Vergleichen der
ersten und der dritten, bzw. der ersten und der zweiten Gleichung des Systems
(1.1). Fithren wir in (1.1) statt » den Parameter — » ein, so bekommen wir die
Transformation (2.7). Die Transformation (2.8) ist in der Abhandlung [6]
(S. 25) eingefiihrt, wobei aber die Reihenfolge der Fokalebenen umgekehrt ist.
Die iibrigen Behauptungen sind offensichtlich.

Definition 2.2. Wir sagen, dass die Transformation 7'

a) von iibereinstimmender (positiver), bzw. nicht iibereinstimmender (nega-
tiver) Orientation ist, wenn sie die Reihenfolge der Leitkurven der Fokalflichen
von L und 1L einhilt, bzw. nicht einhilt.

13) Vgl. [6], S. 618—619.
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b) der ersten (zweiten) Art ist, wenn sie die Reihenfolge der Schichten der
abwickelbaren Flichen einhilt (nicht einhéilt).

Lemma 2.3. Die Untersuchung der Transformationen T ist dquivalent mat der
Untersuchung der asymptotischen Transformation der Regelflichen, welche eine
Kurvenschicht, die auf einer Regelfliche durch eine Riccatische (Bernoullische,
lineare homogene Differentialgleichung, Differentialgleichung mit getrennten
Variablen) bestimmt ist, in eine Kurvenschicht der zweiten Regelfliche wberfiihrt,
die durch eine GQleichung desselben Typs bestimmi ist.

Die Behauptung folgt einerseits daraus, dass die untersuchten Kongruenzen
zwischen den Fokalflichen eine asymptotische Transformation realisieren, bei
welcher die Punkte, welche denselben Parameterwert besitzen, einander ent-
sprechen, anderseits daraus, dass nur Differentialgleichungen von denselben
Typen ineinander transformiert werden konnen.

Wir beschrianken uns im Weiteren auf die iibereinstimmend orientierten
Transformationen 7' der ersten Art.

Bemerkung 2.1. Die Untersuchung der nicht iibereinstimmend orientierten
Transformationen 7' der 2. Art ist dquivalent mit der Untersuchung der iiber-
einstimmend orientierten Transformationen der 1. Art zwischen der Kon-
gruenz 1L und der Kongruenz, die durch das System der Differentialgleichun-
gen, das durch die Transformation (2.6) aus (1.1) folgt, bestimmt ist. Analog,
der iibereinstimmend orientierten Transformationen der 2. Art entsprechen die
iibereinstimmend orientierten Transformationen der 1. Art zwischen der Kon-
gruenz 'L und der Kongruenz, die durch das System der Differentialgleichun-
gen, das aus (1.1) durch die Transformation (2.5) folgt, bestimmt ist. Analog fiir
die nicht iibereinstimmend orientierten Transformationen der 2. Art.

In dem folgenden Satz werden die W-Kongruenzen bestimmt, fiir welche die
iibereinstimmend orientierte Transformation 7' der 1. Art die geradlinigen
Asymptotenlinien von L in die nicht geradlinigen Asymptotenlinien von 1L
iiberfiihrt.

Satz 2.1. Dann und nur dann, wenn den Asymptotenlinien w = c,, bzw.
v = ¢, der Kongruenz L der Reihe nach die Asymptotenlinien w = ¢, bzw.
w = 1¢, der Kongruenz L in einer beliebigen ubereinstimmend orientierten
Transformation der 1. Art ensprechen, dann ist die abwickelbare Transformation
durch die Gleichung der Form

(2.9) = f(u), ‘w= @)
bestimmt. Ist f(u) eine beliebige Funktion, dann gilt
(2.10) P= 9oV, Q= 4qV, R= 1V,
(2.11) P=1pU, Q=12qU, ‘R=1U,



wober

(2.12) P = "'P[f(w)].f(w), '@ ="Q[f(w)].[(w), R="'R[f(w)].f ()

ist, p, q, r bzw. p, 1q, ' (p* + ¢ -+ 72 == 0 == 1p? + 2 + 1¢2) Konstanten sind,
V == 0 eine beliebige nur von v abhingige Funktion ist und

, k

(2.13) U= P +0, k= Konst +0

ist; die Funktion ¢ wird bis auf eine Konstante bestimmit. Die Fokalflichen der
entsprechenden Kongruenz L (LL) sind in einer linearen Kongruenz, die gleichzeitig

assoziierte Kongruenz zu der Kongruenz L (1L) ust, enthalten.

Beweis. Setzt man in (2.1), nach (2.9) ein, so folgt

P0) 5= 1P + 2@ g0) + B 200 [ (),

wobei die Striche bei f, bzw. bei ¢ Ableitungen nach u, bzw. » bedeuten. Durch
Vergleichen mit der Relation (1.10), folgt

do

(2.14), B 20 1 ik = (P + 2Qu + Ru?) dv,
bzw.
(2.14), g’ du

= (P 2Qu Ru?) df .
P+ IR TR ¢ T A

Ist f (p) eine beliebig gegebehe Funktion, so bestimmt die Differential-
gleichung (2.14),, ((2.14),) gerade die Funktion ¢ (f). Beschrenken wir uns auf
den ersten Fall. '

Durch Integration der Gleichung (2.14), (unter Voraussetzung, dass % ein
Parameter ist) bekommen wir

%—_% = U, exp [21/1@2 — PR [ (P + 2Qu + Ru?) dv],
- %2
wobei U, eine beliebige Funktion von % ist und ¢, = ¢, Wurzeln der Gleichung
1P 4 2Qgp -+ R¢* = 0 sind; die letzten sind reelle oder imaginére Funktionen
von %. (Bs gilt ¢; = @, dann und nur dann, wenn 1Q* — PR = 0, d. i., wenn
1L eine fleknodale Kongruenz ist — diese haben wir aber von unseren Betrach-
tungen ausgeschlossen.) Soll ¢ nur von » abhangen, so ist es notwendig und hin-
reichend, dass (2.10) und (2.11) gelte und U, nur eine Konstante sei, wie aus der
Differentialgleichung (2.14); und ihrer Losung folgt.

Da die Matrix (;g,ﬁ,
eine lineare Kongruenz, d. b. L ist vom Typ VI.

)von Rang 1 ist, so ist die zu L assoziierte Kongruenz
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Setzt man die Losung ¢ der Gleichung (2.14), (unter Voraussetzung (2.10),
(2.11)) in die Gleichung (2.14), ein, so folgt, dass auch die zu 1L assoziierte
Kongruenz eine lineare Kongruenz ist.4)

Satz 2.2. Es ses T eine beliebige abwickelbare Transformation, welche die
Asymptotenlinien u, bzw. v der Fokalflichen von L in die Asymptotenlinien ‘u,
bzw. W der Fokalflichen von 1L dberfihrt, d. ©. die Transformation

(2.15) =), w={f@),

wobei f'(v) > 0 vorausgesetzt wird.*®) Durch etne passende Wahl der arithmetischen.
Leitkurven Csy, Ciz, Os3, O3 statt der ursprimglichen Leitkurven C,,. C.,, Cig, Cs;
der Fokalflichen von L (die Koordinaten der Punkte der meuen Leitkurven er-
fiillen eine zu (1.2) analoge Relation) kann man erreichen, dass die Transformation

(2.15) die Form
(2.16) w=¢u), Ww=vw
annimmi.
Beweis. Fithrt man statt des Parameters v der Kongruenz 'L einen neuen:
Parameter w durch die Relation v = f(1v) und gleichzeitig die neuen Leit-

kurven
1

Vi)’

1?7:913/! 15:9121 1:':12915’ 1%:912, e =
ein, dann gilt

L. Ay Az ~ - ody diz
1 1 7 — |1 1 — 1 1,2 —
(y’ a5 dla)‘(?’z’dla’dla)*“’ (o =1).

Durch diese Transformation bleibt 1L unabgesindert und es ist v = f(1v) =

14) Beweisen wir auf eine andere Weise, dass die Fokalflichen der Kongruenz L in einer
linearen Kongruenz enthalten sind. Die Koeffizienten A, B, C, bzw. 4, B, C der flekno-
dalen Formen der entsprechenden Fokalflichen, werden durch die Relationen (nach den

Gleichungen (5a) und (5b) der Abhandlung [7])

N « '
A:P(———2S)——P’, B:Q(~———~2S)—Q’, C:R(—~2S)-—R’
X

x x
bzw.
_ o’ — o’ _ o’
A=—P(~+2S)+P’, B:——Q(—+2S)+Q’, C:—R(~+2S)+R'

o 1o ) *

. A B 4 B L
ausgedriickt. Es gelte (2.10), so ist — = — = —, bzw. = = — = —, womit in Hinsicht.
A B C A B C

auf [5] (S. 223) die Behauptung bewiesen ist.

15) Durch diese Voraussetzung wird die eineindeutige Abbildung der Asymptoten--
linien v auf v gesichert und die Orientation der Regelscharen erhalten.
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= f(v) und also = l; schreibt man wieder v statt 19, so folgt gerade die
Transformation (2.16).16)

Im Weiteren wollen wir voraussetzen, dass die Transformation der Leit-
kurven der Kongruenz 1L die Form (2.16) besitzt und die neuen Leitkurven
bezeichnen wir wieder C.,, C.,, Cy;, Cs;.

Satz 2.3. Es seien L und L zwei beliebige Kongruenzen vom Typ 1—VI und es
soll R == 0 == R gelten. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass
(2.16) shre dbereinstimmend orientierte Transformation der 1. bzw. 2. Art ses, ist,
dass

(2.17) Q®> — PR = > — P'R

st und dass die Funktion ¢ die Form
(2.18) Ww=¢u)=————, ps—qr=+0,

(p, q, 7, s sind Konstanten) besitzt.1")

Beweis. Betrachten wir zuerst die Kongruenzen der Typen I—1IV, fiir
welche die Differentialgleichung der abwickelbaren Flichen eine Riccatische
Gleichung ist.

Die notwendige Bedingung dafiir, dass die Transformation (2.16) eine ab-
wickelbare Transformation der 1. Art sei, ist, dass die Funktion ¢ die Differen-
tialgleichung

dp o du
Py - Ryt T P 2u T R
erfiillt, wobei die Funktionen P, @, R und 1P, '@, 'R von v abhiéngen. Diese
Differentialgleichung bekommt man durch Einsetzen statt w und v nach
(2.16) in die Gleichung (2.2); und durch Vergleichen mit der Gleichung (1.10),.1%)
Die Integration der vorliegenden Differentialgleichung (v ist ein Parameter, der
nicht von der Integrationsverdnderlichen abhangt) gibt die Losung der Form
(L und 1L sind keine fleknodale Kongruenzen)

(2.19) il & ,1(%‘_:,.?_@) ,
P — P2 U Uy

wobei ¢y, p,, bzaw. u,, u, Wurzeln der quadratischen Gleichung P - 2'Q¢p +

16) Die Transformationsformeln der Funktionen P, @, R, S und « fiir ein beliebiges ¢
siehe [7], S. 15.
17) Die Funktion ¢ ist deswegen in der vorliegenden Form geschrieben, damit die
P +e besitze.
ru + s
18) Soll die Transformation von 2. Art sein, so setzt man in die Gleichung (2.2), nach
(2.16) ein und das Ergebnis vergleicht man mit der Gleichung (1.10),.

inverse Transformation, die wir brauchen werden, die Form u =
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+ 1Rp? = 0, bzw. P + 2Qu + Ru® = 0 sind, » eine gewisse Funktion der
Koeffizienten dieser Gleichungen ist und 1 eine beliebige Funktion von v ist.
Da die untersuchten Kongruenzen und auch ihre assoziierte Kongruenzen keine
lineare Kongruenzen sind, so hingt wenigstens eine von den Wurzeln ¢, @,,
bzw. u,, u, von v ab. Setzt man in die Gleichung (2.2), fiir ¢ nach der Relation
(2.19), ein, so folgt eine Riccatische Differentialgleichung dann und nur dann,
02 — 1piR

0T PR ist, also dann und nur dann, wenn

wenn »2 = listundda» = + V
(2.17) gilt.1*) Dann ist

(91 — Ago) u + (Apauy — @ruty)
(1 — 2) u + (Auy — u,) )

Soll ¢ nur von u abhéngen, so miissen die Koeffizienten ¢, — Ap,, Ap,u; —
— @y, 1 — A, Au; — u, oder wenigstens ihre Quotienten konstant werden, und
also unter den Funktionen P, @, R und 1P, 1Q, 1R gewisse Relationen gelten2®)
und die Funktion ¢ muss die Form (2.18) besitzen.

¢7:

Die Differentialgleichung der abwickelbaren Flachen der Typen V und VI
ist formell auch Riccatische Gleichung; diese kann man aber durch eine
passende Wahl der Leitkurven in eine Bernoullische, bzw. lineare Differential-
gleichung iiberfithren, was nur eine lineare Transformation der Parameter u
und '« erfordert, sodass der Beweis mit dem vorliegenden Beweise iiber-
einstimmt.

Bemerkung 2.2. Beniitzen wir statt der nichthomogenen Parameter u,
bzw. 4 in der Transformation (2.16) die homogenen Parameter, so wird die
allgemeinste iibereinstimmend orientierte asymptotische Transformation 7'
durch die Gleichung

(2.20) ¢, =v(s1y +7175), ty=19(Q7, + pTs), v=W (ps—qr=0)
bestimmt, wobei p, ¢, 7, s Konstanten sind.

Satz 2.4. Es set (2.20) eine dbereinstimmend orientierte Transformation der
1. Art der Kongruenzen L und *L. Man kann die neuen Leitkurven Cy, C;, C5, Cs
fiir die Fokalflichen der Kongruenz L und die newen Parameter i, und i, ein-
fithren und die Konstante v so wihlen, dass die Transformation T die einfache
Form

(2.21) =1y, tb=1y, v=1W

ammimmt; die Brennpunkte A,, A, der Kongruenz L und die korrespondierenden
Brennpunkte *A,, 14, der Kongruenz 'L besitzen die gleichen Werte der Para-

19) Ist v = — 1, so transformiert 7' die erste Schicht der abwickelbaren Fliichen von L
in die zweite Schicht derselben von 1L.

20) Diese Relationen werden weiter bestimmt.
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meter. Das System (1.1) der Differentialgleichungen wird durch die Transforma-
tion

7,2,”7E’P’ "R7S7 ,—
2.22) (./ ] Q &« zx)

g,g,j’g,};,@:is’“,&

transformaert, wobet

(23 PP 20t Be 5 Prs o+ Qps + ) + Bpg
ps —qr ps — qr

Pr? 4 2Qpr 4 Rp?
ps —qr

R:

(ps — qr + 0)
ist.

Beweis. Fiithren wir statt der Leitkurven der ersten Fokalfliche der Kon-
gruenz L, die durch die Punkte

(2.24) g =y +q2), z=1r(ry+ p2)

beschriebenen Leitkurven ein; dabei miissen wir auch gleichzeitig auf der
zweiten Fokalfliche fiir die Leitkurven, die durch die Punkte

(2.25) Y=y + qz), z= v(ry + pz)
beschriebenen Kurven wihlen, sodass die Untersuchungen, welche wir fiir die
erste Fokalfliche durchfithren werden, auch fiir die zweite Fokalfliche gelten.

Die Kurven C; und C; sind wieder Asymptotenlinien und es gilt
~ . dy dz} | . dy dz
(y,z,a,a)—v(ps—qr) Y5 40 dnl

Normiert man den Faktor » so, dass

(2.26) vips —gr)2 =1
gelte, so folgt
' .. dy dZ
(y, 2, a%, %) =w.

Einer beliebigen durch den Punkt o(i'y + u'z) beschriebenen Kurve (d. i.
fiir 7, = o4, 7, = pu) entspricht in der Transformation (2.20) die durch den
Punkt o(’y + uZ) beschriebene Kurve, sodass #, = oA = Ty, fy = ou = T,
ist. Die Relationen (2.23) und (2.22) kann man leicht durch Einsetzen in
(1.1) nach (2.24) und (2.25) unter Voraussetzung (2.26) verifizieren.

Folgerung 2.1. Zwischen den Kongruenzen L und 1L existiert eine abwickel-
bare ibereinstimmend orientierte Transformation T der 1. Art, welche durch die
Gleichungen (2.16) bestimmt ist, dann und nur dann, wenn die Konstanten p, q,
7, 8 (ps — qr &= 0) so existieren, dass

(2.27) P=1wp, Q='9, R='R
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gilt, wobei P, Q, R durch die Gleichungen (2.23) bestimmt werden. Diese Trans-
formation hdlt die nach der Definition 2.1 eingefiihrte Rethenfolge der Leitkurven
der Fokalflichen ein und die Leitkurven und die Haupthkurven®') entsprechen
einander; die letzten sind gleichzeitig fitr beide Kongruenzen reell oder tmagindr.

Bemerkung 2.3. Die letzten Bshauptungen folgen entweder daraus, dass
die Gleichung der Hauptkurven der Kongruenz L nach der Leitkurventransfor-
mation

() = Piz + 2Qit, + Riz =0
ist, oder es folgt folgendermassen:

Die Transformation (2.20) transformiert die quadratische Form (1.8) in die
Form

vi(ps — qr)(Pt} + 2Q77, + Ry,
sodass die Parameter der Hauptkurven
(2.28) (fg) _—Q+ Vo= — Pk r
mila 7 A (T
sind. Den Hauptkurven der Kongruenz entsprechen in der Transformation
(2.24) die durch die Punkte

(2:29) o['Ry + (—'Q + |1Q* — *P'R) 7]

beschriebenen Kurven, wobei ¢ == 0 eine beliebige Funktion ist. Die Haupt-
kurven der Kongruenz L beschreiben die Punkte

u[Ry + (— Q + J/@* — PR) 2

oder (geht man zu den neuen Leitkurven C; und Cj iiber und setzt statt P, @, B
nach (2.24) ein) die Punkte

pe o a- 5 Ve~ BE
M[Rer(—QiVQ — PR)z],

wobei ¢ und g beliebige Funktionen sind.22) Durch Vergleichen mit der Rela-
tion (2.29) (mit Anwendung (2.25)) folgt die Behauptung.

) D. i. die durch die Gleichung P#} + 2Qtt, + Rt = 0 bestimmten Kurven
(71, 8. 8).
22) Die letzte Relation bekommt man aus der Relation
(rl) rP— sb - sV(:?z —13}&’
T2/1,2 slé—ré ?rl/ézﬂﬁl}

welche aus (2.28) folgt.
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Satz 2.5. Wenn eine iibereinstimmend orientierte abwickelbare Transformation
T der ersten Art zwischen den Kongruenzem L und L existiert, so existiert nur
eine einzige.

Beweis. Setzen wir voraus, dass zwischen den Kongruenzen L und 'L zwei
verschiedene alwickelbare Transformationen 7' und 17" des vorliegenden Typs
existieren. In Hinsicht auf die Folgerung 2.1 miissen also ausser der vier Kon-
stanten p, ¢, 7, s noch andere vier Konstanten p, ¢, r, s (‘p's — ¢*r * 0)
existieren, die die Funktionen P, @), R, bestimmen (diese bekommt man aus
den Funktionen P, @, R durch die Transformation (2.23), wobei p, q, r, s der
Reihe nach durch 1p, 1q, r, 's ersetzt wird), fiir welche Pl = 1P, Ql = 1@,
R, = 1R gilt und nach (2.27) folgt also

(2.30) P,=P, ¢,=Q, R =R.

Da aber P, @, R beliebige unabhingige Funktionen sind, so folgt aus der
Relation (2.30), dass

Pt ¢ o s ps—qr _ pstgqr

1p2 1q2 1p2 1g2 lpls - lqlr lpls + lqlr

ist; die Konstanten p, g, r, s und p, g, 1r, s unterscheiden sich also nur durch
einen konstanten Faktor. In Hinsicht auf die Bedingung (2.26) werden wieder
die neuen arithmetischen Leitkurven in der Transformation 7' durch die
Punkte (2.24) beschrieben.

Bemerkung 2.4. Durch Einfithrung der neuen arithmetischen Leitkurven
und des neuen Parameters fir die Kongruenz 'L (Satz 2.2) werden die
urspriirglichen Funktionen 'P,Q,'R in p2'P, 0@, 0*'R transformiert

(92 = f—'(ﬁlli) , 10 = v) . Da wir statt 2P, 02 1Q, p2'R, wieder nur P, 1), R ge-

schrieben haben, so folgt, dass die Gleichungen (2.27) mit der urspriinglichen
Bezeichnung geschrieben, die Form P = 021P, Q= 0%1Q, R = 021R besitzen,
wobei P, Q, R durch (2.23) bestimmt sind.

Dann und nur dann wenn die Konstanten p, q, 7, s (ps — qr # 0) so existie-
ren, dass fiir zwei beliebige Systeme der Differentialgleichungen, die die Kon-
gruenzen L und 'L bestimmen,

(2.30) P:Q:R=1P:1Q:R
gilt (P, Q, R sind durch die Gleichungen (2.23) definiert), so existiert eine ab-
wickelbare Transformation 7' der Kongruenzen L und 'L. Alle Funktionen f,
die die Transformation der Parameter » und '» (durch eine Gleichurg der
Form v = f(v)) bestimmen, sind von einer Konstante abhéng’g, da f eine Lo-
sung der Differentialgleichung

df dv

i—(IT) N P(v)

ist.
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Wenn die Konstanten p, q,r,s (ps — qr % 0) so existieren, dass fiir die
Funktionen P, Q, R, 1P, 1Q), 'R die Relation P:Q:R=1R:Q:'P gilt, dann
existieren zwischen den entsprechenden Kongruenzen die nichtiibereinstim-
mend orientierten abwickelbaren Transformationen. Fiir die Funktion f folgt
eine analege Differentialgleichung, wie in dem vorliegenden Fall.

Setzen wir im Weiteren voraus, dass fiir die Systeme der Differential-
gleichungen, die die Kongruenzen L und 'L bestimmen, die Relationen

(2.31) P=1P, @Q=1¢, R='R
gelten und die abwickelbare Transformation soll durch die Gleichungen
(2.32) h=1, l,=1, v="w

ausgedriickt werden.
In Hinsicht auf die vorliegenden Ergebnisse gilt

Satz 2.6. Sollen zwei Segresche W-Kongruenzen abwickelbar transformiert
werden konnen, so ist es motwendig, dass jede derselben einem beliebigen der

Typen 1, 11, II1 angehore, oder, dass beide dem Typ IV, bzw. V, bzw. VI ange-
horen.

Satz 2.7. Fur die beiden Kongruenzen L und 'L, die in abwickelbaren Trans-
_ formation (2.32) sind, kann man statt des Parameters v = v gleichzeitig einen
gemeinsamen normalen Parameter einfithren.

Beweis. Der normale Parameter v*, bzw. v* der Kongruenz L, bzw. 1L ist
durch die Differentialgleichung
Tl—: dov*, bzw. dw = -jjlﬁt dle*
Vi —Pr Vier =P
bestimmt. Nach der Relation (2.31) folgt dv* = dlv*, w. z. b. w.

dv =

3. Projektive Deformation. Um die weiteren Untersuchungen ohne lange
Rechnung ausfithren zu konnen, fithren wir in dem folgenden Lemma einige
Relationen ein, die wir brauchen werden.

Lemma 3.1. Es gilt
(3.1) (y@’::(28 —»%)(yw + «(yz) — (29) ,
= (2 + Y @a 1500 @)
W9 = — % 09 + PR — @)
” !

(z) = — — (22) + R(yz) — (29) ,
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() = (2@ = 0;) v9) — Pd) — Ruyg) + a0 + x@2)

(y) = — (2Q + Z) (:y) + P(z2) + R(yy) — alyz) — x(y2)

(3.2)  (Ady) = B(yy) + ht. (42) + (y) + B(z2)

(3.3) d(4.,4,) = (2t1 dt; — % t d”) (vy) + [d(tltz) 4+ @Q(t)dv — %tltz dv] (yz) +

+ [d(tltz) — G(t)ydv — % tty dv] (2y) + (2t2 dt, — %t% dv) (2z) ,

'

[0

. \’ ’ 2
(3.4) d¥(A4,4,) = [2(dt1)2 _ (%) gt — 4% 1t dv + ( ) 2 do? —

x
'

— 2R G(t) dm] (yy) + [2(dt2)2 — (‘—x-) 12 do® — 4% ty dty, dov +

[0
\2

+ (%) t2 do? — 2P G(t) dvz] (22) + [2dt1 dt, — (%) bty dv? —

'
2%

—2 % d(tyt,) dv +(

[0

2 ' .
) tit, do? + 2(@ — %;-)G(t) dv? + G(t) dv? 4

1 26(dt) dv] (y2) + [zdt1 dt, — (%) b, dv? — 29‘0-; A(t,ts) dv +

+ (%)2t1z2 do? + 2 (Q + %) G(t) dv* — G(t) dv? —
— 2/dr) dv] (:9) + 260)[&(y2) + «FF)] do?,
wobes
(3.5)1,2 G(t) = P} + 2Q’t1t2 + R/tg ,
G(dt) = 2[Pt; dt, + Q d(tyts) + Rty dty) .
Fiir die Kongruenz 'L folgen den Relationen (3.1)—(3.5) analoge Relationen
durch die Transformation

(3.6) ( Ay, Ay Y, 2 Y 2P QR x, w, S, v, by by, G0), G(t), G(dt)
’ 1A1, 1A2; 1’!/, lz’ 1?’ 157 P? Q7 R7 10‘; 1&5 IS: LU: Tl7 7:2: G(T)7 G(T)sG(dT) .

Beweis. Es folgt durch direkte Ausrechnung unter Verwendung des Systems
(L.1).

Soll die abwickelbare Transformation 7' eine projektive Deformation zweiter
Ordnung werden, so ist es notwendig und hinreichend, dass zu je zwei Strahlen
(A,4,), (14,'4,) die in der abwickelbaren Transformation (2.32) korres-
pondieren (wenigstens) eine Kollineation so existiert, dass
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(3-7)1—3 H(A1A2) = (1A11A2) ’
H d(AlAz) = d(lAllAz) + 19(1A11A2) s
H d2(A1Az) = dz(lAllAz) + 29 d(lAllAz) + 0(1A11A2)

gilt, wobei ¢ eine gewisse zweckentsprechende Differentialform und @ eine
beliebige Differentialform ist.

In den weiteren Untersuchungen konstruieren wir sukzessiv: die Kolli-
neation, welche die Relation (3.7), erfiillt, dann die Tangentialkollineation, die
die Relationen (3.7),_, erfiillt und schliesslich die Schmiegkollineation, die die
Relationen (3.7),_ erfiillt.

Satz 3.1. Soll die Kollineation H den Brennpunkt A,, bzw. A, des Strahles der
Kongruenz L in den Brennpunkt 14, bzw. 1A, des in der abwickelbaren Transfor-
mation entsprechenden Strahles der Kongruenz 1L und dadurch die Gerade (A,A4,)
in die Gerade (LA*A,) dberfihren, so ist es notwendig und hinreichend, dass sie
die Form

(3.8) Hy — (0 — My) %y — ply'z — w1y + oty1% ,
Hz = MYy + (0 — pty) 2 + vt,%y — otz ,
Hy = — Myly + pty'z + (071 — oty) 1y + oty'z,

Hz = 2ty — pt'z + vty + (07! — ot;) 2
hat, wobei o == 0, A, v, u, o, A, u, v, ¢ beliebige Funktionen sind,?®) oder in den
Linienkoordinaten die Form

(3.9i-s H) = [o* — oluty + M)J(0y) + ovh,(y) — eoh(y'2) +
+ oviy(12'y) — poty(2'2) ,
H(yy) = lout, — (Ap) té](lylz) + [ — 7'M, — vty + (152'53](1?/1?7) +
+ Loty — (Ao) B10y%) + [o~wt, — () B102%) +
+ (uo) t3(12%2) + [o~'at, — (v0) t3]("Y*2) ,
H(yz) = [— Qﬁt1 + (M) t,t,](%y%2) + [ovt, — (M) tltzl(lyig) + _
+[1 — Q_lltzh_ ooty “}: (20) tit,](Yy'2) ‘_i_ (uv) t_ltg(lzly) +
+ [o7luty — (uo) tit,](*2"%) + [0ty + (vo) tt,1('Y'2) ,
H(E) = [ty + () 6100%) + [0l — () lsl0y) +
+ (}f) tit(ty'z) + [1 - o lut, — ovty ‘t (/“’) tlle(lzly) +
+ [eot, — (uo) 1,t,)(*2%2) + [0~ at; + (vo) tit]("Y'2) ,
H(zz) = [— oty + (M) §1(y*) + () bt,(9'y) + [o™22 + (A0) 1] .
L0y2) + oty — () £1029) + (L — oty — gaty +
+ (uo) 11](12'2) + [o~Wt, — (v0) £1(%y%2) ,
H@E) = — o= 9,(99) — 0~ Ta('%) + 0ty (29) + 0 ats(27) +
+ [0 — o7 1(vt, + ot))]('y'2) ,

2) Fir ein konkretes Paar von korrespondierenden Strahlen sollen die Funktionen-
werte fur die Parameter ¢,, ¢,, v der untersuchten Strahlen bestimmt werden.
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wobet N ~
(Ap) = Ap — Au, ()= 2dv — v, ...
ust.
Beweis. Es sei
(3.10) Hy = ayly + ap'z + a5’y + an'z,
Hz = 'y + y'2 + y5yY + a0z,
Hy = ay'y + ag'z + as'y + a5,'z
Hz = a3,y + 45’2 + ays'y + a2z, layl &0
eine beliebige regulare Kollineation. Soll diese Kollineation den Brennpunkt

A,, bzw. A, in den Brennpunkt 14,, bzw. 14, iibertragen und soll gleichzeitig
die Relation (3.7), gelten, so ist notwendig und hinreichend,?*) dass

(3.11) HA, = 0'4,, HA,= p-114,, 00, belieb.

ist. Setzt man in diese Relation fiir 4,, 4, nach (1.3) und 14, = 7,y + 7,',
14, = 7,y + 7,%2 (unter Voraussetzung (2.31) und (2.32)) ein, so folgen nach
(3.11) fiir die Koeffizienten a,, die Beziehungen

t_l _ Aoy . (@gs — 0) . Qo3 Aoq
=2 = 1% B/ 2
ty — (@ — 0) Q1p 13 Q14
. -1
ﬁ__ﬁ’.‘ﬂ__f{g~> @43 0T Ty
ty A3y 39 ol — ay Q34

Auf Grund dieser Relationen kann man die Koeffizienten a;, mittels der
Funktionen A, p, v, 0, 4, u, », ¢ so ausdriicken, dass die Kollineation die Form
(3.8) annimmt. Durch eine direkte Ausrechnung folgen von (3.8) die Relationen
(3.9).

Satz 3.2. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafir, dass die Kolli-
neation (3.8), bzw. (3.9) eine Tangentialkollineation der Transformation T ist,
besteht in den Relationen

(3.12) A=0bt,, m=—>bty, v="0bt

v , = — bt,,
A=at,, u= —at,, v=at,

g
o= —al,,

wobei a, b, a, b beliebige Funktionen sind. Die Tangentialkollineation ist durch die
Gleichungen "

(3.13) Hy = (0 — atyty) Yy — atilz — bi,t,'y — b3z,
Hz = ati'y + (0 + atity) 'z + biy'y + bty ,
Hy = — bt,t,ly — bta'z + (ot — atyty) 'y — aty'z,

Hz = btily + btyty'z + atily + (o~ + atyt,) 2

21) Vgl. [4], S. 489.
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bestimmt, die in den Linitenkoordinaten die Form

(3.14) H(yz) = 0*(y'2) + obti(y'y) + obhito(iy'2) + obtito(219) + obti(212) ,
H(yy) = — obly(ly'2) + [1 — (07a + ga) il + (aa) HL1(%Y'Y) +
+ [— oat; + (aa) t,3](%y%) + [— otaly + (aa) Lt3](*2Yy) +
+ (aa) t(2%2) + o Wty(1y'2)
H(yz) = obtty(Yy*z) + [eal; — (aa) tit,)(y'y) + [L — (0 ~'a — pa) tit, —
— (aa) titz](*y'2) — (aa) Gt3(2Yy) — [0 al; + (aa) t15)(%2'2) —
— 07t ty(Yy'2)
H(zy) = obtit,(y'2) + [o7'ali — (aa) G](YY) — (aa) Gts(ty'z) -
+ [1 + (0% — ga) ity — (aa) (113)(*2y) — [oats + (aa) t,t3] .
. (212) — ot t,(y'2)
H(zz) = — obti(1y*2) + (aa) ti(*y"y) + [o~ati + (aa) 38,])("y"z) + [oati+
+ (aa) tit,](%2y) + [1 + (07'a + ga) Lty + (aa) t313]('22) +
+ 070K (y%)
H(yz) = — 07 bt(%y"y) — 0 Wtita(Yy'z) — 0 btity('2'y) — 0 Mbl5(*2%2) +
+ omiy3)
haben, wobei(aa) = aaw — bb ist. Die Tangentialkollineation ist unimodular und
die Differentialform 9 in der Relation (3.7), wird durch die Relation

1,7 ’
(3.15) 9= (f“ — %) dv + ealt, dt, — t, dt, + G(t) dv] +
+ o7 taft, dt, — t, dt, — G(t) dv]
bestimmd.

Beweis. Setzt man in die linke Seite der Relation (3.7), nach (3.9) ein und
vergleicht man dann die beiden Seiten (die Geraden (yz), (y¥), ..., (¥z) und
(*y'2), (*4'y), ..., (‘y'z) sind linear unabhingige Geraden), so folgt (¢, == 0 == t,)
(3.16),,5 oty + M)ty dty — ¢, dt, — G(t) dv] = 0,

0N tyo + t)[ty dt, — ¢, dt, — G(t) dv] = 0,

(3.17);4
" 2 1
(t, dt, — t, dt, (@1 4+ ot ) + G(t)dv( z g~15) 1+ (-fi —“—)dvA 9,
t t t x
_ _ L
(t, Aty — tzdt)( L )—G(t)dv(gg+@1£)+(1’i~~)dv~ﬁ
e t ty b x
_ _ »
(ty dty — tydty )(@3 ~ -1“) + G(t) dv (91 +o! ’i) + (i — —) dv =19,
iy t ty 1o
_ _ .
(tldtzvfgdtl)( 2 “”)—G(t)dv(@g~9'”i)+(f‘ ———)dv—ﬂ
t 2 t2 t2 x
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Die letzten vier Relationen sind nicht linear unabhingig; durch Subtra-
hieren einerseits der Relationen (3.17), und (3.17),, bzw. (3.17); und (3.17), und
anderseits der Relationen (3.17),, (3.17)3, bzw. (3.17),, (3.17), folgen zwei un-
abhingige Relationen

(3.16),4 o1 (? + ;i) [t, dt, — t, dt, — Q(t) dv] = O,
1 2

v

0 (71 T+ ti‘z) [ty dty — £y dt, + G(t) dv] = 0 .

Da ¢, d¢, — t, dt, und do beliebige linear unabhéngige Differentialformen sind,
so kann man auf Grund der Relationen (3.16),_¢ statt der 8 Funktionen 4, u, »,
o, 4, i, v, o nur 4 Funktionen a, @, b, b so einfithren, wie in der Relation (3.12)
angegeben ist. Die Gleichungen (3.13), bzw. (3.14) der Tangentialkollineation
folgen durch Einsetzen nach (3.12) in die Relationen (3.8), bzw. (3.9). Die
Differentialform ¢ folgt durch Einsetzen nach (3.12) in eine beliebige der
Relationen (3.17),_,. Da die Koeffizienten der Gleichungen (3.14), und (3.14),
Minoren der ersten und der zweiten zwei Reihen der Determinante der Kolli-
neation (3.13) sind, so sieht man leicht, dass die Kollineation (3.13) unimodular
ist.

Satz 3.3. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass die unter-
suchte abwickelbare Transformation T der Kongruenzen L und L (von denen
keine vom T'yp 111 ist) eine projektive Deformation wird, deren Schmiegkollineation.
reelle, bzw. 1magindre Koeffizienten besitzt, ist, dass ausser den Relationen (2.31)
noch die Relationen

(3.18), 5 a=1, x=, bew. a=—1a, x=1n

gelten. Soll die Tangentialkollineation (3.13) eine Schmiegkollineation (mit reellen,
bzw. tmagindren Koeffizienten) werden, so ist es notwendig und hinreichend, dass

(3.19) ?=1, baw. o*=—1 und a=a=0b=0=0
gilt; die Schmiegkollineation wird in den” Punktkoordinaten durch die Relationen.
(3.20) Hy = oy, Hz= %, Hy= 1'%y, Hz=p11z,
oder in den Qeradenkoordinaten durch die Relationen .‘
(3.21) H(yz) = 0*("y*2), H(yy) = ("), H(yz) = (W),
= (1z

H(zy) = (%), H(z) = ("2'2) , H(yz) = 0~*('y%2)
ausgedriickt.

Ist L vom Typ III und wenn x = 0 gilt, dann ist ‘o = 0 und also auch die
Kongruenz 1L st vom Typ I11, sodass die ersten Fokalflichen der beiden Kon-~
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gruenzen ausarten; statt der Bedingung (3.18) bekommen wir fiir diesen Typ der
Kongruenzen die Bedingung

(3.22) x = p%lx;

die Relationen (3.20) und (3.21) (¢n denen jetzt o durch (3.22) bestimmt ist) bleiben

aber formell unabgedindert.

Beweis. Setzt man in (3.7); nach (3.4) und (3.14) ein, so folgen durch Ver-
gleichen der Koeffizienten bei (1y2), (ly'y), ..., (\y'z) sechs Relationen, die nicht
. unabhéngig sind und die in analoger Weise, wie in dem Beweise des Satzes 3.2
auf folgende vier
(3.23) b[G2(t) dv® — (t, dt, — t; dt,)?] + G(f)(xe? — &) dv2 = 0 ,

0= B[(t,dt, — t,dty)2 — G2(t) dv?] + G(t)(xo~* — &) dv? = 0,
oalt, dt, — t, dt; + G(t) dv]® + o~la[t, dt, — t, dt, — G(t) dv]> = 0,
oalt, dt, — t, dt, + Q(t) dv]? — p~la[t, dt, — t, dt, — G(t) dv]> = 0
reduziert werden konnen. Da ¢, df, — ¢, df, und dv zwei linear unabhéngige
Differentialformen sind, so folgt @ =a = b = b = 0 und xp? — 'x = xp~2 —
— x = 0.
Wenn « = 0 ist, dann ist auch notwendig 1x = 0, und die Relation (3.22)

bestimmt p2. Von den letzten Relationen bekommt man (unter Voraussetzung,
dass L und L nicht vom Typ III sind) die Relationen

x «

i =72, iy = 0.
Da « und 1« reelle Funktionen sind und & = 7z, o = Wwlx (2 = a2 = 1) ist,
so folgt # = 7 und |x| = |'«|. Wenn &« = 1x, bzw. &« = — «! ist, dann gilt
e = 1, bzw. p* = — 1, und die Kollineation (3.20) hat, bzw. hat nicht reelle
Koeffizienten.

Bemerkung 3.1. Sind L und 1L vom Typ III, dann nehmen die Differential-
formen ¢ und O die Form

1,7 ’ 147\ \’ 17 ’
B e R (VR R O
2.4 [0 (2.4 24 X &

an und wenn L und 1L projektiv sind, dann ist ¢ = @ = 0.

Satz 3.4. Jede idibereinstimmend orientierte Transformation T der 1. Art der
Kongruenzen L und 1L, die durch die Gleichungen (2.32) bestimmt ist (unter Vor-
aussetzung (2.31)), ist eine asymptotische Deformation erster Ordnung. Sind die
Parameterwerte t,, t,, v gegeben, so existieren fir die korrespondierenden Strahlen g
und g der Kongruenzen L und 1L o0 Tangentialkollineationen.?s)

Zu jeder Kongruenz eines beliebigen von den Typen I, II, II1 existieren 3

25) Vgl. [1], S. 268.
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Klassen von Kongruenzen, welche mit L abwickelbar transformiert werden kinnen
und zwar: eine Klasse der Kongruenzen des Types I, welche von zwei Funktionen
einer Verdnderlichen abhingt, eine Klasse der Kongruenzen des Types 11 und eine
Klasse der Kongruenzen des Types I111, wobes jede von den zwez letzten Klassen von
einer Funktion einer Verdnderlichen abhingt.2®)

Zu jeder Kongruenz L des Types IV, bzw. V, bzw. VI existiert eine Klasse
abwickelbar transformierter Kongruenzem L desselben Typs, die von einer
Funktion einer Verdnderlichen abhingig ist.

Beweis. Soll die Transformation (2.32) eine iibereinstimmend orientierte
abwickelbare Transformation der 1. Art zwischen der Kongruenz L, welche
durch das System (1.1) der Differentialgleichungen bestimmt ist, und der
Kongruenz 'L, der ein analoges System entspricht, sein, so ist es notwendig und
hinreichend, dass fiir die Funktionen P, @, R und P, '@, 'R in den Systemen
die Relationen (2.31) gelten. Dabei sind die Funktionen S, «, 1S, '« des Para-
meters v = v beliebig wihlbare Funktionen.

Nach Satz 3.2 existieren zu jeder solchen abwickelbaren Transformation der
untersuchten Kongruenzen unendlich viele Tangentialkollineationen (die in
dem erwahnten Satz konstruiert werden); da fiir jedes Paar g, g der korrespon-
dierenden Strahlen die Tangentialkollineation (3.8), bzw. (3.9) von 5 beliebigen
Funktionen o # 0, a,a, b, b abhingig ist, so existieren fiir jedes Paar gerade co®
Kollineationen. )

Ist L durch das System (1.1) bestimmt, dann bestimmt das zu (1.1) analoge
System (wobei 1S, '« beliebige Funktionen sind und P = P, @ = @, R = 1R
ist) alle Kongruenzen 1L, die mit L in projektiver asymptotischer Deformation
erster Ordnung sind; dieselbe wird durch die Gleichungen (2.32) bestimmt. Die
weiteren Behauptungen sind offensichtlich.

Bemerkung 3.2. Ist in den vorliegenden Untersuchungen der Parameter v
ein normaler Parameter, dann ist die Gleichheit der Invarianten ¢, H, K von L
und der entsprechenden Invarianten von 1L in den korrespondierenden Punkten
die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Existenz einer asymptoti-
schen projektiven Deformation erster Ordnung dieser Kongruenzen. Die
Hauptkurven der beiden Kongruenzen sind gleichzeitig reell oder imaginéar.

Satz 3.5. Die Tangentialkollineation (3.13) ((3.14)) transformiert die Geraden
(y2), bzw. (yz) der Fokalflichen von L, die in der zweiten, bzw. ersten Fokalebene
des Strahles (4,4,) liegt, in die zweite, bzw. erste Fokalebene des Strahles (LA14,)
von L. Ist b = 0, bzw. b = 0 dann transformiert die Tangentialkollineation die
Geraden (yz) und (yz) der ersten und zweiten Fokalfliche von L in die Geraden

(y'2) und (%y'z) der ersten und der zweiten Fokalfliche von 1L.

26) Fir die Kongruenzen 'L des Types III kann entweder die erste oder die zweite
Fokalflidche ausarten, je nachdem ob 'x = 0, oder o == 0 gilt.
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Die notwendige und hinreichende Bedingung dafir, dass die Tangentialkolli-
neation (3.13), bzw. (3.14) die Regelschar, welche den Strahl (A,A,) besitzt in die
Regelschar, die den Strahl (LA2A,) besitzt, ibertrigt, st

(3.24) oa=a, b=>b=0 (o =0, belieb.).

Wenna=a=b=0b=0 (o == 0, belieb.) ust, dann transformiert die Trans-
formation (3.13) alle Strahlen der erwihnten Regelscharen ineinander, welche
gerade in der abwickelbaren Transformation einander entsprechen.

Beweis. Die erste Behauptung folgt unmittelbar aus den Gleichungen
(3.14); und (3.14)s. Aus diesen Gleichungen folgt noch weiter: soll die Tangen-
tialkollineation die Gerade (yz), bzw. (yz) der ersten, bzw. zweiten Fokalfliche
von L in die Gerade (z), bzw. ('z) der ersten, bzw. zweiten Fokalfliche
von 1L iibertragen, so ist es notwendig und hinreichend, dass b = 0, bzw. b=0
gilt. Die Bedingung b = b = 0 ist eine notwendige Bedingung dafiir, dass die
Tangentialkollineation die erwéhnten Regelscharen ineinander transformiert.

Die Kollineation (3.13), wobei b = b = 0, transformiert den Punkt o,y -
+ 0,2, bzw. 0,y + 0,2 (0, 0, belieb.) in den Punkt

(3.25), [oy(0 — atyty) + oati] Yy + [oa(0 + atyty) — oaty] 'z,
bzw.
(3.25), [o1(0™! — atity) + oyaty] 'y + [oy(0™" + atyty) — oyats] 2 .

Die notwendige Bedingung dafiir, dass die Verbindungsgeraden der ange-
fiilhrten Punkte ein Strahl der Kongruenz 'L sei, ist, dass ausser b = b = 0
noch (3.24), gilt, wie durch Vergleichen der Koeffizienten bei 0,0,('y'%z) und
0,0,(1%2y) in der Gleichung dieser Geraden folgt. Die in der abwickelbaren
Transformation korrespondierenden Strahlen werden nicht durch die Tangen-
tialkollineation ineinander transformiert, sofern a # 0 == a gilt. Die letzte
Behauptung in dem Satze folgt aus der Relation (3.14) fiira = a = b = b = 0.

Lemma 3.2. Die Schmiegkollineation (3.20), bzw. (3.21) der abwickelbaren
Transformation (2.32) transformiert die den Strahl (A,4,) enthaltende Regelschar
in die den Strahl (1A,'4,) enthaltende Regelschar von 1L in solcher Weise, dass die
in der abwickelbaren T'ransformation entsprechenden Strahlen ineinander transfor-
miert werden, wobet die Punkte

(3.26) oy, o'z, bzw. o1y, o-llz,

die das Bezugssystem auf den Strahlen H(yz), bzw. H(yz) der Transformierten
Regelschar bilden (es ist o2 = 4 1 fir alle Typen der Kongruenzen mit Aus-
nahme des Typs 111, wobei nur p% == 0 st).

Die Hauptpunkte®?) der Fokalflichengeraden (yz), bzw. (yz) von L werden in die
Hauptpunkte der Geraden (Yy'z), bzw. (y'z) von L transformiert.

27) Die Definition sh. [7], S. 8.
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Beweis. Da die Relation (3.19) gilt, so folgt aus (3.24), dass die Schmieg-
kollineation, die in dem Satz angefiihrten Regelscharen ineinander transfor-
miert. Nach (3.25);, und (3.20) ersehen wir, dass die Punkte des Bezugs-
systems der transformierten Regelschar die Punkte (3.26) bilden und dass, die
in der abwickelbaren Transformation entsprechenden Kongruenzenstrahlen
ineinander transformiert werden. Daraus folgt auch die Behauptung fiir die
Hauptbrennpunkte der Kongruenzen.

Satz 3.6. Zu jeder beliebigen Segreschen Kongruenz L des Types I oder 11
exuistiert genaw eine Kongruenz 1L des Types 11 und eine Klasse, die von einer
Funktion einer Verdinderlichen abhingt, der Kongruenzen des Types I, fiir welche
die abwickelbare Transformation eine projektive Deformation (zweiter Ordnung)
45t.28)

Sind L und 1L des Types 11, so artet T in eine projektive Transformation aus.

Zu einer Segreschen Kongruenz des Types 111 (IV, V, VI) existiert eine von
einer Funktion einer Verdnderlichen abhingige Klasse von Kongruenzen des-
selben Types, fur welche die Transformation T zu einer projektiven Deformation
wird.

Die untersuchten abwickelbaren Transformationen der wvorliegenden Kon-
gruenzen st gleichzeitig eime projektive Deformation lings aller Kongruenzen-
strahlen der Regelscharen, die die Strahlen (A,4,), bzw. (1A,*4,) besitzen.

Beweis. Aus den Relationen (2.31), (2.32) und (3.18) folgt, dass in den
Systemen der Differentialgleichungen, die die Kongruenzen L und 'L (L und L
sind nicht vom Typ III), welche in projektiver Deformation zweiter Ordnung
sind, bestimmen, die Funktionen S und '8 beliebig wihlbar sind; d. b. ist die
Funktion S gegeben, so existiert eine von einer Funktion (1S) einer Ver-
anderlichen abhéngige Klasse der Kongruenzen 'L, welche in projektiver
Deformation zweiter Ordnung mit L sind. Wenn 1§ = 0 ist, so gehort die Kon-
gruenz 'L einem linearen Komplex an.

Ist L und 'L vom Typ II, so gilt § = 18 = 0 und also sind L und 'L pro-
jektiv. Ist L vom Typ III, so hingt die erwihnte Klasse von der Funktion
1x ab. :

Die Schmiegkollineation (3.20) héangt nicht von den Parametern ¢, und ¢, ab,
sodass sie eine Schmiegkollineation fiir ein beliebiges Paar korrespondierender
Strahlen der Regelscharen v = v ist, welche in der abwickelbaren Transfor-
mation (2.32) einander entsprechen.

Bemerkung 3.3. Ist in dem vorliegenden Satz der Parameter v = v ein
normaler Parameter, dann ist die Gleichheit der Invarianten
(3.27) =1, e=t, H=H, |x]=%|, K=K
die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass zwischen den unter-

28) Vgl. dasselbe Ergebnis: [2], S. 411 und [3], S. 291.
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- suchten Kongruenzen (welche nicht vom Typ III sind) eine projektive Defor-
mation existiert. Die Vorzeichen w, '@ und die Invarianten S, 1S sind beliebig
wahlbar.

Sind L und L vom Typ III, dann ist

(3.28) e=1, A=11, K=K

die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Existenz einer projektiven
Deformation der Kongruenzen L und 1L, d. b. aber, dass jede abwickelbare
Transformation eine projektive Deformation ist. (Vgl. [1], S. 270.)

Aus den Transformationsformeln (2.5), (2.6), (2.7) sieht man leicht, dass eine
Anderung der Orientation der Kongruenz L die gleichzeitige Vorzeichen-
anderung der Invarianten K und S zur Folge hat, aber die weiteren Invarianten
unabgeédndert bleiben. Die Invarianten ¢ und H bleiben auch unabgeéndert,
wenn die Funktion @, bzw. gleichzeitig die Funktionen P und R die Vorzeichen
abandern; der absolute Wert der Invariante K bleibt nach dieser Transforma-
tion unabgeéndert; z B. die Transformation

(?/, 2,9, 5, P, Q, RSoc,*)
,—2,9, —2 —P,Q —R,S, & n

ist eine Transformation von erwiahnter Eigenschaft und es ist offensichtlich,
dass die Vorzeichen der Invarianten S und K fest bleiben. Alle vorliegenden
Transformationen sind Folgerungen der unimodularen Kollineationen, sodass
die urspriingliche Kongruenz und die transformierte Kongruenz projektiv sind.

Es ist noch die Frage zu beantworten, ob die Vorzeichenidnderung nur einer
von den Invarianten S und K eine Folgerung irgendeiner projektiven Transfor-
mation werden kann. Dies erklart

Satz 3.7. Es sezen L und L K ongruenzen des Types 1 in der abwickelbaren Trans-
formation (2.32) und es gelte
n=, e=, H='H, |«|=|«, |K|=[]K|, |S]=]4S|.
Die Kongruenzen L und 1L sind projektiv dann und nur dann, wenn
(3.29) sgn (KS) = sgn (LK1S)
gult.?°)

Beweis. Es ist klar, dass man voraussetzen kann, dass (2.32) eine iiber-
einstimmend orientierte Transformation der 1. Art ist, sodass P = 1P, @ = 1@,
R = 'R gilt. Setzen wir nun voraus, dass fiir L und 1L die Relation sgn (S1S) =
= — 1 gilt. Wenn L und L projektiv sind, dann miissen sie in projektiver
Deformation dritter Ordnung sein. Da fiir die Deformation zweiter Ordnung

schon ¢ = @ = 0 gilt, so ist (2.32) eine Deformation dritter Ordnung dann und
nur dann, wenn eine Kollineation H so existiert, dass

29) Vgl. [6], Abs. II, 2.
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H d%(4,4,) = d°('4,'4,) + @1(1A11A2)
gilt. Setzt man in diese Relation ein, so bekommt man die Bedingungen
(S =0 % 18) ax? = nlx?, p2x — lx sgn (S1S) = 0; da schon &« — lap? = 0,
7t = 17, p® = 4 1 gilt, so muss notwendig sgn (S1S) = 1 sein, was in Wider-
spruch mit unserer Voraussetzung steht. Der Gegensatz ist evident.

Die Projektive Deformation der Kongruenzen des Types Il ist jedesmal
trivial. Fiir die Kongruenzen des Types I1I bekommen wir «p~2'x = a’'p~2 —
— 1o’ = 0, sodass die Bedingung dafiiv, dass die Kongruenzen in projektiver
Deformation projektiv seien

(3.30) || = ¢|'«| (¢ = Konst)
ist.
Schliesslich, fiir die Kongruenzen der Typen IV—VI nimmt diese Bedingung
die Form
(3.31) sgn 8 = sgn 18
an.

Satz 3.8. Die Dualisation (als abwickelbare Transformation) der Segreschen
Kongruenzen L ist immer eine projektive Deformation. Die Dualisation der Kon-
gruenzen L und L* artet dann und nur dann in eine Projektivitit aus, wenn L
vom Typ II oder 111 ist.3°) Die Schmiegkollineation wird dann durch die Korrela-
tion
(382) Hy=on, Hz=ol, Hy=o™, Hz=o70 (o*=+£1)

reprasentiert.

4. Punkt- und Ebenendeformation.!)

Satz 4.1. Es seien C und 'C die Riickkehrkanten der abwickelbaren Flichen, die
durch die ersten, bzw. zweiten Brennpunkte der Kongruenzen L und 1L (keine
derselben ist vom Typ III) beschrieben sind und welche in der abwickelbaren
Transformation (2.32) korrespondieren. Der Dilatationskoeffizient der geo-
metrischen Berihrung der Kurven HC und *C, wobes H die Tangentialkollineation
der abwickelbaren Transformation (2.32) ist, wird durch die Relationen

9210‘ Iy

(4.1) ), = pa bzw. j, =

a0?

ausgedriickt. Fir die Dualisation dieser Kongruenzen folgen die Dilatations-
koeffizienten

49 - x b .
(4.2) 71—3:9‘.5) ZW. Je = — -

30) Vgl. [2] und [3].
31) Die Begriffe der Punkt- und Ebenendeformation und alle weiteren Begriffe, die in
diesem Absatz vorkommen, werden von E. CecH in der Abhandlung [1] eingefiihrt.
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Den Beweis fithrt man durch eine direkte Ausrechnung durch. Z. B. setzt
man in die Formeln 14, = cHA,, d'4, = ¢j,H d4, + 9HA, ein (9 ist eine belie-

bige Differentialform), so folgt zuerst ¢ = % und dann j,. Fiir den dualen Fall

fithren wir an, dass die Tangentialkollineation (3.13), bzw. (3.14) in den Ebenen-
koordinaten die Form

(63) Hij = — & ity + 53021 + X [0 — o~anty) 7 — a0 0],
HE = %[Zif I+ biuts10] + %[ae“"ti W+ (ot + o fatyty) 1],
Hp= 3 (e — oftiy) 'y — g3 2] — g [bhityly + b3 2],
HE = - [o%attn + (o + e%atity) ) + o (b3 7 + buts'C])

animmt.

Da j, = j; und j, = j¥ gilt, so folgt durch eine einfache Ausrechnung

Satz 4.2. j, = 1, b = 0, bzw. j, = 1, b = 0 st die Bedingung dafir, dass die
Tangentialkollineation H gleichzeitig die analytischen Berihrungen erster
Ordnung A, - 14,, E, — E,, bzw. A, — 1A4,, E; — 1E, realisiert. Die abwickel-
bare Transformation (2.32) ist eine asymptotische Deformation der 1. und 2. Art
gleichzeitig.

|| = |'&|, = = n ist die Bedingung dafiir, dass die abwickelbare Transforma-
tion eine Punkideformation, bzw. eine Ebenendeformation, bzw. eine Fokal-
deformation der 1. oder 2. Art ist.

Satz 4.3. Die punkthaft, bzw. ebenenhaft assoziierte Kollineation K,, bzw. K}
(Phomografie ponctuellement (planairement) associée) zu der Punkt-, bzw. Ebenen-
deformation bekommt man aus der Tangentialkollineation durch Einsetzen

(44) a=08 —18), a=pYS—18), b=0b=0, p%=sgn(alx),
bzw.
(4.5) a* = — o8 —18), a*= — (8 —15), b*=b*=0,

02 = sgn (xlu) .

Die Kollineationen K, und K¥ fallen dann und nur dann zusammen, wenn L
und 1L projektiv sind.

Beweis. Ist C die durch den Punkt x,4, 4 x,4, beschriebene Kurve
(#; und z, sind beliebige feste Funktionen) und 1C' die durch die Punkt-
verbreitung (I’extension ponctuelle) 7'(0?) (02 ist eine fest ausgewéhlte Funktion)
der abwickelbaren Transformation 7' transformierte Kurve (d. i. die durch den
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Punkt ox,'4; + 01,4, beschriebene Kurve) dann ist die notwendige und
hinreichende Bedingung dafiir, dass HC und !C' die analytische Beriihrung
erster Ordnung besitzt

m[ -7, — (2G<> @ - 1) Tl] +

-

— 22,2, G(t) [ ¢ + (S — 8) dv + aoT, — ag‘lTI] =

+ 5ag [(7'2 — T+ (2G(

wobei
T, =t dt, —t,dt; — Gt)dv, T,=t¢, dt, —t,dt; + G(¢) dw.

Da fiir die Punktdeformation die Funktion p? die Relationen j, = j, =1
bestimmen und also ist p? = sgn («'«), so folgen aus den letzten Relationen
direkt die Relationen (4.4). Ganz analog fiir die Ebenendeformation.

Satz 4.4 Eine projektive Deformation der Segreschen Kongruenzen L und L
(die micht vom Typ III sind) ist dann und nur dann singular, wenn L und 1L
projektiv sind. Die Segreschen Kongruenzen lassen keine demisingulare Defor-
mation zu.

Beweis. Da die Deformation fiir @ = a = 0 singular ist, so folgt die Be-
hauptung sofort aus den Relation (4.4). Da @ = g% (% & 0) gilt, so ist die
Deformation der Segreschen Kongruenzen nie eine demisingulare Deformation.

Aus dem vorliegenden Satz folgt (als ein Sonderfall des von E. Cecn fiir
allgemeine Kongruenzen bewiessenen Satzes) fiir die Segreschen Kongruenzen:
Die Dualisation der Segreschen Kongruenzen mit nicht ausgearteten Fokal-
flachen ist eine singulare Deformation dann und nur dann, wenn L vom
Typ II ist.

Satz 4.5. Die charakteristischen Tangenten (in Bezug auf die projektive Defor-
mation) der beiden Fokalflichen werden durch die Differentialgleichung dv® = 0
bestimmt, sie fallen also mit den Geraden der Fokalflichen zusammen.

I

1. Einfithrung. Nach CorrapO SEGRE ist jede Kongruenz mit geradlinigen
Fokalflichen im Kleinschen fiinfdimensionalen Raum P; durch eine gewisse
Torse dargestellt.

In der Abhandlung [6] des Autors ist bewiesen (wir fithren nur die Ergebnisse
unter Voraussetzung, dass v ein normaler Parameter ist an):

Die Kongruenz L des T'ypes I, die durch das System der leferentlalglelchun-
gen (I.1.1) bestimmt ist, wird im Raume P; durch eine Torse dargestellt, die als
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ihre Riickehrkante eine arithmetische Kurve in Normaldarstellung®?) besitzt,
welche durch den Punkt
2

(1.1) r="

I[(yz) - 7'5(:7/5)] , r1r=1

beschrieben wird und deren Parameter ¢ die Differentialgleichung

) .

bestimmt. Die Funktionen des Parameters ¢

(1.3) K, = E , KZ:!—;T, K3:lggf|, K4:4;§fl[!

und die Vorzeichen (2 = 1)

(14) &= —n0, =00, &= —0, & =we, & =osgnl,
gg = — wesgn H

von welchen genau drei positiv sind, bilden das vollstindige System der
Differential-K-Invarianten der orientierten Kurve (1.1), d. i. der Invarianten
beziiglich zu der Gruppe der K-Transformationen des Raumes P;, welche mit
der Gruppe der unimodularen Kollineationen des Raumes P; isomorph ist; die
K-Transformationen transformieren die K-Quadrik I'* in sich.

Die arithmetischen Punkte
. -
(1.5) N = T mA|x|[(yz) — n(yz)] ,

N = l/;— 7t da(sgn S)[(yz) + n(yz)],

3N = — MZ% g Ao (sgn S)[(yz) — (2y)] ,

IN = 1/2—2 masm A (sgn S)[R(yy) + P(zz) — Q(yz) — Q(zy)],

SN — 15 Ty Ao (sgn S) ——— VA (R (yy) +
+ P'(z2) — Q'(y2) — Q'(zy)],

N = — VZ‘ my g msngMsgn SHK) V_ [2(QR" — RQ)yy) +
+ 2(PQ" — QP')(z2) + (RP' — PR')(y2) + (:y)],

de dx
32) D. b. eine Kurve, fir welche .2 = ¢, Friie T &y (8,2 = &,2 = 1) gilt, wobei
x.x = 22y + xyx5 + 23%5) = 0 die Gleichung der positiv orientierten Kleinschen

Hyperquadrik (K-Quadrik) I't ist.
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(fiir welche ‘N . ‘N = ¢, gilt und =,, A beliebigen Vorzeichen sind) bilden einen
Schmiegsimplex der untersuchten Torse, der gleichzeitig ein polares Sechseck
der K-Quadrik I'* ist.

Die zu der urspriinglichen assoziierte Kongruenz wird durch die Torse, deren
Riickkehrkante eine durch den Punkt 8N beschriebene arithmetische Kurve in
Normaldarstellung ist, dargestellt; der Parameter dieser Kurve ist durch die
Gleichung

du

(1.6) o

= K4
bestimmt.

Die K-Invarianten der assoziierten Kongruenz sind durch die Relationen

(1.7) 12’,:%1', =& (1=1,23,44i=12..,6)
4
gegeben.

Die Kongruenz vom Typ II ist durch einen Kegel dargestellt, mit dem
Scheitel

(1.8) 1y — Vé wla|lg2) — 2@@], =1
(1z ist kein K-Punkt®?)) und mit der arithmetischen Leitkurve in Normal-

darstellung (diese ist in dem Polarraum P, des Punktes Xz eingebettet), welche
durch den Punkt

(1.9 o= L2 npaliye) + 2, =1

beschrieben ist und deren Parameter ¢ die Differentialgleichung (v ist ein nor-
maler Parameter)
dv 1

(1.10) T~ 3
bestimmt.

Das System der K-Invarianten bilden die Vorzeichen (1.4) und die Funktio-
nen (des Parameters ¢)

1

||

H| K

(1.11) K, =

Die K-Invarianten der zu der vorliegenden Kongruenz assoziierten Kon-
gruenz sind die Vorzeichen und Funktionen
% K, ;

(1.12) e =g, K;= (1=1,2..67=123),
K,

32) D. i. ein Punkt der K-Quadrik I'+. Die aus K-Punkten zusammengesetzte Gebilde
wollen wir K-Gebilde nennen.
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wobei K ; Funktionen des Parameters « sind, der durch die Differential-
gleichung
du

(1.13) =

K,
bestimmt ist.

Eine Kongruenz des Types 1113*) wird durch einen Kegel dargestellt, dessen
Scheitel der K-Punkt (mit konstanten Koordinaten)

(1.14) % = |cx|(yz) (c belieb. Konst)
und dessen Leitkurve, die durch den arithmetischen K-Punkt

c

[0,

(1.15) r = we,

(y2) (g =1)

beschriebene K-Kurve (in Normaldarstellung3’)) ist, deren Parameter ¢ die
Differentialgleichung (v ist ein normaler Parameter)

dv V§ c
(1.16) i
bestimmt.
Die Funktionen des Parameters ¢

_~c‘ V2 le| vy 2|k
(1.17) =120 k=5 VAL k=7 g
und die Vorzeichen
(1.18) &= —w, gg=we, g=wsgnH, ¢ = — wesgnH,

von denen genau 2 positiv sind, sind K-Invarianten der durch den Punkt (1.15)
beschriebenen K-Kurve (wobei ¢ eine beliebige K onstante ist).

Die Funktionen

(1.19) % , %% tkik, (¢,7,0 =1, 2,3 beliebig, von einander unabhingig),
i

die nicht von ¢ abhingige K-Invarianten der vorliegenden Kurve sind, sind

K-Invarianten der Torse, die die assoziierte Kongruenz darstellt. Drei be-

liebige von den K-Invarianten (1.19) und die K-Invarianten (1.18) bilden das

vollstindige System der K-Invarianten; fiir diese drei wollen wir

_H| s ke |H dk,
_IK‘VIHM Kz_};“‘L‘K’ T

&

0.4

’

1.20) K, =

—_

k ~ H
k_: K3,: D kiky = —2‘?
wihlen. .

34) Die Kongruenzen vorm Typ III werden in der Abhandlung [7] nicht untersucht.

dliz dt
35) D. i. fur die durch den Punkt 1z beschriebene K-Kurve gilt 1z . 2z = ¢, & . &
= & (g% = g% = 1). de de
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Fiir die Kongruenzen vom 7T'yp IV gelten die Relationen (1.1)—(1.4), wobei
in (1.3) K, = 0 gilt, da K = 0 ist. K-Invarianten der assoziierten Kongruenz
werden durch die Relationen (1.12) bestimmt, wobei die rechten Seiten dieser
Relationen Funktionen von u sind, das eine Losung der Differentiagleichung
(1.13) ist.

Fiir die Kongruenzen des T'ypes V bekommen wir wieder die Relationen (1.1)
und (1.2). Die K-Invarianten werden durch die Relationen

) . I SR
(1.21) K, 3l K, KR K " 979
und
(1.22) g = — W, € =AW, E3= — O, & =00

bestimmt; gerade zwei von den Vorzeichen ¢; (2 = 1, 2, 3, 4) sind positiv.

Fiir die Kongruenzen des T'ypes VI gelten die Relationen (1.1)—(1.4), wobei
in den Relationen (1.3) K3 = K, = 0 gilt, da H = K = 0 ist; von den Vor-
zeichen ¢; kommen nur die Vorzeichen ¢, — ¢, in Betracht.

Die K*-Invarianten der Dualisation der vorliegenden Typen von Kongruen-
zen sind mit den K-Invarianten der urspriinglichen Kongruenz identisch.

2. Segresche W-Kongruenzen in abwickelbarer Transformation. Wir wollen
im Weiteren voraussetzen, dass die untersuchten Kongruenzen L und 'L den
normalen Parameter besitzen; fiir die K-Invarianten, Parameter usw. der
Torsen, die im Raume P; die Kongruenz L darstellen, gelten die zu den Re-
lationen der Kongruenz L analogen Relationen.

Satz 2.1. Die abwickelbare Transformation T der Segreschen Kongruenzen L
und 1L, welche durch die Gleichung (1.2.32) bestimmt wird, realisiert zwischen den
Punkten der Riickkehrkanten, bzw. der Leitkurven der Torsen L und L des
Raumes P eine gewisse Korrespondenz T, die fir einzelne Typen der Kon-
gruenzen durch die folgenden Differentialgleichungen bestimmt ist:

(2.1),_, | P K,dt =K, du,
[-11 K,dt =K, du ,

I-TIII K,dt =1k, dit,

I 11 K, dt =K, dit,

II - III K, dt = %, di,

III < III by dt =%, dit,

IV IV K,dt = 1K, dit

VoV K,dt = 1K, dit

VI VI K,dt =K, dit .
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Far die K-Invariantenwerte der in der Korrespondenz T entsprechenden
Punkte gult:

(2.2);-y I«>1 K,:K;:K,='6K,:'K,:1K,, ¢&;, = -1, (1 =3,4,5,6),
I«-1Il K,:K;:K,=1'K,:1K,:K,, ¢&; = 41, (1 = 3, 4,5, 6),
I 1l K,:K;:K,="1Y%, :%, :%,, & = + % (+ =3, 4,5,6),
I« 11 K,:K,:K;=1K,:1K,:'K,, ¢;, = + ¢, (1 = 3,4, 5, 6),
IT«-TIl K,:K,:K;="1%, :%, :%, &= -+1; (1=3,4,5,6),
L~ IIT &y :ky tky = Y, %y ks, e, = £ (2= 3,4,5,6),
IV—I1V K,: K =1K,: 1K, e, = + e (1= 3,4,5,6),
V—V K,:K, = 1K, : 1K, &, = 4 Ye; (1= 3,4),
VI VI g = + Y (2 = 3,4).3)

Umgekehrt, wenn fiir die K-Invarianten der in der Korrespondenz T entspre-
chenden Punkte der Riickkehrkanten, bzw. der Leitkurven der Torsen L und 1L
eine den untersuchten Typen der Kongruenzen angehiérige Relation (2.2) gilt, so
kann man die den Torsen entsprechenden Segreschem Kongruenzen abwickelbar
tramsformieren.

Den Beweis wollen wir nur fiir die Kongruenzen des Types I durchfiihren.

Die Differentialgleichung (2.1), bekommen wir aus der Differentialgleichung
dv 1

(]Z) und a—l—t* = g@ N

Kongruenzen einen gemeinsamen normalen Parameter besitzen. Da die Rela-

tionen (I1.2.31) und (I.2.32) gelten, so folgt durch Vergleichen der K-Invarianten

(1.3) mit den analogen K-Invarianten der Riickkehrkante ['z], dass in den

korrespondierenden Punkten (2.2), gilt.

wobei wir » = v eingesetzt haben, da beide von den

Setzen wir jetzt voraus, dass fiir die Punkte, welche in der Korrespondenz 7'
(die durch (2.1), bestimmt ist) einander entsprechen, die Relation (2.2), gilt.

Die absoluten Werte der Projektivdifferentialinvarianten «, S, H, K, 1«,
1S, 1H, 1K der Kongruenzen L und L, die durch die Torsen L, 1L dargestellt
sind, werden mittels der K-Invarianten durch die Relationen

K o 4Kt . 16KIK,

(2.3) ] =21 IS| = —, H| = —23, |K = 374
M=%, Sl=%, H=T =%

und

1K 1 41K2 161K2 K,
(2.4) Po = =2, S| = —, PH|=-2, Kl =_—3"%

'] K, S| K, l i 1K2 [*K| 1K32

bestimmt.
B 36) Wenn fir die Vorzeichen &, und ¢, (soweit sie definiert sind) ¢, = — 1 gilt, dann
soll ¢; = 1g; oder &; = — l¢; (j = 1, 2) sein (unabhiingig davon ob &; = l¢; oder ¢, =

= —1g;, 1 = 3,4, 5, 6 gilt); wenn ¢, = 1 gilt, so ist ¢, = + lg; fur i =1, 2, ..., 6 wie
nach der Relation &¢, ... g = — 1 folgt.
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Der Korrespondenz T entspricht allgemein keine abwickelbare Transfor-
mation der Kongruenzen L und 1L. Wenn in den korrespondierenden Punkten
der Riickkehrkanten [x] und ['z] die Relationen (2.2) gelten, dann folgt aus
(2.3) und (2.4), dass

(2-5) \H| = [H[, |K|= K]

ist und aus (1.4) und der analogen Relation fiir die Kurve [*z] bekommen wir
(2.6), o=+, =, ¢=1%, sgnH =sgn'H

bzw.

(2.6), =4, n=—1n, e=%, sgnH =sgn'H.

Aus diesen Relationen folgt unmittelbar die Behauptung.

In dem folgenden Satz wollen wir uns nur auf die Kongruenzen des Types I
beschrinken.

Satz 2.2. Es seien L und L Torsen des Raumes P, die die Kongruenzen des
Types I in abwickelbarer Transformation (1.2.32) darstellen. Der Tangential-
kollineation (1.3.13) der abwickelbaren Transformation (1.2.32) entspricht im
Raume Py die K-Transformation (1.3.14).

Wenn fir die Werte der Funktionen o, a, a, b, b, die in der K-Transformation
(1.3.14) vorkommen, fiir die Parameterwerte, die den korrespondwrenden Strahlen
(4,4,) und (1A,1A4,) entsprechen

(2.7 a) o0+0, Oxa4+a=+0, 0b+b=+0,

(2.8) ‘b) 92=%¢0, 0O+a+a+0, bzw.
92_—_-%—_—1, Ofaz+a=+0,

(2.9) c) 0+0, 0O*az+a=+0, b=b=0

2.10) d) 92:%#0, 0+b+D+0

gilt, dann

a) wird der K-Punkt (yz), bzw. (yz), der die Gerade der ersten, bzw. zweiten
Fokalfliche darstellt, in den Punkt H(yz), bzw. H(yz) auf der Verbindungs-
geraden des K-Punktes (LA,1A,) mit dem K-Punkte (y'z), bzw. (y'z) transfor-
miert; der Punkt Hx liegt auf der Verbindungsgeraden der K-Punkte H(yz),
H(yz). Die Punkte Hz, 'z und die K-Punkte H(A,A4,) = (*4,*4,), H(yz), H(yz),
(Y'2), (‘y'z) liegen alle in demselben Rawm P,. Die Tangenten und die Schmieg-
raume der Kurven H[x] und [lx] tn den Korrespondierenden Punkten fallen
nicht zusammen;
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b) liegt der Punkt Hx auf der Verbindungsgeraden der K-Punkte (‘y'z) und
(*y'2) oder fallt er mit dem Punkt x zusammen, wenn n = v gilt, baw. wenn
7w = — Y ist, so fillt er mit dem zu x beziiglich I'* harmonischen Punkt (der auf
der Tangente im Punkte 'x zu der Kurve ['x] liegt) zusammen;

c) wird der K-Punkt (yz), bzw. (yz) in den Punkt (1y'z), bzw. (\9'z) transformiert.
Die erste und die zweite Ecke des Polarschmiegsimplexes der Kurve [x] wird in
die erste und zweite, bzw. zweite und erste Ecke des Polarschmiegsimplexes der
Kurve [] transformiert, je nach dem ob x = n, bzw. x = — x gilt. Die T'angen-
ten der Kurven H[x] und ['x] fallen zusammen, aber die Schmiegriume P,, Py, P,
dieser Kurven fallen nicht zusammen.37)

d) gilt noch, ausser der Behauptung in c), dass die dritten Ecken des Schmieg-
simplexes der Kurven H{x] und [*x] zusammenfallen, ob # = 1z oder m = — 1 gilt.
Die Kegelschnitte, die K-Bilder der Regelscharen sind, welche die Strahlen g und g
der Kongruenzen L und 'L enthalten, werden ineinander transformiert.

Beweis. Alle Behauptungen folgen aus den Gleichungen (I.3.14) der

K-Transformation, die der Kollineation (I.3.13) entspricht, aus den Relationen
(1.5) und aus den Relationen

(211)  Hx = ()[e*(y*) — mo~(y'"2) + (0b — ¢70)(*4,*4,)],
o = ()l(%y%) — =('y'2)],
2(N) = ()[("y*) + =('y'2)],
H?N = (.)[oa — ¢7"a)(*4,'4,) + (.)*('N) ,

wobei {(1N) die Ecken des Polarschmiegsechseckes der Riickkehrkannte der
Torsen 1L im Punkte z = 1(1LN) sind.

Analoge Ergebnisse gelten fiir die Tangentialkollineationen der abwickel-
baren Transformationen der anderen Typen der Kongruenzen.

3. Segresche Kongruenzen in projektiver Deformation.

Satz 3.1. Die Torsen L und 'L des Rawmes Py stellen die Segreschen W-Kon-
gruenzen, die projektivbar transformiert werden kinnen, dann und nur dann dar,
wenn fir die K-Invarianten der in der Korrespondenz T (diese ist durch die
Gleichungen (2.1); 4 4,6—o bestimmit®®) entsprechenden Punkte der Riickkehrkann-
ten, bzw. der Leitkurven dieser Torsen gilt:

37) Wenn nur b = 0 vorausgesetzt wird, dann wird auch nur der K-Punkt (yz) in den
K-Punkt ('y'z) transformiert. Analog wenn b = 0 ist.
38) Die abwickelbare Transformation der Typen I <> III und II <> III soll nie eine

projektive Deformation sein. Die Differentialgleichung (2.1); der Korrespondenz T soll fiir
die Kongruenzen der Typen I in der Form K; d¢ = 1K; d'% (j = 1, 2, 3, 4, beliebig) ge-
schrieben werden.
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(3.1) I—1 K :K,:K;: K, =K,:'K,:'K,:1K,,
& = __t 182‘ ("/ = 17 2, L] 6) a39)

111 K K, Ky: K, —1:1K,:'K,: 1K, |
e =+l (i=1,2..6),
II 11 K,='K;, (§=12,3),

e, =41 (=12,...,6),
IIT «— 111 ky kg kg = ey ey Yy,

g, = + 1l (1=3,4,5,6),
IV —1V K,:K,: Ky =1K,:'K,:'K,,

=41k (1=12...,6),
VsV K,.K,: K=1K,:1K,:1K,

=+ (=123,4),
VI« VI K,:K,=1K,:1K,,

g, =+l (t1=123,4).

Folgerung. Jede projektive Deformation der Kongruenzem vom Typ II st
tmmer trivial.

Der Beweis ist dem Beweise des Satzes 2.1 analog.

Satz 3.2. Der Schmiegkollineation (1.3.20) der abwickelbaren Transformation
T der Kongruenzen des Types I entspricht die K-Transformation (1.3.21) (wobes
0% = -+ 1 4st), welche die Rickkehrkante [x] der Torse L in die Kurve H[x) itber-
fuhrt, die mit der Kurve ['x] den Punkt Hx = & gemetn hat; man soll erreichen,
dass alle Ecken (als arithmetische Punkte) der polaren Schmiegsechsecken der
Kurven H[x] und [x] fir die untersuchten Punkte zusammenfallen.

Beweis. Da |x| = |['«|, # = 'z und die Relationen (I.2.31) gelten, so folgt
aus (1.5), dass man durch eine passende Wahl der Vorzeichen =y, n,, ..., 7,
L., 7, ..., lmg, A, 1A erreichen kann, dass die Ecken (als arithmetische Punkte)
des Schmiegsimplexes der Kurve [z] in dem Punkt x mit den Ecken des polaren
Schmiegsimplexes der Kurve ['] in dem korrespondierenden Punkt zusammen-
fallen. ‘ ‘

Analoge Séatze kann man fiir die Schmiegkollineationen der abwickelbaren
Transformationen der anderen Typen der Segreschen Kongruenzen ableiten.

Im Folgenden wollen wir einige Applikationen der vorliegenden Ergebnisse
anfiithren.

39) Aus diesen Gleichungen folgt wieder, dass die Klasse der Kongruenzen des Types I,
die mit einer gegebenen Kongruenz des Types 1 projektiv deformierbar sind von einer
Funktion einer Verdnderlichen abhiéingig ist usw. fiir die anderen Typen.
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‘Satz 3.3. Es seien L und 'L Kongruenzen vom Typ I, deren Parameter v und v
normale Parameter sind. Die Korrespondenz, in welcher die Strahlen der zu L und
11, assoziterten Kongruenz (die dieselben Werte der Parameter besitzen) entspre-
chen, ist dann und nur dann eine projektive Deformation, wenn fiir die Projektiv-
differentialinvarianten der Kongruenzen L und 'L

(3.2) =1, e=l, H=1H, |g=x, |8 =][¥]

gilt. Soll gleichzeitig die abwickelbare Transformation (1.2.32) der Kongruenzen L
und 1L eine projekiive Deformation sein, so ist notwendig und hinreichend, dass L
und 1L (und dadurch auch ihre assoziierten Kongruenzen) projektiv sind.

Beweis. Die K-Invarianten der Torsen, die die zu L assoziierte Kongruenz
darstellt, sind nach (1.7), (1.3) und (1.4):

[

- H| v o H - H
(3.3) m=4KWM,&:4K,&:ﬂK

K

Analog werden die K-Invarianten fiir 1L bestimmt. Aus der Bedingung (3.1)
bekommen wir gerade (3.2). Aus den Relationen n = n, ¢ = ¢, H = 1H,
|«] = |*«|, K = 'K (Bemerkung I.3.3) und den Relationen (3.2) folgt die zweite
Behauptung.

Analoge Ergebnisse bekommt man fiir andere Typen der Kongruenzen
unter Voraussetzung, dass L und 'L von demselben Typ sind, was notwendig
ist, damit man die assoziierten Kongruenzen abwickelbar transformieren kann.
Die zweite Behauptung in Satz 3.3 gilt sogar schon unter Voraussetzung, dass
die beiden Paare der Kongruenzen in einer projektiven Deformation erster
Ordnung sind.

K, =4 S| und & = &, .

Untersuchen wir jetzt die projektive Deformation einer gegebenen Kongruenz
und ihrer assoziierten Kongruenz L.

Satz 3.4. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass die Kon-
gruenz L des Types I projektiv auf thre assoziterte Kongruenz deformierbar ist, ist,
dass die Korrespondenz T zwischen dem Parameter t der Rickkehrkantenpunkte
der Torsen L und dem Parameter u der assoziierten Kongruenz durch die Glei-
chung

(3.4) dt = du

bestimmt ist und dass fir die K-Invarianten

(3.5) K, =Ky, K,=1, e,=—¢,;, (i=12..,06)
gilt.

Diese Klasse der angegebenen Kongruenzen ist von 2 Funktionen einer Ver-
danderlichen und einem Vorzeichen abhingig und die projektive Deformation artet
in eine Projektivitit aus.
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Beweis. Die Parameter ¢ und u erfiillen die Differentialgleichung (1.6).

Sollen die Torsen L und L, die die Kongruenzen, welche projektiv deformierbar
sind, darstellen, so ist nach (3.1); und (1.7) notwend’g und hinreichend, dass
K :K,:K;:K,=K;:K,:K;:1

gilt, d. b. K, = K; und K, = 1 ist. Aus der Differentialgleichung (1.6) folgt
gerade die Differentialgleichung (3.4) der Korrespondenz 7'. Die Vorzeichen ¢,
und ¢, miissen entweder die Relationen &; = ¢, oder &, = — ¢, erfiillen. In dem
ersten Falle folgen nach (1.7) und (1.4) widerspriichliche Relationen 7 =
=sgn H =¢e¢sgn H, ¢ = — 1; in dem zweiten Fall bekommen wir ¢ = 1,
7 = — sgn H. Der Relation ¢ = 1 nach folgt, dass die assoziierte Kongruenz
reelle Fokalflichen besitzt, was mit der Behauptung der Bemerkung I1.3.2
itbereinstimmt.

Die Projektivdifferentialinvarianten der assoziierten Kongruenz driicken die
Relationen
Ky |§;:{{J 4K} |~|:_16K%
K,’ K,’ K3’ K3,
aus. Da (3.5) gilt, so folgen durch Vergleichen der Relationen (2.3) und (2.17)
die Relationen |x| = |&[, |[S] = ]S’], [H| = ]ﬁ], K| = ]K], sodass die unter-
suchten Kongruenzen projektiv sind; die Klasse dieser Kongruenzen héngt von
den Funktionen K, K, und dem Vorzeichen = ab.

(3.6) ol = | =

Bemerkung 3.1. Der vorliegende Satz ist eine Verallgemeinerung des Satzes
der Abhandlung [7], S. 23, wobei diejenigen Segreschen Kongruenzen bestimmt
werden, deren komplementare Regelscharen, von denen die eine der gegebenen
und die andere ihrer assoziierten Kongruenz angehdren, projektiv sind.

Driickt man die Bedingungen (3.5) durch die Projektivdifferentialinvarianten
aus, unter Voraussetzung, dass die Differentialgleichung der Kongruenz die
kanonische Form besitzt (die Systeme (23) und (27) der Abhandlung [7]), so
folgt ¢ — — =, |S] = | ], |s] = |N].

Diese Bedingungen sollen auf verschiedene Weise erfiillt werden, was durch
die Orientation beeinflusst wird. Durch eine direkte Ausrechnung, wie in der
Abhandlung [7] angegeben ist, folger fiir projektive Transformierbarkeit der
assoziierten Kongruenzen von verschiedener Orientation die Bedingungen

n=—¢, M=8, N=-4¢x bzw.
n=—¢, M=—8, N=+4o«.

Fiir die Kongruenzen der Typen I'V—VI sind die analogen Untersuchungen
unmoglich, da bei diesen Typen die assoziierten Kongruenzen keine abwickelba-
re Transformation zulassen. Man sieht leicht, dass man in Satz 3.4 dieselbe Klasse
der Kongruenzen enthilt, wenn man nur verlangt, dass die assoziierten Kon-
gruenzen in projektiver Deformation erster Ordnung sind. Verlangt man bei
den Kongruenzen vom Typ VI, dass die assoziierte Kongruenz der 2. Art*°) in

49) Die Definition sh. [6], S. 610.
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projektiver Deformation mit der urspriinglichen Kongruenz sei, so bekommt
man eine Klasse, die von einer Funktion einer Verinderlichen und einem Vor-
zeichen abhéngig ist, und die Deformation artet in eine Projektivitit aus.

Jetzt werden die Kongruenzen bestimmt, auf welche gewisse andere Kon-
gruenzen und gleichzeitig ihre assoziierten Kongruenzen projektiv deformierbar
sind. :

Satz 8.5. Es sei L eine Kongruenz des Typs I. Sollen zu L die Kongruenzen L,
welche auf L projektiv deformierbar sind und deren assoziterte Kongruenzen 1L
auch auf L projektiv deformierbar sind existieren, so ist notwendig und hinreichend,
dass

(3.7) K, =K;, = —¢&_; (#=12,..6)

gilt.

Die Klasse der Kongruenzen L hingt von drev Funktionen einer Verdnderlichen
und einem Vorzeichen ab. Die Klasse der Kongruenzen 1L fillt mat der ¢m Satz 3.4.
besttmmten Klasse zusammen.

Beweis. Aus den Bedirgungen, dass 'L und 'L projektiv auf L transfor-
mierbar sind folgt, dass 1L und L projektiv sind, sodass

(3.8) K, =1K,, K,=1, g = —1le_,

3

gilt; die Kongruenzen 1L bilden also die im Satz 3.4 bestimmte Klasse.
Fiir die K-Invarianten der Kongruenzen L gilt

(3.9) K,:K,:Ky:K,=1K,:1K,:'K,:1, &, =41, (i=12..,6),

was aber nur die in einer anderen Weise geschriebene Relation (3.7) ist. Die
anderen Behauptungen sind klar.

Ist in Satz 3.5 L vom Typ II, so muss man die Bedingung K, = K, durch
K, = 1 ersetzen. Die Klasse der Kongruenzen vom Typ II, die die angegebene
Eingenschaft besitzt, ist von 2 Funktionen einer Verdnderlichen und einem
Vorzeichen abhingig.
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Pesiome

INPOEKTUBHBIE M3T'MBAHUST KOHTPYOHIUI CETPE W U UX
OTOBPAREHUSA B IMATUMEPHOE IMPOEKRTUBHOE
ITPOCTPAHCTBO KJENHA

BJIAIIUMHUP I'OPAK (Vladimir Horak), Bpao

B uepsoit wactm 5Toil paboThl M3ydyaloTcsd HPOGKTUBHBIE H3THOaHMA KOH-
rpyannuit Cepre W, 1. e. kKourpysumuit W ¢ nuueiidaThiMi QOKAIbHBIME II0-
pepxnoctsiMu. JlaHHYI0O KOHrpysHIMIO Mbl HasoeM KoHrpysunwueil Cerpe
obmero Buja, ecyiM HM CaMa KOHTPYDHIMHA, HU TIPUCOE(MHEHHAs K Hell KOH-
IPY9HIMsI He NPUHAJIEKAT JHIHEHHOMY KoMIlIekcy. [lanHylo KoHrpysHIuio
MBI 0603HaUMM uepes L, a NPHCOECIMHEHHYIO K Hell KOHIPYSHIMIO — depes L

ABrop ucciepyer mectb THIOB KoHrpysHmmii Cerpe:

Tun I: Obumag KoHrpysHnmA, objagaiomas obljell NpUCOeMTHEHHOM KOH-
Tpy9IHIHeN.

Tun II. Rourpysumus, npunajieskamas oOLIeMY JINHEHHOMY KOMIUIEKCY
u obmajaiouias obiell TpHCOeMHEHHON KOHTPYIHIMeN,

Tun I1I: Kourpyssuus, npuHAAJeKaIIas CIenHalIbHOMY JIMHEHHOMY KOM-
wiekcy u obsiajaomas o0Imell IpucoeMHEHHON KOHTPYIHIIAE.

Tun IV: O6mas KOHTPYIHIHUSA TAKasi, YTO ee NPICOeANMHEeHHAS KOHIPYIHIUA
HOpUHAJJICHKUT 00IIeMy JTMHEHHOMY KOMIIeKCY.

Tun V: O6mas KOHIpYdHIOUA TaKasdg, YTO ee NPUCOeMHEHHAA KOHT'DYIHIUA
NPWHAJIEHKUT CIENUAJIBHOMY JIMHEHHOMY KOMINIEKCY.

Tun VI: Obuiasg KOHTPYSHIUSA, A KOTOPOIl IPHCOERNHEHHAA KOHTPYIHIIHA
JIMHEeNHA.

Cormacro M. Kimanka manpasngomue kpussie Cy, C,, coors. C;, C;, onn-
CaHHBIe TOUKAMH ¥, 2, COOTB. ¥, Z, (OKAJIbHBIX IOBEPXHOCTEH KOHTPYIHIIUM
L onpejensioress cucreMoit juddepennmanbubix ypasrenuit (1.1), rome P, @,
R, S, x,0 — QyHKuuz napamerpa v, YHOBJIETBOPAIONEr0 COOTHOMEHMAMI

¥, 2y,2)=0, #2Y,2)=0 @ =w=1, ecciu L ue upuHajemRuT
truny III, mmm * =1, o = 0, CO0TB. ® = 0, w? = 1, ecim L UpHHAIJIEKHUT
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tany III), a mrpuxm osHadaoT mpoussofHEe HO 5TOMYy mapamerpy. s pas-
JINYeHNUsT OTHEJHHBIX TUIOB KOHTPYDHIUI CJIY’KAaT HEKOTOPHIE COOTHONIEHU
VIS YKa3aHHBIX (YHKIWIA; 5T COOTHOMIEHMsI TIPUBOSITCS B BBOJHOM Iaparpa-
¢e osroit paborsl. JlioGoit myu ¢ womrpysuumm L ompepmensiercsa (oKycamMm
A, =ty +tz, A, =ty + t,z, THE t;, {, — TpousBosbHBIE TapaMeTpsl. Ilo-
PANOK, B KOTOPOM HalmcaHbl ypaBHeHusi B cucreMe (1.1), onpenenser HEKOTO-
PYIO OPHEHTAIMIO COOTBETCTBeHHOH KoHrpysuumu L. PasseprsiBaomuecs mo-
BEeDXHOCTH 9TOM KOHIDYSHIMHU olpefiesisaioTcss Aud@epennnaIpbHbiMI ypaBHe-
HUAMA

(1) . tity — toty = 4= (P + 2Qt,t, + Ri3),
t
WJin B HEOJHOPOJAHBIX napaMeTpax (u = t_2) YpaBHCHUAMU
1
1) w' = + (P + 2Qu + Ru?).
Hycrs L — opueHTHpOBaHHAs KOHIPYSHIMs, KOTOpas oOIpejelisercs

cucreMoil guPPepeHnnaNbHEIX ypaBHEHMI, Iojydaomeiica u3 cucremsl (1.1)
nyTeM npeodpasoBaHus

(yv 2, gv E7 Pv QI R7 Sr 0‘1 &7 (0, 61 tl) t27 ’U,...)

. AN Z _
Y, 1z, 1y, 1z, 1P, 1Q), ‘R, 18, «, o, ‘o, o, T, T,, W, ...

(2)

Huddepennuanbuble ypaBHEHHsI pPa3BePTHIBAIOIIMXCS IOBEPXHOCTEH KOH-
rpysuuun 1L nosryvaorest ua (1) wium (1') rem sxe npeoGpasosanuem (2).

ITpeo6pasoBarmme 7 W = f(u,v), w = @(u,v) ABIsAercsi pa3BepTHBAIO-
muMesi npeobpasoBaHmeM KoHrpyoHiuil L u 1L, eciiu IepeBOJUT pasBepTHIBA-
IOIMecst IOBEPXHOCTU KOHrpysHImum L B passeprhiBaiomuecs HOBEPXHOCTH
KoHrpysunum L wu, caefoBarelbHo, ud@epeHnmalbEbe ypaBHEHHS pas-
BePTHBAIOIIMXCSA MOBEPXHOCTeH KOHrpysHnmu L B nuddepeHnuanpubie ypas-
HeHWsl pas3BePTHIBAIOIMXCcs NOBepXHocTell KoHrpysumum L. OxaswiBaercs,
yro npeobpaszoBanme 7' kourpysunuit Cerpe siBisiercsi BceTHa acUMIITOTHYEC-
KM ¥ He IIePeBOJUT, BOOOINE rOBOPsI, NPsAMBIE aCUMITOTHYECKHE OJHOH KOH-
TPYOHIMHU B KPUBBIe aCHMITOTHYECKHE APYTroil KOHIPYOHIMMU. ABTODP BLIBOJUT
HeoOXouMble U JIOCTATOYHEIE YCIOBHs Uit Toro, 9r00sl L 1 1L, onpenenenusie
BooOme cucreMamu auddepeHnuaIbHEX ypaBHenuil Bufa (1.1), 6blIn cBA3aHBL
passeprhIBaONMMes IpeobpasopanueM. OH IHOKa3BIBAeT, YTO BOBMOJKHBI JIMIIH
ciejlylomue THIB passeprbiBaommxcsa upeobpasosanmit: I<«— 1, I« 1II,
I 1II, II«-1I, I1«—1III, III«—1III, IV «—1V, VYV, VI— VL
ITpu mapmeskanem BeIGope apuPMeTHYeCKUX HANPABISIONMX KPUBBIX (POKAIIb-
HBIX HOBepXHocTell Kourpysunuit L u 'L moskno jnoburbest Toro, 9ro GBI pas--
BepThIBaoliieecsi TpeobpasoBaHye ObIIIO JAHO yPaBHEHMAMNI

(3) L=T,l="1,, v=1,;
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Torpa B cucreMax jAPPepenmmanpubix ypapuenmii, onpefensomux L u 1L,
obs3aTebHO OYyIeT

(4) P=1p, Q=19, R=1R,

a Qyuxmun «, S, l«, 1S u gHaruw o, o, 7, n nponsBoibHL. Ecinm mameHutsh
OpHEeHTAHNIO OJHOM M3 KOHTPYSHIMI, TO MeHseTcd M BUJ, COOTHOMeHud (4).

Raskmoe pasBeproiBaiolieecs: npeobpasoBaHue sSIBIACTCS 11POSKTIBHBIM aCHM-
UTOTMYECKNM U3rnbaHueM mepBOro mopsijxa. DHla onpefelieHa creleHb
OOIHOCTN  YKABAHHBIX Pa3BePTHIBAIOIMXCA 1Pe00Pa3oBaHUil  KOHI'DYDHIUIT
Lwu'L.

PassepruBaomuecss npeotpasoaunsg I« III u II<«— III Hurorma me
MOTYT GBITH TPOCKTUBHBIMI U3TNOAHUAME BTOPOro Mopsaka. s kourpysunun
L omuoro uz runos I, IT cymecrByer B ToWHOCTH OXHA KOHIpysHIusa Tuna LI
n Kiace (3aBUCAMMI OT OMHOW (QYHKINAM ONHON HepeMeHHOM) KOHIDYdIHIUI
Tuna I, KoTopble cBsA3aHBI NPOCKTHBHBIM H3rubaHumeM ¢ KoHrpysuuumeir L.
ABTOD HaXO[MUT TaKyKe OOMIHOCTH OCTAJNBHBIX THIOB HPOCGKTUBHOIO M3rnbaHust
wourpysuummit L u L u obHapyskuBaer, 4T0 NPOEKTUBHOC W3rMbaHHEe KOH-
rpysunuii tuna I Bcerga rpusnannHo.

Hcemepyorest ¢BoiicTBA KAcATEIBHBIX W CONPUKACAIOMUXCH KOJUIMHEAIHI
pasBepTHIBaoONierocst npeobpasopanus KoHrpysumuii L u L; MeK1Ly Hpodmm
OKa3bIBaeTCs, YTO KajKloe IPOeKTHBHOC u3ruBaHue KoHrpysunmii Cerpe
ABJIAETCS NPOEKTUBHBIM M3rubaHmeM OJHOBDPEMCHHO BJIOJIbL BeeX Jyueil obomx
PeryioB, KOTOpbIe cOJepsKaT Jyul, cOOTBETCTBYIOIINE APYT APYTYy B pasBepThi-
BaIOIEMCA 11Peobpa3oBaHUM.

ABTOp M3yUaeT TaK;Ke [yaJdM3alnio, KAK IPOEKTUBHOC U3rubaHue, 1 BBeJCH-
weie J. Yexowm B pabore [1] (cM. cnmCOK JTEPATYPHI) TOUYCUHBIE U NIIOCKOCTHBIE
npoeKTUBHBle n3rubanua KOHrpysumit L u 1L.

Bo Bropoii wactu 510it paGoThl aBTOP OIMPAETCs Ha Pe3YJIbTATHl, BHIBEICHHbIC
um B patore [6]. Rammoit kourpysunuu Cerpe tuuna I coorBercrByer B npsitu-
mepHoM npoctpancrse Hieiina Py HekoTopasi paspepThiBAIONIAsACH OBEPXHOCTD,
SIBJISAIONIASICA Pa3BePTHBAIONICHCH IOBEPXHOCTHIO KACATEIBHBIX IPOCTPAHCTBEH-
HOil KPHUBOI, He Je;kamieil B TOJTPOCTpancTBe npocTpancTa Ps. Boipasenns
K,, K,, K,, K, (IL.1.3) u 3HaKu ¢, &, ..., ¢ (I1.1.4) saBusoTCca NTPOEKTUBHEIMU
K-unpapuaHTaMu pa3BepThiBalolIeiicss nosepxnoctn L mnpoctpancrBa Py, KO-
‘Topasl B HeM IpejcTaBiser AaHHY© KoHrpysunmo L. Ecan L u L cocrosr
B passeprhiBaionieMcst npeodpa3oBaHuM (B IPOCKTHBHOM U3rHOaHUM), TO OHO
‘onpejiesisieT HEKOTOPoe cOOTBeTcTBHe 11 MEesKy ToukaMm peGep Bozpacra I10-
BepxHocreit L u 'L, npudeM B COOTBETCTBEHHBIX TOYKAX MMEET MeCTO JJIs
K-unBapuanros coorHomenune K,: Ky: Ky =1K,:1K,: 1K, ¢, = + %, (i =
=3,4,5,6)(K,: K,: K3: K, =K, :'K,:'K;: 1K, ;= +%(j=12,...,
..., 6)), m maoGopor.
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Hasee aBrop muier KiIacc KOHIPYSHIMIT, KOTOPHIC MOFKHO Pa3BEPTHIBAIONIIMCS
upeo0pasoBanueM WM TPOEKTHBHHIM H3ru0aHWeM IlepeBecTH Ha WX TpH-
coefiuHenHble KoHrpysunmi. Iloxasamo, 4ro B 060MX cirydasix MBI NOJrydaem
TOT JKe CaMblil Kjlacc KOHTPYSHIMII, M pasBepTHBalomeecsa upeobpasoBanue,
COOTB. IIPOCKTMBHOE W3rMOaHMe CBOMUTCA JINIOL K IPOEKTHMBHOMY COOTBET-
CTBHIO, TAK YTO MBI II0JIyYaeM Kjlacc KOBTpysunuit Cerpe, KOTopbli meciieaoBad
yxe 1. Rnauka B paGore [7]. ODpLIIeJIHXOTCH KJlacchl Iap KOHrpysuuwii L u L,
NIPUCOeIMHEHAble KOHTPYIHINHI KOTOPHIX L wu 'L cpasann TIPOEKTUBHBIM UBTH-
Oanuem, a Taxske APYroil KJIAcC KOHIPYSHIMIA, Ha KOTOPBIE MOFKHO M3rubaHueM
niepeBecTH WHBIC KOHTPYSHIUM ¥ OIHOBPEMEHHO MX IPUCOEMHCHHBIC KOH-
rpysnuun. M3sydemme 3TMX BONPOCOB NPOBOAUTCA TAKMKe JUIsl OCTAJIBHBIX
TUIOB KOHTDYSHIUIT M onpefesseTcs OOIHOCTH IOJYYEHHBIX KJAaccOB KOH-
IPYSHIMI ¢ MBYYaeMBIMU CBOUCTBAMI.

595



		webmaster@dml.cz
	2020-07-02T18:44:52+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




