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YexocaoBauxuii MaTevMaruyeckuil skypuas, 1. 11 (86) 1961, IMpara

DIE DIFFUSIONSPROZESSE MIT KLASSISCHEN RANDBEDINGUNGEN

PETR MAaNDL, Praha

(Eingelangt am 8. Janner 1960)

In der vorgelegten Arbeit wird gezeigt, dass die unbeschrinkten und einsei-
tig beschrankten Diffusionsprozesse, welche durch Halbgruppen charakte-
risiert werden, deren Generator ein Differentialoperator zweiter Ordnung
ist, (eventuell seine Verengung durch klassische Randbedingung), eine
Ubergangswahrscheinlichkeitsdichte besitzen, die den Kolmogorowschen
Differentialgleichungen gentigt.

Es sei Q, ein Differentialoperator zweiter Ordnung
d? d d? d

— + b(x) — und Qf = — a(x) — — b(x

dx? ()dx f) dx? () dx ()

der zu ihm adjungierte Operator. Der Einfachheit halber setzen wir voraus, dass die
Funktionen a(x) und b(x) auf der ganzen Geraden definiert sind. Die Funktion
a(x) sei positiv und besitze eine stetige Ableitung, b(x) sei stetig. Wir setzen

W(x) = exp {— [5b(s) a(s)~* ds}

Q, = a(x)

und die Funktionen
W(x) [3a(s)™* W(s)~! ds und a(x)~" W(x)™! [5W(s)ds

seien in der Umgebung von + oo und in der Umgebung von — oo nicht integrierbar,
(d. h. diese Punkte bilden die natiirlichen Grenzen in der Fellerschen Terminologie):

Bedingung (1). W. FELLER hat bewiesen ([2]), dass Q, der Generator einer Halb-
gruppe im Raume stetiger Funktionen auf dem (abgeschlossenen) Intervalle {(— oo,
oo) ist und QF der Generator einer Halbgruppe im Raume intergrierbarer Funktio-
nen ist. Dasselbe gilt fiir ein beliebiges Intervall {a, o), wenn wir den Operator Q,
durch die Randbedingung

@ pu' =1 =pluleey, 0Sp=1
und den Operator Qg durch die Randbedingung
(3) p((au) — bu) = (1 — p)au |,=,

verengen. (Im Falle p = 0 soll die erste Halbgruppe im Raume stetiger Funktionen
die in der Null verschwinden betrachtet werden.)
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Jede Halbgruppe von einem solchen Paare charakterisiert die Ubergangswahr-
scheinlichkeiten eines Markowschen Prozesses. Wie Feller bemerkt hatte, (siehe [3]),
wire es fiir die Vereinfachung von Formulationen zweckmissig zu beweisen, dass
diese Prozesse durch Dichten von Ubergangswahrscheinlichkeiten beschrieben sind,
die den Kolmogorowschen Differentialgleichungen und eventuell auch den entspre-
chenden Randbedingungen geniigen. In der vorliegenden Arbeit ist diese Behauptung
unter der Voraussetzung bewiesen, dass die Koefizienten a(x) und b(x) um eine stetige
Ableitung mehr besitzen als fiir den Beweis derselben Behauptung im Falle eines
beschriankten Intervalles notwendig ist.

Satz 1. Besitzt a(x) drei stetige Ableitungen, besitzt b(x) zwei stetige Ableitungen
und ist die Bedingung (1) erfiillt, so entspricht dem Prozesse, welcher durch den Opera-
ior Qo und die Randbedingung (2) definiert ist (oder durch den Operator Q¢ mit der
Randbedingung (3)), eine Ubergangswahrscheinlichkeitsdichte und es gilt

~2
4 9 100, y) = a() 2 £O ) + b) = £, y)
ot ox ox
mit der Randbedingung (2) und
5) 210, 5) = 2 [a0) 00 9] = 2 [b0) SO )]
t dy 0y

mit der Randbedingung (3).

Denselben Gleichungen geniigt auch die Ubergangswahrscheinlichkeitsdichte des
Prozesses, der durch den Operator Q, (resp. Q5) auf der ganzen Geraden definiert ist.

Satz 1 wird mit Hilfe von Satz 2 bewiesen. Zum Beweis des Satzes 2 werden wir
aber einige Hilfssdtze brauchen. Zuerst werden diese Hilfssétze eingefiihrt.

Die Menge der (x, t), fiir welche 0 £ x £ R, 0 £ ¢t £ Tist, wird mit I bezeichnet.
Unter der Losung einer Differentialgleichung in 7 wird immer eine Funktion gemeint,
welche in 7 stetig ist und im Innern die Gleichung erfiillt. Die Koeffizienten in den
Gleichungen werden als stetig in I vorausgesetzt, wenn nicht anderes bestimmt
wird.

Hilfssatz 1. (S. N. BERNSTEIN). Die Funktion v erfiille in I die Gleichung
02 0

— =a(x, 1) —‘; + b(x, t)—v +o(x, )y
ox ox

(a(x, ) > 0) und es sei |v| < K. Es existiert eine (unabhdngige vom v) Konstante M
derart, dass
ov

ox

< _}4_5_ ist.l)

x(R = x)/t
1y 1. BaBuSkA machte mich auf diesen Satz aufmerksam. Ihm verdanke ich auch andere wert-
volle Anregungen.
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Beweis. Fiir den Beweis siche [1].

Die folgenden Hilfssitze werden zuerst fiir die Wirmeleitungsgleichung bewiesen
und dann gehen wir zu den Gleichungen der Form (4) und (5) iiber. Das ermdglicht
uns die Quellenfunktion der Wirmeleitungsgleichung zu benutzen. Die Eigen-
schaften dieser Funktion, welche im Folgenden benutzt werden, werden in ihrer
expliziten Form sichtbar. Es wire schwierig, diese Eigenschaften der Quellenfunktion
fiir den allgemeinen Fall abzuleiten.

Es sei
1 x — &2
¢(€5 X, S) = ——¢€Xp — (——*é‘)—"
2\/ns 4s
Ferner sei
g(&x;8) = Y (& + 2nr,x;5) — ¢(2nr — &, x35) =
n=-o
0 2.2 "
=,2_Zexp.._nns si H&.S' 7_.[11_6

r o=t r r

(Siehe [ 5] Seite 469.)

g, ist die Ubergangswahrscheinlichkeitsdichte der Brownschen Bewegung mit
einer absorbierenden Grenze in 0 und im r. Diese Funktion wird in den Beweisen
benutzt.

Hilfssatz 2. Es sei v, eine Folge von Funktionen die in I der Gleichung

5 o*
6 =5V X) Vn
©) 6tv 6x2v 0(x)

geniigen. Q(x) habe eine Ableitung, die in I stetig ist. v,(x, t) konvergiere zu v(x, t)
gleichmdssig auf jedem zu I innerem Intervalle. Ferner sei |v,(x, t)] £ M,

d
(7 = By li=o («* + B2 > 0)

X

o° o
und P v, sei stetig in I. Es ist dann
X

lim aiv—ﬂv=0 fir 0<t<T.
x—=0+ 6x

Beweis. Es sei zuerst bemerkt, dass aus den Abschitzungen in Hilfssatz 1 die in

: . . 0 0
inneren Intervallen von I gleichméssige Konvergenz von p v, ZU P v folgt. Wenn
X X

o = Oist, so setzen wir Y = By~ ! und finden die Losung der Gleichung ¢* + (—jd— qg=
_ x
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= Q, welche ¢(0) = y erfiillt. Wir setzen w, = -:1 v, — qv,. Wenn o = 0 ist, so sei
ox
w, = v, . w, geniigt der Gleichung
0 o*
J— W" = — wn
ot ox?
und es ist w,(0, 7) = 0.
Wir wihlen ein r derart, dass 0 < r < R ist und dass die Ldsung ¢(x) auf dem

Intervalle <0, r) existiert. Aus der Greenschen Formel bekommen wir folgende
Relation:

(8) wa(x, 1) = [§ [68(& x5t — 1) Q4 (E)w,(&, 1) dé dr +
+ Jrgr(f, x; 1) w,(€,0)dE — jt iﬂg,(r, x;t — 1) wy(r, 1) dt.
0 0 0¢

— 0w, mit 0, =0-23¢ oder 0,
dx

IIf
\e)

Mit Hilfe partieller Integration bekommen wir

9) [o&d& x5t — 1) Q&) wi&, 1) dE = — [5g& x5t — 1) 04(8) q(&) v(&, ) d& —
- fg g&,x1 1 — ) 04(8) n(E, 1) dE — f (6 1 — 1) QL) wl&, ) de

0 0
Es gilt

Jr'é%gr(é,x;t—f)ldééi

0] | \/t—‘t

Mit Hilfe von (9) und dieser Abschdtzung sehen wir, wenn wir die Beschrinkheit
von v, benutzen, dass im ersten Glied der rechten Seite von (8) der Grenziibergang
nach dem Integralzeichen berechtigt ist. Analog sehen wir, dass der Grenziibergang
auch im zweiten Gliede berechtigt ist. Zur Analyse des dritten Gliedes kann man
Hilfssatz 1 anwenden.
Mit Hilfe einer Untersuchung der Relation, welche man fiir w durch den Grenz-
iibergang in (8) bekommt, iiberzeugen wir uns, dass lim w(x, f) = 0 gilt. Dabei
x>0+
kann man einige Glieder auf dieselbe Weise wie in (9) umformen. Die Relation
lim w(x, £) = 0 ist der Relation
x=0+
lim o ~a— v—pBr=0
x—>0+ X
gleichwertig.
Hilfssatz 3. Die Funktion v(x, 1) geniige in I der Gleichung
0 o*
—v=—v—0(x)v
ot ox? ()

und es sei f‘f lv(x, t) | dx < M. Dann gilt fiir jedes zu I inneres Intervall J die Un-
gleichung |v(x, t)] £ C;M (Die Konstante C; ist von v unabhdngig).
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Beweis. Es sei r < R so gewihlt, dass das Intervall J in der Region 0 < x < r,
0 < ¢ < T enthalten ist. Die Funktion v sei jetzt mit Hilfe der Greenschen Formel
ausgedriickt

(10) v(x,8) = [§ [58l& x, t — 1) Q(&) (&, 1) dE dr + [§g.(& x;0) w(E, 0) dE +

t

to 0
+ | —&(0,x;7—1)¥0, 7)dr — J —g(r,rst =) ¥(r,7)dr.
j 0 0¢ 0 0¢
Mit Hilfe von (10) schitzen wir jetzt v in der Menge J ab. Schwierigkeiten kdnnen
nur die zwei letzten Glieder bereiten. Betrachten wir zum Beispiel das Letzte.
Wir wihlen r; < r, < R derart, dass das Intervall J ganz in der Menge 0 < x < ry,
0 < t < T enthalten ist. Aus der Ungleichung

fo [72(x, )l dxdt < M. T
folgt, dass ein solches r € (ry, r,) existiert, dass A

T
J‘ [ v(r, 1)|de < M. T
0 r, — 1y

ist. Wir kénnen voraussetzen, dass dieses r in Formel (10) gewihlt ist. Daraus be-
kommen wir die Abschitzung des letzten Gliedes. Auf dieselbe Weise konnte man
zur Abschidtzung des vorletzten Gliedes die zweite Grenze wenn notwendig nicht
in der Null, sondern in deren Umgebung wéhlen.

Hilfssatz 4. Die Funktionen v,(x, ) geniigen in I der Gleichung (6) und es sei v,(x, t) <

< M, v,(x,0) = g(x). Ferner sei v(x,t)=limv,x,¢). Es ist dann lim v(x, t) =
n— o t->0+
= g(x) fiir jedes x,0 < x < R.

Beweis. Die Behauptung folgt einfach aus Relation (10), welche man fiir ¥(x, )
durch den Grenziibergang bekommt. Das zweite Glied auf der rechten Seite ist in
diesem Falle [§g,(&, x; 1) g(&) d&, was fiir 1 — 0 bekanntlich gegen g(x) konvergiert.
Die iibrigen Glieder konvergieren gegen Null.

Bemerkung. Die Hilfssdtze 2—4 gelten nicht nur fiir die Gleichungen der Form,
fiir welche sie ausgesprochen waren, sondern auch fiir die Gleichungen

(1) &
und

(12)

J—— v

6v
at

()v———b(x)v

Man kann nidmlich in diesen Gleichungen durch die Variablentransformation
X = [*[a(s)]~* ds erreichen, dass der Koeffizient bei der zweiten Ableitung identisch
gleich 1 ist. Der Koefizient bei der ersten Ableitung ist dann = (b — 3d)/\/a. Setzen
wir jetzt B(x) = [* B(s) ds, so kénnen wir die erste Gleichung durch die Substitution
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v = ¢"*y und die zweite Gleichung durch die Substitution v = ¢*?y auf die Form

3 o*
._y=._

Sy= 5y -0y, mit o) = %ﬁz(x) + % B'()

iiberfithren. Wir konnen also die Hilfssdtze 2—4 auch im Falle der Gleichungen
(11), (12) benutzen.

Hilfssatz 5. Es seien v und u zwei Losungen der Gleichung ( 11) in I.v sei nicht-
negativ und geniige der Bedingung 02 v = 0|,_0, u geniige der Bedingung (1). Ist
x
vZufirOS xR t=0undfirx=R0Zt< T,soistv=uinl

Beweis. Die Differenz v — u bezeichnen wir mit w. So w geniigt der Gleichung
(11) und nimmt deshalb seinen kleinsten Wert in / auf den Seiten an, die ¢ = 0,
oder x = 0, oder x = R entsprechen. Wenn min w = « kleiner als Null wére, so
sollte mit Riicksicht auf die Nichtnegativitdt von w auf zwei Seiten von dem Rechteck
ein solches 7, existieren, 0 < £, < T, dass w(0, #,) = « und folglich u(0, z,) > 0
ist. Das ist unmoglich, wenn p = 0 ist. Wenn 0 < p < 1, so folgt aus der Bedin-
gung (2) u(0, 1) > 0. Es soll also w(0, z,) < O sein, was der Relation w(0, t,) =
= min w widerspricht. Es sei jetzt p = 1. Dann geniigt w der Gleichung (11) mit

der Randbedingung aiw = 0],_o. Jetzt folgt die Behauptung des Hilfssatzes aus
X

der Tatsache, dass eine, fiir t = 0 und x = r nichtnegative, Lésung der Gleichung *
(11) mit der Randbedingung (2) nichtnegativ in I ist.

Bei dem Beweis vom Satz 2 werden wir die Dichten der Ubergangswahrscheinlich=
keiten der Prozesse auf den beschrinkten Intervallen <a, b) benutzen, welche den
Gleichungen (4) und (5) mit den Randbedingungen (2), (3) fiir x = a (event. y = a
und einer weiteren Ranbedingung fiir x = b (event. » = b) geniigen. Solche Dichten
sind durch die Entwicklung in Eigenfunktionen in der Form

¥ ) 10)

gegeben. Fiir die im weiteren benutzten Eigenschaften der Eigenfunktionen und
Eigenwerte siche z. B. [4].

Es gelten fiir 4, > 0 folgende Abschétzungen:
b= 0(K) , 1Xi] < My, 1% < /I My, 1X{] < 1M
Wir werden auch mit den dritten Ableitungen arbeiten. Die Gleichung
aX; + bX, + 4, X, =0

kann man mit Riicksicht auf unsere im Satze 1 gemachten Voraussetzungen iiber
die Koeffizienten a und b differenzieren. Daraus sehen wir, dass X}’ existiert und
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gleichzeitig bekommen wir die Abschitzung |X}'| < AZM,. Dassel begilt von Y.
Als eine Folgerung unserer Betrachtungen bekommen wir, dass

ki)e X)) Yi(y)

fiir 7 > 0 eine im <a, b) stetige dritte Ableitung nach x (event. nach y) hat.

In Satz 2 machen wir iiber die Koeffizienten a(x) und b(x) dieselben Voraussetzun-
gen wie in Satz 1; es ist aber nicht notwendig, dass die Bedingung (1) erfiillt wird.

Satz 2. Es existiert fiir jede stetige und beschrinkte Funktion auf dem Intervalle
<a, ) eine Losung W(x, t) der Gleichung (11), fiir welche gilt:

l.p—éa~ v=0=p)vlcw 2. lim¥(x, 1) = g(x) fiir x > a,3.]%(x, 7)] < sup |g(x)!.
X t->0+ x

Diese Lisung ist in der Form
vx, 1) = [2 fO(x, ) g() dy,
gegeben, wo f(x, y) der Gleichung (4) mit der Randbedingung (2) und der Gleichung
(5) mit der Randbedingung (3) geniigt.
Es existier! fiir jede stetige und beschrinkte Funktion auf dem Intervalle (— oo, o0)
eine Losung ¥(x, t) der Gleichung (11) die 2. und 3. erfiillt. Es gilt

v 1) = [2, /O, ») g(y) dy,
wo fP(x, y) den Gleichungen (4) und (5) geniigt.
Beweis. Intervall {a, o). Es sei g(x) eine nichtnegative Funktion, welche die Be-

dingungen des Satzes 2 erfiillt. Mit v,(x, 7) sei die Lésung der Gleichung (11) in dem

Gebiete a < x < b, t = 0 bezeichnet, fiir welche hm vb(x, 1) = g(x) fiir x e (a, b)
t—

ist und welche die Randbedingung (2) und die Bedmgung
(13) v =0le=p (£>0)
erfiillt. Diese Losung kann in der Form

v(x, 1) = [ £, ») &(7) dy
geschrieben werden. Die Funktion f,,(’)(x,. ) ist nichtnegativ und erfiillt als Funktion
von (x, 7) die Gleichung (11) mit den Bedingungen (2) und (13) und als Funktion
von (y, 1) die Gleichung (12) mit den Bedingungen (3) und (13). Einige Eigenschaften
dieser Funktion, welche aus ihrer Darstellung mit Hilfe von Eigenfunktionen folgen,
waren schon erwéhnt.

Es sei by < b,. Dann ist v, (x, 1) < v,,(x, 7) fiir x € {ay, b;). Das folgt daraus,
dass die Losung der Gleichung (11) mit der Randbedingung (2) nichtnegativ fiir
xe{a,by),t = 0 ist, wenn sie fiir = 0 und x = b, nichtnegativ ist. Es folgt aus
der Beliebigheit in der Wahl der Funktion g, dass

1% 9) £ )%, 9)

ist.
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Wir bezeichnen
FOC, y) = lim £%(x, y)
b—

und beweisen, dass f®(x, y) die im Satze ausgesprochene Eigenschaften hat. Aus
der Ungleichung

JafiP(x, y) dy £ 1
folgt, dass

J2 fO%x, y)dy 1

ist. Es folgt aus dem Hilfssatz 3, dass in jedem beschridnkten, geschlossenen Inter-
valle J, welches sich in dem Gebiete y > a, ¢ > 0 befindet,

ﬁ(!)(x, J’) _S_ MJ

ist. (Unabhingig von x und b.) Dann folgt aber aus Hilfssatz 1, dass in jedem J
die Funktionen fj(x, y) beschrinkte (wieder unabhingig vom b) erste Ableitungen
nach x, y und ¢ haben. (Was die Ableitung nach ¢ betrifft, so siche die analogen
Uberlegungen im néchsten Absatze.) Daraus folgt einfacherweise, dass die Grenz-
funktion f(x, y) in (4 x, y) in dem Gebiete x > a, y > a, ¢t > 0 stetig ist. Die
Funktion f{”(x,y) hingt auf eine monotone Weise von b ab und die Grenzfunktion
ist stetig. Die Konvergenz ist also auf jedem J gleichmissig. Dann konnen wir aber
aus Hilfssatz 1 folgern, dass auch die in den Gleichungen (4) und (5) sich befin-
dende Ableitungen in jedem J gleichméssig konvergieren.

IA

(Unmittelbar aus Hilfssatz 1 folgt die gleichméssige Konvergenz der ersten Ab-
leitungen nach x (event. nach y). Da die ersten Ableitungen eine Gleichung vom
dhnlichen Typus, welche man durch differenzieren nach x (event. nach y) bekommt,
erfiillen (hier verwenden wir im Falle der Gleichung (5) unsere Voraussetzungen
iiber die Koefﬁzienten), so konnen wir aus dem Hilfssatz auch auf die Konvergenz
der zweiten Ableitungen schliessen. Die Ableitung nach 7 ist mit Hilfe von (4) event.
(5) durch die Ableitungen nach x (event. nach y) ausgedriickt.)

Aus dem, was gesagt war, sehen wir, dass f)(x, ) in dem gegeben Gebiete die
Gleichungen (4) und (5) erfiillt. Es bleibt noch die Randbedingungen zu verifizieren
Es sei d > a,r > 0 und g'{(x, y) sei die Ubergangsdichte, welche den Gleichungen
(4) und (5) mit den Bedingungen (2), (3) und

d P
— &%, 9) = 0l,op — a(y) g°(x, ¥) — b(») g(x, ) = 01,-4
ox day

gentigt. Aus der Greenschen Formel bekommen wir, dass man fiir b > d, ¢t > r,
y<d

0, 3) = j

a

d t
- . . o
80" (2,0) /i0(x, 2) dz + f £ 5) 2 S d) d

r

schreiben kann.
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Gehen wir in dieser Formel mit # — oo zur Grenze, so bekommen wir

d "
(149)  fOx,y) = J‘ g4z, y) fOAx, z) dz + f gf,"’)(d, ) § fO(x, d)dr;
. z

a

aus den Abschitzungen

g4 N
K

e, 7, = O(K?)

]
18

und
[4fP(x,2)dz £ 1

sehen wir, dass f()(x, z) £ M ist, und zwar nicht nur fiir J im Gebiete y > a, t > 0,
wie aus Hilfssatze 3 folgte, aber auch fiir Jin der Menge y = a, ¢ > 0. Die schwichere

Behauptung des Hilfssatzes hat uns zum Beweise der Beschrdnkheit von ;— SO(x, d)
z

gedient.

Eine Untersuchung der Formel (14) gibt die Stetigkeit von f“(x, y) in den Punkten
der Grenze y = a, t > 0. Mit Hilfe einer analogen Formel, welche man fiir f(x, y)
als Funktion von (x, ) ableitet, bekommen wir die Stetigkeit in den Punkten der
Grenze x = a, t > 0.

Die Beschrinkheit, welche im Hilfssatze 2 gefordert wird war gerade bewiesen.
Aus den schon erwihnten Eigenschaften der Funktion f§”(x, y) sehen wir, dass der
Hilfssatz 2 sich auf

P = lim f,,(')(x, »)
b-> o

anwenden ldsst. Daraus folgt, dass f(x, y) die Bedingungen (2) und (3) erfiillt.
Damit ist die Behauptung des Satzes, welche f”(x, y) betrifft bewiesen.

Wir setzen

Wx, 1) = [2 fO(x, y) g(y) dy.
Wir haben

W(x, 1) = lim vy(x, 7).
b- o0
Auf dieselbe Wiese wie im Vorgehenden ‘sehen wir, dass v die Gleichung (11) und die
Bedingung 1. des Satzes 2 erfiillt. Es war am Anfang vorausgesetzt, dass g(x) = 0

ist, s0 v,(x, ) ist nichtabnehmend in b. Der allgemeine Fall wird mit Hilfe der Zer-
legung von g auf den positiven und den negativen Teil untersucht. Aus der Beziechung

vs(x, 1)l < sup |g(x)]
sehen wir, dass v die Bedingung 3. erfiillt. Der Hilfssatz 4 gibt die Erfiillung der
Bedingung 2.

Die Behauptungen des Satzes, welche das Intervall (— 00, o) betreffen, werden
durch die Methoden bewiesen, welche wir im Falle des Intervalls {a, oo) verwendeten.
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Die behilflichen Dichten f"(x, y) werden jetzt auf dem Intervalle {— b, b definiert
und durch die Randbedingungen f{”(x,y) = 0 fiir x = + b, y = + b bestimmt.

Bemerkung. Mit den Methoden des Beweises des Satzes 2 kann man ableiten,
dass fiir eine beliebige beschrinkte messbare Funktion g die Funktion

Wx, 1) = [7 /0, ») 8(v) dy
der Gleichung (11) mit der Bedingung (2) geniigt. Auf dieselbe Weise konnte bewiesen
werden, dass fiir eine Funktion G(x) mit der beschriinkten Variation auf dem Inter-
valle <a, o0) die Funktion

W, 1) = [ 1O, ») dG(x)
eine Losung der Gleichung (12) mit der Bedingungung (3) ist.

Der Beweis des Satzes 1. Intervall {a, ). In Bezug auf die Halbgruppe deren
Generator der durch die Bedingung (2) verengte Operator Q, ist, werden wir folgende
Bezeichnung benutzen: u(x, t; g) als Funktion von x stellt das Element des Raumes
stetiger Funktionen dar, welches zu dem Elemente g durch die zu ¢ = 0 entsprechende
Transformation zugeordnet ist. u(x, ¢; g) habe eine analoge Bedeutung in Bezug
auf die Halbgruppe deren Generator durch die Bedingung

d _
15 —u=0]|_,
(15) P 1

charakterisiert ist. Die Funktion

Wx, 1;8) = [ fP(x, ) g(y) dy
war schon in Satz 2 definiert.

Es sei g eine zweimal stetig differenziarbare nichtnegative Funktion, welche in
einer Umgebung von a und Unendlich verschwindet. Eine solche Funktion gehort
in den Definitionsbereich des Generators wie der Halbgruppe {u}, so auch der
Halbgruppe {u}. Aus der Theorie der Halbgruppen (oder als eine unmittelbare
Folgerung der Definition des infinitesimalen Operators) folgt jetzt, dass u(x, #; g),
u(x, 1; g) die Gleichung (11) mit der Bedingung (2) event. (15) erfiillen. Es ist weiter
bekannt (siehe [2], Seite 490), dass unter den Bedingungen (1)

lim u(x, t; g) = limu(x, t;g) = limg(x) = 0
ist. Es folgt aus der Stetigkeit der Halbgruppen im Sinne der gleichmaéssigen Metrik,
dass diese Beziehung gleichmdssig auf den beschrinkten Mengen von ¢ gilt. Wir
wollen beweisen dass u(x, t; g) = v(x, t; g) ist. Wenn wir die Tatsache benutzen,
dass '
v(x, 1;8) = [af5"(x, y) g(v) dy

die Gleichung (11) mit den Randbedingungen (2) und v, = 0 |,.-; erfiillt, so bekommen
wir aus dem Hilfssatz 5 die Ungleichung vy(x, t; g) < u(x, t; g). Es ist also auch
w(x, 1;8) Sulx, 1;8).
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Da die beiden Funktionen v(x, 7; g), u(x, #; g) die Gleichung (11) mit der Rand-
bedingung (2) und mit derselben Anfangsbedingung erfiillen (es gilt ndmlich
v(x, 1;8) £ v(x, 1;8) < u(x, ;) mit lim w(x,;8) = lim u(x, t; g) = g(x)) und

t—=0+ t—=>0+

beide gleichmissig auf den beschrinkten Mengen von ¢ fiir grosse Werte von x ver-
schwinden, so sind sie einander gleich und wir haben '

‘ ulx, 1;8) = vix, :8) = 7 /(x, y) g(y) dy .
Aus der Beliebigkeit von g folgt, dass f((x, y) eine Dichte der Ubergangswahr-
scheinlichkeit des Prozesses ist, von welchem der Satz 1 spricht. Die in Satze 1
gegebenen Eigenschaften dieser Dichte sind in Satz 2 enthalten.

Der Fall des Intervalles (— 0, oo) wird auf dieselbe Weise betrachtet.
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Pesome

AU®OY3NOHHBIE ITPOLECCHI C KJTACCUYECKUMU
KPAEBBIMU VCIIOBUAMU

TIETP MAHJI (Petr Mandl), ITpara

B pabote usyuyarorcsi nuddy3noHHbIe Mpollecchl Ha UHTepBasie {a, 00) U Ha MH-
TepBasie (— 00, 00), KOTOPbIE OXapaKTePU3UPOBAHBI C NMOMOILUBIO MOJIYIPYIIl, WH-
(MHMTE3MMAIBHBINA OTIepaTOp KOTOPBIX sBJIsieTCs AA(depeHIaIbHbIM 0IepPaToOpOM
BTOPOTO TOPSIIKA B CiIyyae MHTepBaja (— 00, 00) WJIH 3yXEHHEM TaKOro orneparopa
KpaeBbIM ycitoBreM (2) wid (3) B ciyyae untepBasa {da, o0). Jloka3pIBaeTCs, YTO ITH
MPOIECCHl UMEIOT TJIOTHOCTH BEPOSTHOCTH MEpPexXona, YIOBJIETBOPSIOLIME YpaBHe-
nusiM Konmoroposa. (B cinyyae untepsaia {a, 00) C COOTBETCTBYIOIIMMH KPaCBbIMHI
YCIJIOBHSIMU. )

236



		webmaster@dml.cz
	2020-07-02T18:52:30+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




