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YexocaoBanxuii MaTeMaTHieckuii :kypuai, 1. 11 (86) 1961, Ipara

SUR L’EQUIVALENCE DES OBJETS GEOMETRIQUES DE DEUXIEME
CLASSE DONT LE NOMBRE DE COMPOSANTES EST EGAL A LA DIMEN-
SION DE L’ESPACE

STANISLAW GorAB, Krakow
(Regu le 21 juin 1960)

Dans cet article, on cherche des conditions nécessaires et suffisantes pour
I’équivalence de certains objets géométriques spéciaux de seconde classe, dont
le nombre de composantes est égal a la dimension de I’espace.

Parmi les objets géométriques de premiére classe dont le nombre de composantes
est égal a la dimension de ’espace les plus simples sont les vecteurs contrevariants et
covariants ainsi que les densités vectorielles. Si v avec les composantes v' représente
un vecteur contrevariant et si nous prenons n® scalaires ¢} jouissant de la propriété

1) detg) + 0,
et si nous posons
(2) v¥ & ot

nous obtenons ainsi un nouvel objet géométrique possédant n composantes. 1l est
facile de prouver que cet objet est équivalent') au vecteur v bien que la régle de trans-
formation des composantes soit en général différente de celle du vecteur v.?)

Parmi les objets géométriques de deuxiéme classe®) nous connaissons aussi des
objets dont le nombre de composantes est égal a la dimension de I’espace. De la ma-
niére la plus simple on obtient un tel objet de 'objet d’une connexion linéaire I';, en
faisant la contraction des indices v et A. En posant
(3) r, &

v o

1) On peut trouver la définition de la notion d’équivalence de deux objets géométriques dans le
travail J. AczEL-S. GoLAB, Funktionalgleichungen der Theorie der geometrischen Objekte. Mono-
grafie Matematyczne T. 39, Waiszawa 1960, p. 16.

2) Ce théoréme est contenu dans le travail de M. A. JAKUBOWICZ, O pewnych obiektach geo-
metrycziych rownowaznych afinorom. Zeszyty Naukowe Politechniki Sczecinskiej, Budownictwo 2,
1960.

3) Les objets de deuxiéme classe sont (d’aprés la terminologie de MM. J. HAANTIES et J. A.
SCHOUTEN) ceux pour lesquels la régle de transformation des composantes contient les dérivées
premiéres et secondes de la transformation des coordonnées.
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nous obtenons un objet géométrique & n composantes (n signifie ici la dimension de
I'espace dans lequel on envisage les objets géométriques) ayant la régle de transfor-
mation

4) I, = A,.I,— 0, logJ.*)

ou nous admettons les notations suivantes

v v’ 2 ¢
(5) Avv’ = o AE) A‘;, = % > A;);'v' = "'i'é—, s
o&” lilad ot oLy
J=m£,m=aﬂ
o0&

Hors des objets obéissant a la régle (4) nous avons les objets plus généraux notam-
ment

(6) A, = AVA, + qd,. log J,

ou g dénote un scalaire arbitraire différent de zéro (pour g = 0, (6) représente un
vecteur covariant, donc un objet de premiére classe).

11 se pose le probléme suivant: Soient donnés deux objets, 'un A, avec la reégle de
transformation (6) et I'autre Ay avec la régle de transformation

(7 AY, = ALAY + po,. log J

ou p désigne une constante différente de zéro. Comme les objets A et A* possédent le
méme nombre n de composantes, ils peuvent étre équivalents. Quand aura lieu cette
circonstance?

Nous trouverons tout d’abord la condition nécessaire. Pour ce but supposons que 4
et A* soient équivalents. D’aprés la définition de ’équivalence nous pouvons conclure
qu’il existe un systéme de fonctions

(8) X, nx), (v=1,..,n)
représentant une transformation inversible d’une fagon globale et tel que la relation
9) AV =f(Ay, ... 4,), (v=1,..,n)

est remplie dans chaque systéme admissible de coordonnées &'. Donc la relation
1 pour v =1
1 A} =5}, oo Ay L=l
( 0) v vf).(Ab :An)’ 5\; \0 pour vr 4: ).
doit étre en méme temps satisfaite. En vertu des formules (6) et (7) nous obtenons
A%LAY + pd,. log J = 8L.f, {A}.A, + qd,.log J, ..., AL A, + qd,. log J} .

En prenant (9) en considération et en substituant x, au lieu de 4,, nous parvenons au
suivant systéme d’équations fonctionnelles

(11) Ay f(X4, o0 X,) + pd,. log J =
= 60f, {Alx, + qd;. log J, ..., Ay.x, + g0, log J}, (V' =1,...,n').

#) Nous écrivons briévement log J au lieu de log |J|.
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Dans ce systéme les x4, ..., x, sont traités comme fixés pendant que les
(12) Ay, ‘;»’M'
sont considérés comme variables independantes. Ces variables sont assujetties aux
conditions suivantes
(13) detA), =J 1 %0,
(14) v = Aprge
Remarquons que dans le second membre de chaque équation (11) il figure seule-

ment une fonction f, inconnue pendant que dans le premier membre apparaissent
toutes les fonctions inconnues f;. P. ex. la premiére équation prend la forme

AL f1(X1s ooy X)) + oo + AL fugs o vos Xu) + POy log J =
=fi{Alx; + ...+ A}.x, + qd;. log J, ..., ALx; + ... + A%x, + 0, log J} .
Posons dans le systéme (11)
(15) AL = 6%,
Alors nous obtenons
(16)  filxis - X,) + PO, log J = f, {x; + qd;.log J, ..., x, + 40, log J}
(v=1,...,n).
Remarquons que 'on a
0, logJ = — A . A4,

et, comme, vu I’hypothése (15), on a

A =6,
donc

av’ log J= - Ai’v’ = - Z A}A."v’ .

A=1
En vertu de I'indépendance des parametres Aﬁ,ﬂ, (dont le nombre total est égal a
2n*(n + 1) on peut traiter les 9, log J comme variables indépendantes.®) Posons

Yy o zA/;{’v’ .
P
Le systéme (16) prendra alors (d’aprés la transposition des membres) la forme

fv{xl + qyb L] xn + qyn} =fv(x15 L] xn) + pyv (V = 1’ soey n)‘

Maintenant, chaque équation contient déja une fonction inconnue. En posant

Zy =4q)y
5) Les X{, ..., X, étant envisagés comme fixes, on peut choisir la transformation (1) — (1) de
telle maniére, qu’ au point (x4, ..., x,,) I’équation (15) soit remplie, sans que les Aﬁ,v, soient iden-

tiquement nuls.
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nous pouvons, en tenant compte de ’hypothése g + 0, écrire le systéme précédent
comme suit

fulxy + 2q0 e X, + 2,) = Bzv + filxgs o0 x,) (v=1,..,n).
q
En posant ensuite
h=z,+x, (A=1,..,n),
nous obtenons finalement
fv(tl’ AR tn) = s tv - ng +fv(xls LERE) xn) )

ou bien
(17) fv(tl» [ERE] tn) = B tv + a,,
: q

ou les a, sont constantes
af p
ay S fi(Xgs e X)) — = X,

On voit de la formule (17), en égard & Parbitraire de 7, (cet arbitraire découle de I'arbi-
traire des z, et ce dernier de I'arbitraire des y,) que la fonction f,(f,, ..., t,) dépend
seulement de la variable ¢, et qu’elle est une fonction linéaire. En substituant (17) dans
(11) nous obtenons

A, <B x, + av> + pd,. log J = (A}.x, + q0,. log J). L 8.a,,
q q

d’ou il suit apres la réduction
Al.a, = d}.a,.
En égard a l'arbitraire des paramétres A}, nous concluons que ’on a
a, =0 (v=1,..,n)
et nous obtenons finalement

fv(tb'--’ tn) = Butv.
q

Réciproquement on constate facilement que, étant donné un objet géométrique A,
avec la régle de transformation (6), si nous posons

(18) Axu Py
q

ou ¢ est une constante arbitraire =0, alors nous obtenons un objet géométrique avec

la régle (7), un objet équivalent a 'objet A, parce que la transformation (8) définie par
le systéeme de fonctions

fv(xl’ RS} xn) g B xv
q
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est inversible. Nous avons donc le

Théoréme. Deux objets géométriques A, et AF avec les régles de transformation
(6) et (7) sont équivalents si et seulement si pour leurs composantes subsistent les
relations (18).

Du théoréme précédent découle dans un cas particulier le

Corollaire. Si deux objets géométriques A, et A¥ possédent la méme régle de
transformation (6) (p + 0), ils sont équivalents si et seulement s’ils sont égaux.

Pe3rome

Ob BKBMBAJIEHTHOCTU '’EOMETPUYECKUNX OBBEKTOB
BTOPOI'O KJIACCA, YUUCJIO COCTABJIAIOUINX KOTOPLIX PABHO
PASMEPHOCTHU IMPOCTPAHCTBA

CTAHUCIJIAB I'OJIOMBE (Stanislaw Gotlab), Kpakos

B craThe mokasbIBaeTCs

Teopema. Heobxodumoe u docmamouroe yciosue IK8UBAAEHMHOCMU 2eoMempudec-
* | npeobpaszyrowuxcsa no gopmyiam

Av’ = A:'Av + qav'log ]‘]l > 4 * 05
A:Jk’ = A:'A;k + pav’ 1Og IJ’ s D + 05

<A:,=6é Coar = J=detA:'4=o)

xux obvexmos A,, A

Gl &

umeem 6uo
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