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Yexoci0BanKuii MareMaTuueckHii xypnan, 1. 11 (86) 1961, I'lpara

SUR LES CLASSES D’ISOTOPIE DES NOEUDS TRIDIMENSIONNELS
ET LEURS INVARIANTS

G. CALUGAREANU, Cluj
(Regu le 22 juin 1960)

On étudie les classes d’isotopie des noeuds et leurs approximations par des
noeuds algébriques. On construit certains invariants d’isotopie, exprimés par
des intégrales curvilignes dans lesquelles figurent la courbure et la torsion aux
points de la courbe représentant le noeud.

On sait que le probléme de la classification des noeuds (courbes fermées sans points
multiples dans I’espace tridimensionnel) au point de vue de I’isotopie est loin d’étre
épuisé. Quelques difficultés apparaissent déja quand on essaie de préciser la définition
des noeuds isotopes conformément aux données de I'intuition géométrique, et ces
difficultés sont dues a la trop grande diversité de formes spatiales qu’offre la notion de
courbe fermée simple (sans points multiples). On a évité ces difficultés en admettant
comme représentants des classes de noeuds des contours polygonaux simples & un
nombre fini de cotés, et cette méthode (voir [1]) a conduit a des résultats importants,
quoique incomplets.

Le nombre des classes d’isotopie distinctes étant infini, la classification des noeuds
exige la connaissance d’une suite infinie d’invariants, calculables dans chaque cas
particulier, dont les valeurs puissent caractériser chaque classe d’isotopie, en formant
ainsi un systéme complet d’invariants d’isotopie. Ce probléme n’est pas résolu.

Dans ce travail, nous essayons de construire une théorie des noeuds en prenant
comme représentants des classes d’isotopie, a la place des contours polygonaux, des
courbes fermées C simples et lisses (ayant en chaque point une tangente qui varie
continfiment le long de la courbe). En admettant Iexistence et la continuité des déri-
vées des cordonnées jusqu’a I’ordre 3, ou >3, nous avons la possibilité d’utiliser les
invariants différentiels (courbure et torsion) attachés a la courbe; malgré leur caractére
local, nous verrons que le comportement de ces invariants joue un réle dans ’étude
de la déformation isotope. Nous aboutissons a la formation d’invariants d’isotopie
d’ordre 2 et 3, exprimables par des intégrales curvilignes étendues a C, dans lesquelles
figurent la courbure et la torsion, g(s) et 7(s), aux points de C.

Commengons par préciser les notions fondamentales dont nous aurons a faire
usage.

588



I. LES CLASSES D'ISOTOPIE ET LEURS REPRESENTANTS ALGEBRIQUES

1. Noeuds. Déformation isotope. Nous appelons noeud toute courbe fermée simple
C, orientée, ayant en chaque point une tangente qui varie continiment (en direction et
sens) en fonction de I'arc s. Ceci exclut la présence des points anguleux ou de rebrous-
sement.

Passons a la définition de la déformation isotope. 11 est naturel d’appeler ainsi toute
déformation continue pendant laquelle la courbe C reste un noeud (ce qui empéche
que la courbe se traverse elle-méme). Mais on constate ([2], p. 323) que, avec cette
définition, tous les noeuds sont isotopes entre eux, et le probléme de la classification
est sans objet. En effet, chaque noeud peut étre déformé continiment, sans qu’il se
traverse lui-méme, de maniére a coincider finalement avec un cercle. En supposant le
noeud matérialisé par un fil inextensible, il suffit de saisir le fil en deux points tres
rapprochés, par les deux mains, puis d’éloigner les mains en laissant glisser le fil; I'une
des deux branches de fil joignant les mains deviendra rectiligne, tandis que le noeud
existant sur 'autre pourra étre obligé a se resserrer indéfiniment autour d’un point.
Cette opération correspond a une déformation continue en un cercle, pendant la-
quelle le noeud ne se traverse pas lui-méme. On évite cette possibilité, qui entraine la
fusion des classes d’isotopie en une seule, en imposant a nos déformations des restric-
tions supplémentaires. Les restrictions que nous imposons ici nous paraissent assez
naturelles, et sans doute il est important de savoir si elles suffisent pour assurer I’exis-
tence des classes d’isotopie, question a laquelle nous répondons affirmativement.

C[x(1), (1), z(1)] et Cy[x,(1), y,(), z,(1)], 0 < t £ T, étant deux noeuds, une
déformation continue de C en C, s’écrit

X=X(t2), Y=Y, Z=2(1), ic[0,1]

les fonctions X, Y, Z étant continues en (¢, 1) dans le rectangle 7 € [0, T], 1€ [0, 1], et
telles que X(1,0) = x(f), X(1, 1) = x,(1), etc. Nous désignerons par C, la courbe
fermée correspondant a 1 = const, t € [0, T], et nous appellerons trajectoire toute
courbe t = const, Ae [0, 1], décrite par un point de C pendant la déformation.
Appelons déformation isotope une déformation de cette nature, telle que pour
chaque 1 = const la courbe C,(X, Y, Z) soit un noeud, et que les tangentes a C, va-

. . . . S 0X 0Y oz
rient continfiment pendant la déformation. Ceci revient a admettre que —, —, —

o’ ot ot
sont des fonctions continues de (¢, 1) dans le rectangle t € [0, T], A€ [0, 1].

Deux noeuds seront dits isotopes s’il existe une déformation isotope de I'un dans
Pautre. On voit sans peine que I'isotopie est une relation d’équivalence. (Avec cette
définition de P'isotopie, la difficulté signalée par MM. SEIFERT-THRELFALL se trouve
éloignée, car, dans I’exemple du noeud que 'on ,,concentre** en un point, il est clair
que les tangentes au noeud, dans la région soumise a cette concentration, ne tendent
pas toutes vers une direction unique.)

Nous aurons aussi a considérer, dans ce qui suit, des noeuds lisses d’ordre 2. Nous
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appelons ainsi un noeud pour lequel x(7), y(f), z(f) ont partout des dérivées continues
jusqu’a ’ordre 2, la courbe ayant en chaque point une courbure ¢ qui est une fonction
continue de I'arc 5. Ceci exclut les points & courbure infinie, qu’on peut appeler des
pics. Ces points ne sont pas nécessairement des points de rebroussement. (Exemple
La développante
X=5t2+2_ _1__} Y=2t3+t__ t
6 3147 3 31+ 7

passant par Porigine, de la courbe x = 2, y = t3; l'origine est un point a courbure
infinie, malgré la continuité des dérivées premitres et secondes de X et Y.) Nous
aurons également I’occasion d’envisager des noeuds lisses d’ordre n, pour lesquels
e . . . do dt d"~2%p d" "3
x, y, z ont des dérivées continues jusqu’a I’ordre n, et g, 7, ey ey ey e
ds’ ds’ ds"™2 ds" 3
étant continues le long de la courbe. Nous appelons déformation isotope d’ordre n
une déformation isotope telle que C, soit un noeud lisse d’ordre n, pour chaque
n— 3
A€ [O, 1], et que g, 7, gg, vens j o - relatives & C, soient des fonctions continues de
s s
(t, 4) dans le rectangle e [0, T], 1€ [0, 1].

2. Déformation continue d’ordre 1. Déformation isométrique. Appelons défor-
mation continue d’ordre 1 une déformation (C,) de C, en C, telle que X(t, 1),

g—X(t, A), Y(t,2), (%Y(t, 2), Z(t, 2), g— Z(t, A) sont continues en (#,A) dans le
t t

rectangle € [0, T], A € [0, 1]. Ceci n’exclut pas I'existence de points multiples ou de
rebroussement sur C,, pour certaines valeurs de A, autres que 0 ou 1; une telle défor-
mation n’est donc pas isotope, en général. L’arc sur la courbe C; est donné par

s(t, ) = f 0 [(‘Z‘) + (‘%)2 + ("a_ztﬂ’ dt, S(T,2) = L(3).

On voit que s et —Z—s— sont continues en (¢, 4), et L(4), longueur de la courbe C;, est
t

continue en A. En posant

(1) X =

2 - 2 =

TX(t,7), Y= =Y(t2), Z=-22(t2

L(%) L(/'L) L(/l)

on obtient une famille de courbes C, ayant toutes la longueur 2=, arc sur C, étant
2n
o)
en (¢, 2), @ étant croissante avec t', transforme la déformation X, Y, Z en une autre,
continue d’ordre 1, pour laquelle les courbes C, resteront inchangées, les trajectoires

=1

d .
s(t, A). Un changement de paramétre, t = qo(t’, /1), ou ¢ et —a—(p— sont continues
tl
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2 . .
seules-étant modifiées. Tirons alors t = (5, A)de § = Z(% s(t, A) et introduisons dans

(1). On obtient une déformation continue d’ordre 1

X=X(54), Y=Y(52), Z=2Z351)
de C, en C,, qui conserve la longueur d’un arc quelconque pris sur Cy; cela signifie
que deux trajectoires quelconques interceptent sur C, un arc dont la longueur est
indépendante de A. i

Il est.clair que toute homothétie de C est une déformation continue d’ordre 1, et
méme une déformation isotope lorsque C est un noeud. Ainsi, & chaque couple de
noeuds reliés par une déformation continue d’ordre 1 on peut faire correspondre deux
noeuds de méme longueur 27, homothétiques respectivement aux noeuds initialement
donnés, que I’on peut déformer isométriquement I'un dans 'autre. On a I’énoncé:

Toute déformation continue d’ordre 1 peut étre remplacée par une déformation
isométrique continue d’ordre 1, précédée et suivie d’homothéties. Lorsque C, et C,
sont isotopes, nous obtenons I’énoncé:

Toute déformation isotope peut étre remplacée par une déformation isométrique
et isotope, précédée et suivie par des homothéties.

On voit donc que, dans I’étude des déformations, isotopes ou seulement continues
d’crdre 1, on peut se borner au cas des déformations isométriques, sans perdre la
généralité.

3. Fonction discriminante. Valeurs critiques. Lorsqu’il s’agit d’exprimer analyti-
quement le fait qu’une courbe fermée C, lisse d’ordre 1, est un noeud, il est utile
d’employer la fonction

ofs, ) = S[XL=2ET, a9 =1

Ici, le symbdle S indique une somme de 3 termes, le second et le troisiéme s’obtenant
par remplacement de x par y, puis par z, dans le terme déja écrit. Alors:

Pour que la courbe fermée C, lisse d’ordre 1, soit un noeud, il faut et il suffit
qu’il existe un nombre a > 0 tel que

(s,s) =z a, sel0,2n], s e[0,2n].

En effet, si C est un noeud, la fonction @ est continue dans le carré K: s e [O, 27:],
5" € [0, 2n]. Cest évident pour s’ = s. Pour 5" = s, on peut, grice & nos hypothéses,
appliquer le théoréme des accroissements finis aux trois rapports qui figurent dans @.

Ona
x(u) — x(u') = (u — u') ’(ul) ug e (u,u');
u—>s, u-os, u->s, x(u)->x(s).

Ona S[x'(s)]* = 1, C n’ayant pas de points de rebroussement. D ailleurs &(s, s) =
= 0, et, C n’ayant pas de point multiple, (D(s, s’) ne s’annule pas dans K, donc
(s, s") = a > 0.
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Réciproquement, si a existe, C ne posséde aucun point multiple ou de rebrousse-
ment, donc C est un noeud.

Considérons maintenant une déformation continue d’ordre 1, (C;), et attachons-lui
la fonction discriminante

— 4 2
(s, s', 1) = S[M—M] s B(s,s,4)=1.
§s—s

On voit alors que:

Pour que la déformation (C,), continue d’ordre 1, soit isotope, il faut et il suffit
que #(s,s, ) 2a>0, se[0,2n], s e[0,2n], Ae[0,1].

Ce critére nous permettra de démontrer, dans la suite, certains théorémes d’appro-
ximation.

Si (C,) n’est pas une déformation isotope, la courbe C; présente des points multiples
ou de rebroussement, pour certaines valeurs de A que nous appelons valeurs critiques
de la déformation (C,). Si A, est une valeur critique, ¢(s, s’, 4,) s’annule en certains
points du carré K.

Si 4, n’est pas une valeur critique, on a ®(s, s, ;) = a, > 0 dans K, C;, est un
noeud, et il existe un voisinage de 4, pour lequel C, est encore un noeud. Les valeurs
non-critiques de A forment donc un ensemble ouvert sur [0, 1], et 'ensemble des valeurs
critiques est fermé. Dans chaque intervalle contigu a cet ensemble, la déformation
(C,) est isotope. On peut encore énoncer:

Toute déformation (C,) continue d’ordre 1 d’un noeud C, est isotope pour A
suffisamment petit, 0 < 1 < Aq.

4. Classes d’isotopie. L’isotopie étant une relation d’équivalence, elle partage
I’ensemble des noeuds en classes d’isotopie.

D’autre part, une autre définition des classes d’isotopie, que nous avons déja
mentionnée ([1], p. 3), a été donnée relativement aux neouds qui sont des contours
polygonaux fermés et simples, que nous appellerons noeuds polygonaux; suivant
K. REIDEMEISTER, deux noeuds polygonaux sont isotopes si 'un d’eux résulte de
l'autre par Papplication des opérations A et A’ (M; et M,,, étant deux sommets
consécutifs du noeud, et P un point non situé sur le noeud et tel que l'aire du triangle
M ,PM;,, n’ait en commun avec le noeud que le cdté M;M, . , 'opération A consiste
a remplacer sur le noeud le c6té M; M, par le contour M;PM,,; A’ est I'inverse de
Popération A). Nous dirons que deux noeuds polygonaux sont isotopes (A) si I'un
d’eux résulte de Pautre par I'application, répétée un nombre fini de fois, des opérations
A et A'. La relation d’isotopie (A) partage ensemble des noeuds polygonaux en types
de noeuds polygonaux, suivant la terminologie adoptée. Nous désignerons par [IT] le
type (ou classe d’isotopie (A)) qui contient le noeud polygonal IT.

Or, les noeuds polygonaux n’étant pas des noeuds dans notre acception, nos

classes d’isotopie n’ont, au premier abord, rien de commun avec les types. Mais nous
montrerons que:
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A) Les types de noeuds polygonaux et les classes d’isotopie se correspondent d’une
maniére biunivoque, et peuvent donc étre identifiés deux a deux. Nous démontrerons,
A cet effet, les théorémes suivants:

B) A chaque type [I1] il correspond une classe d’isotopie et une seule.
C) A chaque classe d’isotopie il correspond un type [IT] et un seul.

La correspondance a établir entre les types de noeuds polygonaux et les classes de
noeuds lisses s’impose d’elle méme.

En effet, quoique un noeud polygonal ne soit pas un noeud lisse, puisque en chaque
sommet la tangente fait défaut, a chaque noeud polygonal on peut faire correspondre
des noeuds lisses, en arrondissant convenablement ses sommets.

AB et AC étant deux cotés consécutifs du noeud polygonal IT, menons un arc de
cercle PQ tangenten P a ABeten Q a AC, et tel que I'aire du triangle curviligne PQA
n’ait en commun avec IT que les segments AP et AQ. Désignons par (*) 'opération qui
consiste a remplacer sur IT le contour PAQ par I’arc de cercle PQ. En appliquant
’opération (*) 2 chaque sommet de I, on obtient des noeuds IT* en nombre infini, puis-
que les rayons des arcs de cercle utilisés & chaque opération (*) restent arbitraires entre
O et une certaine limite supérieure positive. On voit facilement que:

D) Deux noeuds IT§ et IT5 déduits du noeud polygonal IT par des opérations (*)
sont isotopes.

En effet, IT} et IT5 ne différent quau voisinage des sommets de I1. Si P,Q, et P,Q,
sont les arcs de cercle utilisés en appliquant (*) au sommet 4 de IT, on aménera P,Q,
sur P,Q,; par une homothétie de centre 4, accompagné d’une dilatation (ou contrac-
tion) linéaire des cotés rectilignes qui prolongent P,Q, sur IT3, ce qui constitue
visiblement une déformation isotope de IT% en un noeud qui ne différe plus de ITF
qu’au voisinage des sommets autres que A. En reprenant ’opération pour les sommets
restants, on finira par obtenir une déformation isotope de IT§ en IT3.

IT étant un noeud polygonal, nous dirons que un noeud C appartient a la classe (IT)
si C est isotope & un noeud IT* (donc a tous les noeuds IT* déduits de IT par 'opération
(*)). Quel que soit I1, la classe (IT) n’est pas vide, puisqu’elle contient au moins les
noeuds IT*. De cette maniére, a chaque noeud polygonal IT se trouve attaché un type
[I7] et une classe d’isotopie (IT). Mais

E) La classe (IT) ne dépend pas du choix de Il dans sa classe [IT].

11 s’agit de vérifier que silT, résulte de IT par une opération A, IT* et IT sont isotopes.
11 suffit pour cela de construire une déformation convenable de IT* en IT%, et nous
croyons que notre figure 1 présente assez clairement une construction de cette nature.
On en conclut que a chaque type [IT] il correspond une classe (IT) au moins. Mais cette
classe (H) est unique, car, si C et C, sont isotopes a IT*, C et C, sont isotopes entre eux,
et appartiennent donc 4 une méme classe (IT).

Ainsi, B) est démontré.
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11 nous reste a démontrer le théoréme C) et
F) Chaque noeud C appartient effectivement a une seule classe (II).
A cet effet, nous ferons usage des lemmes suivants:

1. AB étant un arc de courbe lisse et tel que ’angle de deux tangentes (o’rientées
dans le sens AB) quelconques @ AB est < & < %n. : i

1°. Larc AB coupe toute sphére ayant son centre sur AB en deux points au plus.

2°. a et b étant deux points de AB, chaque tangente en un point de I’arc ab fait
avec la corde ab un angle < 2e.

Fig. 1.

1°. Par le centre a de la sphére menons le plan normal a I’arc AB. On voit que I’arc
aB tout entier est intérieur au c6ne ayant son sommet en a, son axe coincidant avec la
tangente en a & AB, et son demi-angle au sommet étant &. En effet, en prenant cette
tangente pour I’axe des x, et ’origine en a, on a ‘

dx by
— >cCcos¢, X>scose=aM.coseg, — =cCoOS¢g,
ds aM

M étant un point d’abscisse x pris sur ’arc AB, et s la longueur de I’arc aM. Dé¢s lors,
si I’arc aB coupait la calotte sphérique découpée par ce cone en plus d’un point, il
existerait sur I’arc aB un point ou la tangente ferait avec la tangente en O un angle
> 17, ce qui est contradictoire.

2°. Toute corde ab, avec b € aB, étant intérieure au cone déja utilisé, la tangente
en a fait avec la corde ab un angle < &. Toute autre tangente a I’arc ab fait avec la
tangente en a un angle =< ¢, donc elle fait avec la corde ab un angle < 2e.

II. C étant un noeud et ¢ étant donné, 0 < ¢ < in, il existe un nombre fini
R,(C) > 0 tel que:

1°. Toute sphére de rayon < RE(C), ayant son centre sur C, coupe C en deux
points exactement.

2°. AB étant 'arc de C intérieur a une telle sphére, deux tangentes quelconques
a AB font un angle <e.
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3°. Quel que soitr > R,_(C), il existe une sphére de rayon r, ayant son centre sur C,
qui ne jouit pas de 'une au moins des propriétés 1° ou 2°.

Désignons par u(s,, s,) 'angle formé par deux tangentes & C aux points M(s,) et
M(s,). On a cosu = oy, + Biff, + y17, avec a; = ofsy), etc., donc u est une
fonction continue de (s, s,) dans le carré s, € [0, L], s, € [0, L]. De plus, u(s, s) = 0,
donc u(sy, s,) < € pour |s; — ;| < &, avec 5, > 0. Soit S(s) une sphére de centre
M(s) € C, M(s,) le premier point d’intersection de C avec S(s) et M(s,) le dernier de
ces points (dans le sens des s croissants). Nous appellerons M(s,) et M(s,) points
extrémes d’intersection de C avec S(s). Il suffit que & < im, [s; — s,| < &, pour que
u(sy, 5,) < ¢, et C rencontre alors S(s) en deux points exactement, conformément au
lemme précédent. Mais on a s, — s; < &, d&s que le rayon de S(s) est inférieur & un
nombre h, > 0; car, si un tel nombre n’existait pas, on pourrait trouver les suites
{s.} et {R,} avec R, — 0, n — o0, de maniére que la sphére S(s,) de rayon R, rencontre
C aux points extrémes M(s;) et M(s;) avec s, — s, = J,. De {s,} on peut extraire une
suite partielle {s, } telle que s, — so, 5", = g, Sy, = S¢ pour k -0, et I'on aura en-
core so < Sg = Sg, Sg — S = 0, Or, la courbe C étant simple, la corde qui joint
M(sp) @ M(sg) a une longueur I non nulle. La corde M(s;,) M(s,) a donc une longueur
> 1l pour k > ko, ce qui est contradictoire puisque cette méme longueur est < 2R,
et R, — 0 pour k —»o0. En somme, il existe h, > 0 tel que toute sphére centrée en un
point de C et de rayon < h, jouit des propriétés 1° et 2°. Soit R, la borne supérieure
des nombres H, tels que toute sphére centrée en un point de C et de rayon < H,
jouisse des propriétés 1° et 2°. Ona H, = h, > 0, donc R, > 0. D’ailleurs, R, est fini,
car, le noeud C étant a distance finie, toute sphére centrée en un point de C, de rayon
assez grand, contient C & son intérieur et ne jouit donc pas de la propriété 1°. L’exis-
tence du nombre R,(C) est ainsi établie.

II1. C étant un noeud, et 0 < ¢ < %n, on peut choisir sur C un nombre fini de
points M; = M(s)), i = 1,2,...,8, < Si+1, Sp4; = 8; + L(L = longueur de C), suffi-
samment rapprochés, de maniére que:

1°. Les cordes M;\M; ., i = 1,2, ... forment un noeud polygonal dont tous les
angles sont inférieurs a 2¢ (nous entendons par angle au sommet M; I’angle des
vecteurs M;_;M; et M;M, ).

2°. Le plan normal a un cété M;M,, | en un point quelconque p de ce cété coupe
larc de courbe C(MiMiH) en un seul point v, et les segments uv forment une bande
de surface réglée (étranglée aux points M,-) qui n’a pas de points multiples.

Partageons C en N arcs égaux, par les points M; = M(s,-), avec S;pq — S; =1 =
= L/N, et prenons N assez grand pour que 1 < 1R,(C). Soit S,(s;) la sphére de rayon
1, centrée en M. Alors C coupe S,(s;) en deux points, et deux tangentes quelconques
a I'arc de C intérieur a cette sphére font un angle < &. Les points M;_; et M;, , sont
intérieurs & S;(s;), tandis que les autres points M, |i — j| = 2, lui sont extérieurs; il
suffit d’envisager les points M, j = i + 2, ..., i + p qui suivent M;,, (dans le sens
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des s croissants) et sont strictement intérieurs a la sphére S(s,) de rayon R,(C), centrée
en M;; en désignant par /; la longueur de la corde M;M;, on a, avecj > i,
(—-dn=s—s5= ljﬂwérl—c&= i,
0 COS @ 0 COSE cOse
(j—i)ncose L, < (j—i)n,
¢ étant I’angle de la tangente en un point de I’arc M;M; avec sa corde. Or, ¢ < ¢,

cos ¢ > 1./3, donc I; = /3 dés que j — i > 1. Un calcul analogue montre que les
points M;,i — g £ j £ i — 2, qui précédent M,_, et sont strictement intérieurs a la
sphere S(s;), sont aussi extérieurs & S,(s;). En somme, M;_y, M;, M, sont les seuls
points M intérieurs & S,(s;) (ou situés sur la surface de cette sphére, M, excepté).
(V. Fig. 2.)

Ensuite, les cotés M;_,M; et MM, , font avec la tangente a C en M; des angles
<¢. Donc I’angle de ces cotés est <2, et ceci a lieu pour chaque i. Considérons le
demi-cone de sommet M, demi-angle au sommet ¢, ayant pour axe la tangente a C en
M, et contenant M, a son intérieur. Soit D; le domaine que I’on obtient en coupant
ce demi-cone par la sphére de centre M;, passant par M;, . Alors D, contient I’arc
C(M;M,,,) et sa corde, et, étant un domaine convexe, il contient aussi la bande de
surface réglée générée par les segments uv, avec p € M;M,, ;.

De méme, considérons le demi-cone de sommet M ;, opposé a celui que nous venons
de considérer, et soit D;le domaine commun a ce demi-cdne et a la sphére de centre M,
passant par M;_;. Alors Dj contient C(M;_, M) et sa corde, donc aussi la bande de
surface réglée correspondante. Or, D; et D; étant disjoints, on voit que les bandes de
surface réglée correspondant a deux cotés consécutifs n’ont en commun que le sommet
commun 2 ces cdtés. D’ailleurs, D; et D} sont intérieurs a S;(s;).

La tangente & C en M, fait avec toute tangente 3 C(M ;M. ) un angle <¢. Toute
corde ab ayant ses extrémités sur cet arc fait avec la tangente a C en a un angle <g;
donc ab fait avec la tangente en M, un angle <2g, donc chaque coté MM;,.,i+1=%
<j =i+ p — 1fait avec cette tangente un angle <2¢. De méme, la tangente & C en
M; fait avec M;M; un angle <2e. L’arc C(M;M,,) et sa corde sont intérieurs au
demi-cone de sommet M, demi-angle au sommet ¢, ayant pour axe la tangente a C
en M, et contenant M, & son intérieur. Si 3¢ < }=, le domaine intérieur a ce demi-
cone n’a pas de point commun avec I’'intérieur de la sphére de centre M, passant par
M ;. La sphere de centre M, passant par M, coupe dans ce demi-cone un domaine
convexe qui contient C(M;M;,,) et sa corde, donc aussi toute la bande de surface
réglée formée par les segments uv avec pe M;M;,,. Pour j = i + 1, on voit que ce
domaine ne coupe ni Dy, ni D;. Pouri + 2 < j < i + p — 1, ce domaine est entiére-
ment extérieur a la sphére de centre M; passant par M; on voit donc que, pour i +
+1=j=i+p—-1, M;M;, ne rencontre ni M;M;,, ni M;_;M;, qui sont inté-
rieurs a cette sphére, et I’on peut en dire autant de la bande de surface réglée uv cor-
respondant & M ;M;, , et celle qui correspond & M;M;,, et M,_ M, Soient M;_,, ...,

Y

M;_, les sommets qui précédent M, et sont intéricurs 4 la sphére S(s;). Le méme
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raisonnement montre que, pour i — g < j < i — 2, M;M;+, et la bande de surface
réglée correspondante ne rencontrent pas M;_M; et M;M,,,, et les bandes corres-
pondantes. Pour les autres valeurs de j, une extrémité de M;M;,, au moins est exté-
rieure & S(s;), ou située sur S(s;), lautre est toujours extérieure a la sphere S,(s;) de
rayon $R,(C). On voit donc que I'arc C(M;M;.,) et sa corde sont intérieurs a la
sphére S;(s;) de rayon #R,(C), ayant son centre en M;, la distance M;M; étant
= R,(C). Les spheres S;(s;) et S;(s;) sont donc disjointes, et la bande de surface réglée
correspondant & C(M;, M, ) ne peut rencontrer la bande analogue correspondant
ACM;, M,, 1), pour |i — j| = 2. Il est clair que chaque pareille bande est dépourvue
de points multiples, et notre lemme est établi.

Fig. 2.

Montrons maintenant que:

G) Chagque noeud C appartient @ une classe (IT) au moins.

Construisons un noeud polygonal IT inscrit & C, conformément au lemme III. Sur
chaque segment pv, orthogonal & M; M, , et s’appuyant sur C, construisons le point
P, qui partage le segment uv dans le rapport A.

Lorsque  varie sur M, M, 1, le point P, décrit un arc de courbe lisse K,(M;, M4 ,),
d’extrémités M; et M, ;, et sans points multiples. Ces arcs forment une courbe fermée
K, lisse a I’exception des points M;. La courbe K, est simple, puisque deux arcs
K;(M;, M, 1) ne peuvent avoir un point commun, conformément au lemme III.
Enfermons maintenant chaque sommet M; dans un voisinage sphérique, et choisissons
ces voisinages assez petits pour qu’ils soient disjoints deux a deux. A I'intérieur du voi-
sinage de M; tracons un arc de cercle P;Q; tangent aux cétés M;_ M;et M;M;,, de
maniére que les points v’ et v’ de C, qui se projettent orthogonalement en P; et Q,
respectivement, soient aussi intérieurs au méme voisinage. Nous modifierons la courbe
K; au voisinage de M; de maniére & arrondir son point anguleux M,;. Soit O,
le centre du cercle P;Q;. u étant un point du segment M;Q; et v son correspondant sur
C, joignons u a O, et soit ¢ le point de rencontre de uO; avec I’arc P;Q;. Remplagons
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le segment pv par gv et le point P, par P, qui partage le segment gv dans le rapport A.
En opérant de méme pour les points g pris sur P;M;, on remplace la bande de surface
réglée par une autre qui n’est plus étranglée en M, et la courbe K ainsi modifiée n’a
plus de point anguleux en M;. En répétant cette construction au voisinage de chaque
sommet M, on obtient K, qui est un noeud pour chaque 1 € [0, 1]. On a d’ailleurs
K, = C, K, = IT*, et (K,) représente bien une déformation isotope de C en IT*,
donc le théoréme est établi. V. Fig. 3.

Afin d’obtenir les théorémes C) et F), nous aurons a appllquer le nouveau lemme
suivant:

IV. (C,), A€]0, 1] étant une déformation isotope, R(C;) a un minimum positif
par rapport @ A, R} = inf R,(C;) > 0.
2

En admettant le contraire, il existerait une suite {4,} telle que R,(C, ) — 0, n —»c0.
Nous pouvons supposer 4, — A,. Pour chaque 4, on peut trouver s, et une sphére o,
centrée au point M(s,) de C,, de rayon r, > R,(C;,), avec r, = 0, n -0, telle que
I'une au moins des deux circonstances suivantes soit réalisée: 1°. C,_ coupe o, en plus
de deux points, ou bien 2°. C; coupe o, en deux points a,, b,, mais sur I'arc a,b, il
existe un couple de points a,, b, dont les tangentes a C; font un angle >¢. En passant
a une suite partielle de {4,}, on est ramené au cas ol 'une de ces possibilités est
réalisée pour chaque 4,. Dans le cas 1°, il existe sur C, un point ou la tangente fait
avec la tangente en M(s,) un angle > ;n Pour n — o0, ces tangentes ne peuvent tendre
les deux vers la tangente en M(s,) & C,,, avec s, = lims,, 4, = lim 4, ce qui est con-
tradictoire, (C;) étant une déformation isotope. Dans le cas 2°, a, et b, tendent aussi
vers M(so), de méme que a,, et by, et on voit encore que les tangentes & C,_en ces
points, qui font un angle >¢, ne peuvent tendre les deux vers la tangente en M(so)
ac,.

Le nombre R jouit évidemment de la propriété suivante:

Toute sphére de rayon <RZ, ayant son centre sur un noeud C;, coupe C, en deux
points exactement, et, sur ’'arc de C, intérieur a cette sphére, les tangentes en deux
points quelconques font un angle <e.

Passons a la démonstration du théoréme C).

A chaque classe (IT) il correspond une classe [IT] et une seule.

Cet énoncé équivaut au suivant:

H) SiII* et IT sont isotopes, les noeuds polygonaux II et IT sont isotopes (A).

De plus, de G) et H) le théoréme F) résulte aussi, et de cette maniére le théoréme A)
sera établi.

Pour démontrer H), il suffira de construire une suite finie de noeuds polygonaux
permettant de passer de IT 4 IT; par les opérations A et A’. Les noeuds IT* et IT} atta-
chés A IT et IT, peuvent &tre construits d’une infinité de maniéres, comme nous I’avons
déja remarqué. Nous construirons IT* & partir de I comme suit: Enfermons chaque
sommet M; et IT dans un voisinage sphérique V(M) tel que I'intérieur de cette sphére
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n’ait en commun avec IT que les points situés sur deux de ses rayons. Prenons les
rayons de ces sphéres assez petits pour qu’elles soient disjointes deux a deux. En appli-
quant I’opération (*) au sommet M, nous pourrons arrondir ce sommet par un arc
de cercle P;Q; intérieur au voisinage V(M;). Nous observerons cette condition pour
chaque sommet M; de I1, et de méme en passant de IT, A IT%.

La déformation isotope reliant IT* & IT% peut &tre remplacée par une déformation
isotope et isométrique, précédée et suivie d’homothéties. 11 suffit de démontrer le
théoréme dans le cas d’une déformation isotope et iso-
métrique. En effet, on voit facilement que si deux noeuds
polygonaux sont homothétiques, ils sont isotopes (A); car,
si IT est homothétique & IT dans le rapport k, on pourra con-
struire une suite finie de noeuds polygonaux intermédiaires,
homothétiques a IT, deux tels noeuds consécutifs étant sans
point commun. On peut alors, par application des opérati-
ons A et A', établir I'isotopie (A) de deux noeuds consécutifs,
donc de IT et I1. Ainsi, nous pouvons nous placer dans I’hy-
pothése d’une déformation isotope et isométrique reliant IT*
et IT7.

La longueur commune des courbes C, étant égale a 27,
partageons cet intervalle en N intervalles égaux, par les points

M(s;), si+1 — s; = n = 27/N, et prenons N assez grand pour Cy

* : ’ \ » C A
que n < $R}. Soit S;(s;) la sphére de rayon #, centrée sur A ‘
M; = M(s;). La courbe C, coupe S;(s;) en deux points, et Fig. 4.

deux tangentes quelconques & larc de C, intérieur a cette
sphére font un angle <e. Les points M;_;, et M;,, sont intérieurs a S,(s;),
tandis que les autres points M;, |i — j| = 2 qui sont intérieurs & la sphere S(si)
de rayon R,(C,), centrée en M;, lui sont extérieurs. En prenant ¢ < ir, les points
Mz, ..., M, quisuivent M, et sont intérieurs a la sphére S(s;), de méme que les
points M;_g, ..., M;_, qui précédent M;_, et se trouvent dans S(s,-), sont extérieurs
a S;(s;). On a vu, dailleurs, que les autres cotés M;M;,,, ayant 'une au moins de
leurs extrémintés a Pextérieur de S(s;), sont extérieurs & S,(s,). Ceci a lieu quel que soit
2 €[0, 1] (voir Lemme III).

Soit N; le milieu de I'arc C,(M;, M, ), ayant donc Iabscisse curviligne s = s; +
+ #7. Sur un noeud voisin C,. prenons le point M/, d’abscisse curviligne s/, et posons
les conditions
(2) MM;<n, M, M;<n. (V.Fig4.)

Ona

MM; = MiN; + N;M; < 4n + N:M,
M M; = My (N; + NNMj £ 3n + NMj.
Les inégalités (2) seront donc vérifides lorsque N;M; < 47, ce qui s’écrit

[X(si 2) — X(st, A0 + [Y(sio A) = Y(sp, A)]* + [Z(s0 A) — Z(s}, A)]? < 32
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Or, cette inégalité est vérifiée pour |4 — 4| < {(n), quel que soit i.
En effet; on a, vu la continuité uniforme de X, Y, Z

1X(s, 4) = X(, ) < —L=, [¥(s,2) = ¥(s, 4) < T,
23 2./3
12(s, 1) = Z(s', ¥)| < —
2/
pour (s — §')* + (A — ') < {*(»). 11 suffit de faire ici s’ = s = s} pour retrouver
- inégalité précédente. Ainsi, les inégalités (2) seront vérifiées pour [’ — 2| < {(n), et
ceci pour i = 1,2, ... Il en résulte que le triangle M;M M, , est intérieur au domaine
_intersection des sphéres S,(s;) et S;(s;+,). Les cotés M, M, et M;, M, , ne ren-
- contrent pas 'aire de ce triangle, les angles qu’ils font avec M; M, étant < 2¢ < v;n,
tandis que les autres cotés M;M ;. , sont extérieurs au domaine en question. On peut
donc appliquer l'opération A, en remplacant le co6té M;M;., par le contour
MMM, . Construisons les points N; et M; pour chaque i, et le noeud polygonal de
sommets M}, inscrit & C,.. Le triangle MM, ; M, est intérieur a I'intersection des
sphéres S,(s;) et S;(s;+1), et, en appliquant 'opération A, on pourra remplacer M;M
par M:M;. M,,.,. On passera ensuite au triangle M;, M, M, ,, intérieur a
I'intersection de S,(s;+1), S'(s;+2), et ainsi de suite alternativement. On arrive de cette
maniére & montrer que le noeud polygonal de sommets M, inscrit a C;, est isotope
(A) au noeud polygonal de sommets M}, inscrit & C,.. En partageant l'intervalle [0, 1]
par des points 4, en nombre fini, tels que 4.+, — 4, < {(1), on pourra conclure que le
noeud polygonal IT, inscrit 4 ITf, dont les sommets partagent la courbe IT* en arcs de
longueur 7, est isotope (A) & un noeud polygonal analogue IT, inscrit 4 ITY, en appli-
quant successivement les opérations indiquées, & chaque paire C,,, C,, ,,. Il reste &
montrer que I'on peut faire en sorte que T soit isotope (A) aIT, et IT, aIT,, et le théo-
réme sera ainsi démontré.

Rappelons-nous que, en construisant IT* & partir de I, nous avons observé une
restriction. Conformément & celle-ci, chaque sommet y; de IT peut étre enfermé dans
une sphére X; dont I'intérieur n’a en commun avec IT que deux rayons de cette sphére,
et qui contient en entier arc P;Q; ayant servi & arrondir le sommet p;; de plus, les
sphéres X, sont disjointes deux a deux. Dans ces conditions, on voit que pour 5 =
= 2n/N assez petit, les cotés de IT qui ont au moins une extrémité sur P;Q; sont
situés a Iintérieur de Z;. Soient My M,, MM, ..., M,_ M, ces cotés, M étant situé
sur p;_(i; et M, sur pp;. 4. L’aire du polygone MM, ... Myu;M,; n’a en commun
avec IT que les segments p;M,; et u;M,. On p=ut donc, en appliquant les opérations
A et A’, remplacer sur IT le contour M, u;M, par M;M, ... M,, donc IT et IT sont
isotopes (A), de méme que IT; et IT ;.

5. Approximation algébrique d’un noeud. La formation effective d’un systéme
d’invariants d’isotopie, permettant de caractériser chaque classe d’isotopie & 'aide de
la courbure g(s) et de la torsion (s), ainsi que de leurs dérivées successives par rapport
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a P’arc s, exige I’existence et la continuité de toutes ces fonctions. Il est avantageux,
a cette fin, de prendre comme représentants des classes d’isotopie les noeuds algébri-
ques. Le théoréme suivant établit ’existence des noeuds algébriques dans chaque classe
d’isotopie:

Chaque noeud peut étre approché indéfiniment par des noeuds algébriques de
méme classe d’isotopie.

Notre démonstration emploie les développements de Fourier des cosinus directeurs
de la tangente au noeud C, supposé de longueur 27.

On a, s étant ’arc sur C,

o~ i(akcos ks + by sinks), B~ Y (azcosks + bysinks),
o y ~ Y (ai cos ks + by sin ks) .
Les fonctions a(s), A(s), y(s) étant continues et de période 27, on a
(3) o =limu,, f=Ilimv,, y=Ilimw,, n-oe

uniformément, u,, v,, w, étant les sommes de Féjer

u, =y (1 - E) (axcos ks + by sinks), v, =Y, (1 - E)(a;cos ks + bysinks),
k=1 n k=1 n
W, = 3 (1 - E)(a;{cosks + b} sin ks) .
k=1 n
On a, par intégration,
x(s) =1limU,, y(s)=1mV,, z(s)=lmW,, n-o
uniformément, avec

U, = Z GC. - %)(— b, cos ks + a, sin ks),

k=1
Considérons la courbe C, représentée par
x,,(s) = Un s yn(s) = Vn s Z"(S) = Wn .

C’est une courbe algébrique unicursale; nous montrerons que, pour n suffisamment
grand, cette courbe est un noeud isotope a C. Il suffit de former une famille (C,) de
courbes fermées sans points multiples ou de rebroussement, dépendant continliment
du paramétre g, et contenant les courbes C et C,. De plus, il sera nécéssaire que la
tangente & C, varie continfiment en fonction de u et s. Posons, a cet effet,

() Xp = Xp + (= )s1 = X)) s Yy =V + (1= 1) (Va1 = V),
z, =2z, + (1 - n)(zn+1 - Zn)
avec n = [u] = partie enti¢re de p. En posant r, = p — [p], ona

O0sr, <1, H—n=r,.

601



Les courbes C,, définies par (4), interpolent toute la suite des courbes C, lorsque u
varie de 1 & + co0. L’interpolation étant linéaire par segments, on voit que x,, y,, z
tendent uniformément vers x(s), y(s), z(s) respectivement, lorsque p —+oo d’une
maniére continue. De plus, x,, y,, z, tendent uniformément vers o, , y respective-
ment, accent désignant une dérivation par rapport a s. Formons la fonction discrimi-
nante de cette déformation

s s =[O+ DIEF + [261

¥(s,s') = P(s, s, +0) =

_ (x(s) - x'(s )) (y(s) - (s ) <z(s) - z(s ) s4s
s— s—s s—s
. \ ¥(s,s)=1.
On doit remarquer que, sur C,, s est un paramétre qui ne représente pas la longueur
d’arc mesurée sur cette courbe;
La fonction ¥(s, s') est continue dans le caré K: s € [0, 2], s' € [0, 2n] et I'on a

¥(s, s’) = a > Odans le carré fermé K, puisque la courbe C est un noeud (voir no. 3).
On a en chaque point (s, s') de K

etla fonctidn '

(s, s', p) > ¥(s,s’), p—-+o0
puisque x,(s) = x(s), x;(s) = x(s), ...

Considérons le prisme indéfini de base K, dont la hauteur s’étend le long du demi-
axe positif Oy, pris perpendiculairement & Os et Os’. La fonction &(s, s’, ) est con-
tinue en tout point a distance finie appartenant a ce prisme, et il suffira de montrer que
(s, s, ) est continue méme pour u =+ oo, donc en tout point du prisme fermé
(s,s") €K, pe[0, +o0]. On aura alors &(s, s', u) > }a pour u > po, et le théoréme
sera démontré, puisque toutes les courbes C, seront dépourvues de points multiples
ou de rebroussement pour p > u,, donc C, sera un noeud isotope a C pour n > Lo-

Pour établir la continuité de &(s, s, 1) en chaque point de la ,,base supérieure*
4 =+ oo du prisme, il suffira de montrer que

6) 1D(u,u',p) — P(s,5) < g si (u—sP?+ W —5) <ne), n>m.
Or,ona

x(5) = (1= 1) %8) + 1, %0 (5),
ot = 1 = s [HOZSOT sl ],

’
u-—u

+%0_msr@ymwyaﬂw~mﬂwq

u—u u—u'
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la lettre S indiquant une sommation de termes analogues au terme déja écrit, que 'on
obtient en y substituant y, puis z, a la place de x. Posons

x(s) = xs) + X,(s), afs) = x,(s) + X,(s),

Ona |
6) =) _ o) =) _ ) = 5l _
- x—(%EQ — Xi(u)), e u);
o) = (1= rt s[ =20 [ +
e s [H=0 )]
=) s [HOZHD ey |22 ) -

=y (u, u’) + termes contenant en facteur X, ou Y,, Z;, X, vy, You1, Znsy -

Or, X,, ..., Z, +, seront inférieurs & un nombre positif arbitrairement petit pourvu
que u soit assez grand, et leurs coefficients dans I’expression donnée plus haut restent
bornés uniformément dans K, tandis que ¥(u, u’) — ¥(s, s’) sera inférieure & un
nombre arbitrairement petit si |u — s| et [u’ — s’| sont assez petites, donc (6) est véri-
fié. La courbe C, sera dépourvue de points de rebroussements pour p assez grand,
puisque &(s, s, 1) = 1, g =+ co.

Le théoréme est ainsi établi. Chaque noeud peut étre approché d’aussi prés que 1’on
veut par un noeud algébrique de méme classe d’isotopie. Remarquons que la possibilité
de cette approximation a été établie par M. H. Seifert [3] pour le cas général des
variétés, mais en admettant I’existence et la continuité des dérivées secondes des coor-
données. Dans le cas des courbes, notre démonstration montre, de plus, la possibilité
de P’approximation par des courbes algébriques unicursales.

6. Approximation polyndmiale d’une déformation isotope. On a vu que, dans
’étude des déformations continues d’ordre 1, on peut, sans perdre la généralité, se
borner a I’étude des déformations isométriques, qui s’imposent aussi par leur signi-
fication géométrique naturelle.

Ces simplifications sont des conséquences de nos hypothéses sur I’existence et la

X J0Y
continuité des dérivées a—, 6— (zz Mais D’existence des dérivées par rapport a 4

o’ ot
n’ayant pas été supposée, la structure des trajectoires d’une déformation reste a priori

aussi compliquée que le comporte la notion d’arc de courbe continue la plus générale.
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L’intérét du théoréme suivant réside dans la possibilité de remplacer toute déformation
isotope de C,, en C; par une déformation isotope de C,, en C, telle que X(¢, 1), Y(t, 1),
Z(t, 2) soient des polyndmes en A:

Toute déformation isotope de Cy en Cy peut étre approchée d’aussi prés que 'on
veut par une déformation isotope polynémiale en A, de Cy en C,.

Supposons que X(t, 4), Y(1, ), Z(t, 2), t € [0, T], A€ [0, 1] représente une défor-
mation isotope. Nous utiliserons les polynémes d’approximation de S. BERNSTEIN en

posant

(7) X,(1, %) = Zx( )(Z) 1 - 2,

Y,(t, 2) =k‘:;oy<z, !,;) (:) MU= Ap*, zyt ) =

Désignons par C! la courbe fermée représentée par (X, Y, Z,) pour chaque 4 =
= const. Onabien Cg = C,, C] = C,, et (7) représente une déformation de Cyen C,.

En posant

o1, 1, ) = S[Zf_(f_l)-_XM]’ , Ot 1, 2) = s[.a% X(t, /1)]2

t—1t

on aura &(t, t’, 1) 2 a > 0, puisque C; est un noeud, pour A € [0, 1]. Pour montrer
que (7) est une déformation isotope si n est assez grand, formons

O, 1,1) =S [X"(t’ A) = X, A)]Z , Dt , 1) =S8 [g—t X,(t, A)jr .

t—t

On a uniformément, pour t € [0, T] et 1€ [0, 1],
8) 1X(t,2) — X,(t, D) <z, |Y(L,A)— V(LA <e, |Z(tA)— Z(t 2) <&

pour n > N(e). En effet, en reprenant la démonstration de la convergence uniforme
des polynémes de Bernstein B,(x), attachés & une fonction f(x), continue pour
x € [0, 1], vers cette méme fonction, démonstration qui est élémentaire [4], on con-
state sans peine qu’elle reste valable pour une fonction f(x, t) continue en (x, 7) pour
x€[0,1], te[0, T], les polyndmes B,(x, ) étant formés par rapport a la seule

variable x. En dérivant (7) on trouve
( > (n) k(l )"—k 2
n k

e

—X(tl) Z”:

Q)!Q)

Q)IQJ

Y(t /1)=_i
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Ce sont les polynémes de Bernstein, de degré n en A, correspondant aux fonctions

continues de A: — X 66)’ Z La convergence est donc uniforme encore, et
t t
0 0 0
9 —X(t,A)— =X, (t, )| <e, |—Y(A
o) la,(’a,()] 576

0 0
—Z(t,A) — —Z,(t, )| < ¢
5 26 A = - Z2,(t.2)

pour n > N,(e). Les inégalités (8) et (9) sont vérifiées simultanément pour n > N,(e),
et 'on voit alors que ¥,(t, 1, 1) » ¥(t, ¢, ) uniformément pour n —co, car, en
appliquant le théoréme des accroissements finis,

, ) 2 roa 2 Ta 2 ,
(1, 2)= [(—3; X, (ty, ,1)] + [{5 Y, (t2, y)] + [5 Z,(t3, ).)] , Mt tye(tt)

et
O =2xe ) +ud), 2v,=2v+0, 22,-274w,
ot ot ot ot ot ot
avec )
lu(t, ) < &, v (t, )] <&, |w(t,A) <& pour n>ng.
Donc

SrIn(t, t,9 }*) g %a , h>ng,
ce qui prouve que Cj est un noeud si n > ny, et le théoréme est démontré.

7. Détermination des classes d’isotopie a I’aide de leurs représentants algébriques.
On peut se proposer I’étude des classes d’isotopie, dont le nombre est infini, & P'aide
des représentants algébriques de la forme

(10) x,(u) = Y (a, cos ku + by sin ku), y,(u) =Y (a;cos ku + by sin ku),
k=1 k=1

n
z,(u) = Y (aj cos ku + by sin ku)
k=1
ou, sous forme rationnelle,

)

(11) x,,(t) Py 1(1) y,,(t) = _Qﬂ(t_) , Zn(t) = M , —0<t<+w

(1 + ) @+ 2 a4+ )y
Py 15 Q2n—1, Ry, étant des polyndmes arbitraires de degré 2n — 1 en ¢. 11 s’agit de
déterminer les classes d’isotopie possibles pour chaque valeur de n. Pour n = 1, la
courbe (10) est une ellipse, donc isotope & un cercle, et I'on obtient la classe nulle,
quelles que soient les valeurs des coefficients arbitraires dans (10) ou (11). Mais, & me-
sure que n augmente, de nouvelles classes d’isotopie apparaissent. Ainsi, pour n = 3,
on obtient déja le ,,noeud en tréfle (noeud 3, du tableau de ALEXANDER-BRIGGS,
[1], p. 70), donné par

(12) x=cost+ 2cos2t, y=sint—2sin2, z=sin3t, 0<1t<2n.
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La variation continue des coefficients arbitraires dans (10) ou (11) correspond a une
déformation continue d’ordre 1 du noeud, et sa classe d’isotopie ne change pas tant
que la courbe ne se traverse pas elle-méme. Le changement de classe d’isotopie est donc
nécéssairement associé a apparition d’un point multiple sur la courbe. Ceci a lieu
lorsque le systéme

1y MOS0 =) u) = 50)
u-—v u—v u—v

est compatible. En y introduisant les expressions (11), on a un systéme algébrique de
3 équations a 2 inconnues u et v, qui est compatible lorsque les coefficients arbitraires
de Py, 1, Q2,-1, Ry, annulent le systéme éliminant, E,, de (13). On sait que E, est
formé de plusieurs polynémes homogénes par rapport aux 6n coefficients arbitraires
qui figurent dans (10) ou (11), qui s’annulent lorsque cette courbe posséde des points
multiples. On doit s’attendre a ce que certains de ces polyndmes changent de signe
lorsque le noeud change de classe d’isotopie, ce qui raménerait le probleme de la
classification a un probléme d’élimination.

Remarquons encore que les classes d’isotopie existant pour une valeur de n subsis-
tent pour toutes les valeurs suivantes. En effet, la variété E, est un cone de sommet O
dans I’espace euclidien & 6n dimensions, qui détermine dans cet espace un certain
nombre de domaines 4% correspondant aux classes d’isotopie existant pour cette
valeur de n. Désignons par p, un point de ’espace a 6n dimensions, point qui repré-
sente donc une courbe (10) ou (11). Lorsque p, est intérieur & un domaine 473, la courbe
correspondante est un noeud. On obtient x,,,(u) en ajoutant a,.4 cos (n + 1) u +
+ b,y sin(n + 1) u & x,(u), donc la courbe x,4(u), Y,+1(1), Z,+1(1) est un noeud
isotope & x,(u), y,(u), z,(u) si @ps1, busys Gps1s bhsys @nyqs bl sOnt assez petits. Il
existe donc un domaine 4%7** tel que 4%*! > A7, et 47" ! représente la méme classe
d’isotopie que 4. Nous ne poursuivrons pas davantage, ici, cette méthode de classi-
fication, les invariants que nous voulons signaler dans la suite étant d’une nature
différente.

II. FORMATION DE QUELQUES INVARIANTS D’ISOTOPIE

1. Principe de formation d’invariants. Invariant K. Considérons un noeud C,
lisse d’ordre n. En lui appliquant une déformation (C;) continue d’ordre n, il est clair
que tous les éléments différentiels d’ordre <n attachés a C, varient continiiment en
fonction de (s, 4). Soit

0X 0Y 0Z "X 0"Y 0"Z

FIX, V2, —, —, —, ..., —, —, —

os’ s 0s os" 0s" 0s"
une fonctionnelle continue de X(s, ), Y(s, 4), Z(s, 1) et leurs dérivées par rapport a s
indiquées entre crochets (c’est une fonction de la ligne C;, au sens de Volterra). Sup-
posons que, par sa signification géométrique, cette fonctionnelle ne puisse prendre que
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des valeurs entiéres. Il en résulte alors que F garde une valeur constante tant que la
déformation (C,) est continue d’ordre n. Supposons de plus que F cesse d’étre continue
lorsque A passe par une valeur 4, telle que C;, posséde des points multiples. Alors F
pourra changer de valeur (constante enti¢re) lorsque C, change de classe d’isotopie.
C’est une telle fonctionnelle que nous appelons invariant d’isotopie d’ordre n attaché
au noeud C;.

Le premier invariant K (d’ordre 3) de cette nature, que nous avons obtenu [5],
s’obtient en considérant, en méme temps que la courbe C, la courbe voisine C* décrite
par un point M* situé sur la normale principale au point M de C, variable sur C,
a distance ¢ (const) du point M. On trouve alors que le coefficient d’enlacement de €
et C* est indépendant de ¢ tant que ce nombre ne dépasse une certaine valeur g,. C’est
donc un invariant d’isotopie attaché¢ a C. On trouve, en exprimant le coefficient
d’enlacement par Uintégrale de Gauss, puis en faisant ¢ — 0,

’ 7

(1) K=1 1 i g ; !dt dty -+ 1 ras
4n s | - ! Yoo ’
ccC

Hx=xy y—y12z—-12 &

Dans I'intégrale double, les points M et M, parcourent indépendamment la courbe
C, et dans la derniére intégrale 7 représente la torsion et s I’arc pris sur C. D’ailleurs,
aucun des deux termes de la somme (1) n’est un entier et ne représente, a lui seul, un
invariant d’isotopie.

On retrouve cet invariant, avec une nouvelle interprétation géométrique, de la ma-
niére suivante. C étant un noeud, considérons une courbe fermée C* voisine de C, ne
coupant pas C, et telle que, D,(M) étant le disque de rayon r, centré en M, situé dans le
plan normal a C en M, la courbe C* coupe chaque disque D,(M) en un seul point M*,
quel que soit M sur C. Soit G(C, C*) le coefficient d’enlacement de C et C*. Dans le
plan normal & C en M tragons les vecteurs n et b et soit @ ’angle (n, MM*). Lorsque
M décrit la courbe C, cet angle @ varie d’un multiple entier de 27z, et nous désignerons
ce nombre par N(C*, C). C’est le nombre de tours que M* fait autour de M, dans le
plan normal & C en M, pour un observateur entrainé avec le tri¢dre de Frenet en M.
Nous montrerons que )

) K = G(C, C*¥) — N(C*,C).

Remarquons d’abord que cette différence est indépendante du choix de la courbe
auxiliaire C*, et ne dépend que de la courbe C, d’une maniere plus précise, du compor-
tement du triedre de Frenet le long de C. En effet, supposons que la courbe C* soit
modifiée en remplagant un arc AB de cette courbe par un autre arc AEB, tel que ABEA
tourne une fois autour de C. Par suite de cette modification de C¥*, les nombres
G(C, C*) et N(C*, C) auront augmenté (ou diminué) d’une unité, donc K ne sera pas
changé. Cela suffit a faire voir que K ne dépend que de la courbe C, et représente la
rotation totale ,,sur lui-méme** du triédre de Frenet, le long de la courbe C. Nous
reviendrons dans la suite sur les propriétés de cet invariant. (V. Fig. 5.)
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La construction que nous avons employée pour obtenir K peut étre généralisée de
maniere & obtenir une infinité d’invariants analogues, d’ordre plus grand.

Ainsi, lorsque (C,I) est une déformation continue d’ordre n, et n = 2, le plan oscula-
teur attaché au point M'(s") de C;. tend vers le plan osculateur au point M(s) de C,
lorsque " — s, 2’ — A. Pour n 2 3, la sphére osculatrice attachée & M'(s) tend vers
la sphére analogue attachée a M(s) dans les mémes conditions. D’une maniére géné-
rale, Z,(s) étant une surface algébrique déterminée d’une maniére univoque par la

condition d’avoir un contact d’ordre n avec C, au
C C* point M(s), la surface de méme définition X(s")
attachée au point M'(s") de C;. tend vers Z,(s) lors-
B ques’ =5, A" = A
Soit N(so) la normale & X (so au point M(s,),
orientée d’une maniére arbitraire. Nous pouvons
alors orienter les normales N(s) & Z,(s) aux points
Seao M(s) le long de C, par continuité, de maniére que
~ N(s') > N(s) lorsque s" —s. En procédant ainsi
\ pour s > s, il est possible que I’on revienne au point
A M(so) = M(so + L) avec l'orientation initiale de
N(s,). Nous dirons alors que la courbe C est orient-
able d’ordre n. Mais il est possible aussi que, en sui-
Fig. 5. vant N(s) par continuité le long de C, on revienne
en M(s,) avec I'orientation opposée, — N(s,). Cest
le cas d’une courbe non-orientable d’ordre n, et nous verrons que de telles courbes
existent méme pour n = 2. Dans ce dernier cas, il faudra parcourir deux fois la courbe
C pour que N(s) revienne & sa position initiale.

Sur N(s) prenons un point M*(s), a distance & = const de M(s). Les points M*(s)
décrivent une courbe C* voisine de C, n’ayant aucun point commun avec C si ¢ est
assez petit. La courbe C* sera fermée si C est orientable d’ordre n. Dans le cas con-
traire, on obtient encore une courbe fermée C* en faisant varier s de s, a s, + 2L. On
sera slr d’avoir une courbe fermée C* (décrite une fois ou deux fois) en faisant tou-
jours varier s de sy, & s, + 2L. Considérons le coefficient d’enlacement de C et C*,
donné par l'iniégrale de Gauss

vy
G(C, C*) = ff Vi Z dr dt, .

CC_MM*Ix-—x Y= Vi Z — Zy

- > "> an e

Ce nombre entier est indépendant de ¢ pour ¢ < ¢, et c’est un invariant d’isotopie
d’ordre n. La limite de G(C, C*) s’exprime, pour ¢ - 0, comme nous le verrons, par
des intégrales portant sur certains invariants différentiels d’ordre n attachés a C; leur
calcul est possible par une méthode plus directe, sans I’emploi de ’intégrale de Gauss,
mais nous verrons que le comportement de ces invariants vis-a-vis des déformations
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de C se complique d’éléments étrangers a la relation d’isotopie, éléments qui d’ailleurs
ne manquent pas d’intérét.

2. Courbes a triédre de Frenet non-orientable. Revenons au cas n = 2 pour certai-
nes précisions essentielles. Dans ce cas on peut prendre pour X, un plan, et ce sera le
plan osculateur en M(s) a C. Mais les éléments du second ordre de C déterminent
aussi le tri¢dre de Frenet attaché & M(s), et 'on se demande si ce tri¢dre varie, lui
aussi, continliment en fonction de s (en fonction de (s, A) dans le cas d’une déforma-
tion). Pour que la construction de la courbe C* soit possible, il est nécessaire d’abord
de définir ce triedre de maniére qu’il varie continiiment le long de C, ce qui n’a pas lieu
avec la définition habituelle des directions positives de n et b (normale principale et
binormale). En effet, en prenant (suivant 'usage) pour direction positive de n celle
qui est située dans la concavité de la projection y(M) de C dans son plan osculateur en
M, et la direction positive de b de maniére que le triédre t, n, b soit orienté comme le
triedre de référence, méme lorsque les dérivées de x, y, z jusqu’a 'ordre 2 sont conti-
nues, le triedre de Frenet tourne brusquement de = autour de t lorsque M(s) passe par
un point d’inflexion [6] de C, c’est-a-dire un point ol o(s) = 0, ¢'(s) + 0, ou, d’une
maniére générale, 0 = o’ = ... = 0¥ =0, o®**1) % 0. Pour éviter cette disconti-
nuité artificielle et rétablir la variation continue du triedre de Frenet lorsque les déri-
vées de x, y, z jusqu’a 'ordre 2 sont continues, nous orienterons, si cela est possible,
les vecteurs n d’une maniére cohérente le long de C, c’est-a-dire de maniére que
n(s") — n(s) lorsque s’ — s, et ceci quel que soit s. En choisissant arbitrairement la
direction positive de n en un point M(s,) de C, soient I, et I, les points d’inflexion de C
les plus voisins de M(s,). Le long de I'arc 1,1, qui contient M(s,), nous choisirons la
direction positive de n de maniére que n soit situé du méme coté que n(s,) par rapport
ala concavité de ’arc I, I,, en chaque point de cet arc. En dépassant I'un de ces points
d’inflexion, soit I,, la position de n par rapport a la concavité de y(M) devra étre
inversée, et cela pour tous les points de I’arc I,15, ol I est le point d’inflexion qui suit
I,. En méme temps, afin que les formules de Frenet restent valables sans modification,
le signe de ¢ devra étre changé le long de I'arc I,15, et la direction positive de b sera
toujours déterminée de maniére que I’orientation t, n, b coincide avec celle du triédre
de référence. En somme, en décomposant C en arcs compris entre deux points d’in-
flexion consécutifs, la direction positive de n sera alternativement située du coté de la
concavité de y(M) ou du c6té de sa convexité, une telle inversion ayant lieu & chaque
passage de M(s) par un point d’inflexion. La courbe g(s) sera alternativement positive
ou négative le long de ces arcs. De cette maniére, si C posséde un nombre fini, pair, de
points d’inflexion, on est sir de revenir en M(s,) avec 'orientation initiale n(s,), o(s)
étant une fonction continue de période L. Le vecteur b sera soumis aux mémes inver-
sions de sens que n (par rapport aux conventions courantes). La variation du triédre
de Frenet le long de C sera alors continue, et les formules de Frenet restent utilisables
sans modification.

Mais cette orientation cohérente du triédre de Frenet le long de C n’est pas possible
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lorsque C présente un nombre fini, impair, de points d’inflexion. On constate I’exis-
tence de pareilles courbes, non-orientables d’ordre 2, sur I’exemple simple

(3) x=4cost—cos2t, y=4sint—sin2t, z=sint, 051t<2n.
On a ici

A=y7z" —z'y" =~ 2sint(l + 2cost), B= —4(1 — cosi),
C =24(1 — cost).

4, B, C étant des fonctions partout continues de ¢, on peut prendre comme direction
positive de la binormale b celle du vecteur (4, B, C), tant que la longueur de ce vecteur
ne s’annule pas. Or, on a 4 = B = C = 0 pour ¢t = 0 seulement, et c’est 'unique
point d’inflexion sur cette courbe. On voit que A < 0, B <0,C > O pourt — + 0,
etA>0,B<0,C>0pourt-»—0,avec B/4 > 0, C/A — 0 pour ¢t — 0; ainsi, la
direction b tend vers celle de Ox pour t —»— 0 et vers la direction opposée pour
t—>+ 0.

Le point m(A, B, C) décrit, dans I’espace, une courbe fermée I" qui passe une seule
fois par I'origine 0. La direction de b coincide avec celle de Om, et I’on voit qu’au pas-
sage de m par O, la direction Om éprouve la discontinuité signalée. Une construction
analogue peut étre faite pour toute courbe continue d’ordre 2, et I'on voit que, pour
que C soit orientable d’ordre 2, il faut et il suffit que I' passe un nombre pair de fois
par O, si toutefois ce nombre de passages est fini. Pour toute courbe non-orientable
d’ordre 2, la surface polaire est unilatéere.

Ces considérations nous permettront d’expliquer le comportement de nos invariants
d’isotopie de divers ordres.

3. Sur une intégrale auxiliaire. La formule (1) fait apparaitre l'intégrale double

J=H L
J M M; |,

cc 1

X5 X — X,
Y2 Y1 — y2|dt; diy
zy Zy — 2,

RETOLNIRAN

étendue a la courbe C, que les points M, = M(t,) et M, = M(t,) parcourent indé-
pendamment. Nous verrons que cette intégrale joue un réle essentiel dans le compor-
tement de I'invariant K, car c’est le terme qui fait un saut lorsque la‘courbe C se tra-
verse elle-méme. Montrons ici que cette intégrale a un sens si la courbe C est lisse
d’ordre 2. On peut alors employer la formule de Taylor sous la forme
X, = Xy + hxy + 3h* x| + h* R(h), xj =x{ + hx] + hr(h);
R(h) >0, r(h)>0, h-0,

en posant x; = x(t;), X, = x(t,), h = t, — t;. Ona M;M, = |h|\/s”* + o(h), tandis
que le déterminant sous P'intégrale s’écrit (en omettant les 2-me et 3-me lignes)

lhx} + 3h* x| + h*R, x{, xi + hx] + hr| = |h*(R — %r), x}, h(x] + r)| = o(h*)
avec o(h*)/h* — 0 pour h — 0. Il en résulte que la fonction de (1, t,) sous les signes
d’intégration est continue dans le carré Q: t; € [0, T], t, € [0, T]. Clest évident en
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chaque point (t,, 1,) ol t; # t,. Soit (, t) un point de la bissectrice, et

posons t; =

=u + 1, t, = v + 7; nous ferons tendre u et v vers zéro indépendamment I’'un de
lautre. Mais en posant encore h = t, — t; = v — u, les développements tayloriens
que nous venons d’écrire, et les calculs suivants, restent valables. On voit donc que
pour u? + v* — 0 la fonction a intégrer tend vers zéro. Elle est donc continue dans le

carré Q, et nulle sur sa diagonale principale. Ainsi, I'inté-
grale J a un sens.

4. L’invariant K. C étant un noeud lisse d’ordre 3, consi-
dérons une courbe fermée C*, située a I'intérieur du voisinage
de rayon ¢ attaché 2 C. M étant un point quelconque de C,
et D,(M) étant le disque de rayon &, de centre M, situé dans M,
le plan normal a C en M, nous supposerons que la courbe

c
C\#

C* coupe D(M) en un seul point M*, différent de M. Dans pf
ces conditions, nous calculerons la valeur du coefficient
d’enlacement G(C, C¥), et sa limite pour ¢ — 0, en utilisant
I'intégrale de Gauss

oc, e =L f f ol o

C C*

ds, ds*.

- x*'

(Sous le signe intégral on a un déterminant dont la premiére

Fig. 6.

colonne seule a été indi- quée). Pour effectuer ce calcul, il est commode de commen-

cer par I'intégrale

— |
fMM*3 *
e 1 X; — X

ot 'on maintient M* fixe, pendant que M, parcourt C. (V. Fig. 6.)

Soit ab un petit arc contenant M(s), avec a(s — H), b(s + H). On a uniformément

o4 o
1 . * .
j = o %Ldsl J 3% ds;
e M 1Ju Xy — x* S C—ablu 11” Xy — X

pour ¢ — 0, H restant fixe. Il nous reste a étudier

oy

J s
I= ———3a

x* = x + er(« cos © + o" sin @),

ds*

-———ds .
ds !

Posons

avec r = r(s), @ = 0(s), 0 < A <r = 1. On voit que r et @ sont

les coordo-
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nées polaires du point M* dans le plan normal en M a C, @ étant ’angle de MM*
avec la normale principale a C en M. On a

*
a* gdf—- = o1 — erg cos ©) + o'[er' cos © — er(t + O')sin O] +
s
+ o'[er' sin @ + er(t + ') cos O].

Employons les développements par la formule de Taylor
2
x; — x =alh + h*o(1)) + o <%Q + h? o(l)) + o h* o(1),
a; = ol + h? o(1)) + a'(he + h? o(1)) + o"h? o(1)
ouh=s; —s,eto(l) > 0pourh—0.0na

a1 + h? o(1)) + o'(he + h* o(1)) + o h* o(1)

(1 — ero cos ©) + o'[er’ cos @ — er(t + ©')sin O] +
% ds* + o'[er' sin © + er(t + O©") cos O]

o s T 5

x; — x*| ¢ a(h + k3 o(1)) + o (?Q + h? o(1) — er cos @> +

+ o"(h? o(1) — er sin @)

= (1 + h*o(1))[er’ cos ©® — er(t + @')sin O](h* o(1) — ¢r sin ©) —

2
— (1 + h? o(1))[er’ sin @ + er(r + ©") cos O] (h? o + h*o(1) — er cos @) -

— (he + h?* o(1))[er’ sin © + er(t + ©) cos O(h + h* o(1)) +
+ (he + h* o(1))(1 — erg cos ©)(h* o(1) — ersin ©) +

2
+ h? o(1)(1 — erg cos O) (%e + h®o(1) — er cos @) — h?o(1).

.[er' cos ©@ — er(z + @) sin O[(h + h* o(1)) = &®r*(v + O©’) — ehrgsin O +
+ e2h(r?@* sin @ cos @ + o(1)) + h* o(1) + eh® O(1).

2 2
M = (h + 1 o(1))? + (%g + 1 o(1) — or cos @) + (W o(1) — ersin ©)?

= h? + &%r* — gh*rg cos @ + h?o(1).

[ = " e2r2(1+ @')—ehrosin © +&h>0(1) +&h(r?g* sin O cos @ +o(1)) + h*o(1) dh
[h? + &2r* — eh*rg cos @ + h® o(1)]*"? '

-H

Posons h=¢rt, — TZ<t<T,H=¢rT.On a

/= IT T+ O’ + At + eBi* + ¢Ct + &2Di* + &°Et* dt
- 2 3 3/2
-T 2\3/2
1+t 1 —er 0cos @ + er—— O(1
( ) [ 1+ 1+ £ ()]
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ou A est indépendant de ¢, et B, C, D, E sont des fonctions de ¢ qui restent inférieures
en module & un nombre fixe M, pour H fixe, aussi grand que soit T. On a, en rempla-

cant er par H/T,

I—E £ gcos(9+H— () =1+ H ¢(t, H)
T1+ T(l
pour H assez petit, Igo(t, H)| étant bornée par un nombre fixe. Ainsi
2 2
r t+@'+At+H-Bt2+ECt+E—DIZ + E—Et“
1= T T L L (1 + H (1, H) ) dt
-7 (1 + 1?)*? ' ’
Faisons maintenant ¢ — 0, donc T — o, H restant fixe et assez petit. On a
Totdr VoAde N T dt —ktmnT. L To2d
o ayE "ot + 7 T @ S NSO
t* dt 1 (7
=lim— | Jt + 1.dt=—
v,
dong

I=2(t+ 0')+ HYH,s) + dc,s),
Y(H, s) restant borné le long de C, et ®(¢, 5) — 0 avec ¢ — 0 uniformément. Intégrons
le long de C, par rapport a s,

%aam%{[f+qmz

oty |

1 {
=2+ ©)ds + p— !cx [ds; ds + @(e) + H ¥, (H)
Joveres] L,

C C—ab

avec &,(g) - 0 pour ¢ — 0. Le premier membre étant un multiple de 4=, le second
membre reste constant pour ¢ < g,, donc (131(3) = 0. En faisant ensuite H — 0, ona

4n G(C, C*) = J + 2f(z + 0)ds

avec
|
szfﬁﬁ;“ ldslds‘
ge Lixy — x|
Ainsi

1 1 1
c(c,c*):Z;J+;7—ers+2_n[@(s)]c.
C
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1 . . .
La courbe C* étant fermée, o [O(s)]c est un entier, et il s’en ensuit que
n

K=iJ+L tds
4 2n
c

est un entier attaché a la courbe C, indépendamment de toute autre courbe voisine.
Posons

N(e*, €)= o [06)]c

que nous appellerons ,,nombre de tours relatif* de C* autour de C. C’est le nombre de
fois que C* tourne autour de la tangente & C pour un observateur 1ié¢ au triedre de
Frenet en un point mobile sur C. On a alors K = G(C, C*) — N(C*, C). Lorsque
@ = const, N(C*, C) = 0 et K = G(C, C*). En prenant @ = 0, donc M* situé sur
la normale principale au point M de C, on retrouve la définition que nous avons
initialement donnée a I'invariant K. On peut prendre également @ = %x, donc M* sur
la binormale a C, et c’est la généralisation de cette construction qui nous offre une
suite infinie d’autres invariants analogues a K, mais d’ordre plus grand.

5. Propriétés de Pinvariant K. Les deux termes qui figurent dans I'expression (1)
de K se comportent différemment lorsque le noeud C est soumis a une déformation
continue telle que X(s, 4), Y(s, A), Z(s, ) posseédent des dérivées continues jusqu’a
Pordre 3 (mais la torsion t pouvant avoir des discontinuités pendant la déformation).
Le premier terme J est visiblement une fonction continue de A tant que la courbe C,
ne se traverse pas elle-méme. Nous verrons que, & chaque traversée, I'intégrale
(1/4n) J augmente ou diminue de 2 unités, suivant le sens de la traversée, phénoméne
qui permet & K de nous signaler le changement de classe du noeud C par suite de la
déformation. Le second terme (torsion intégrale) n’éprouve aucune discontinuité
lorsque C se traverse elle-méme, mais fait un saut lorsque, pendant la déformation, la
torsion (s, 4) ne reste pas bornée. Par suite de ce fait, ce second terme est plutdt
génant si I’on ne s’intéresse qu’aux changements de classe d’isotopie du noeud; mais
la présence de ce terme dans K assure la propriété de cet invariant de ne prendre que

des valeurs entiéres, le premier terme (1/4n) J
B étant une fonction de ligne qui prend des valeurs
réelles quelconques, variables pendant la défor-
mation. Il en résulte que chaque classe d’isoto-
pie d’ordre 1 se subdivise en classes d’isotopie
d’ordre 3; dans chacune de ces derniéres, K reste
p constant. On exprime cela en disant que K est
un invariant d’isotopie d’ordre 3. (V. Fig. 7.) -

Sur le noeud C considérons deux arcs AB et
CD, et supposons que, pendant la déformation,
A P’arc AB subit une translation — &8, qui améne

-
- t,
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P, en P,. Avec les notations 8(p, g, r), p*> + q> + r* =1, Py(¢, 1, {), nous aurons,
pour M, e AB et M, e CD,

x; =&+ pe+ hoay + hofl), x,=2¢&+ kay, + ko),
Yo =1+ qge+ hf; + hofl), V2 =1+ kB, + kof1), —-H =h<H,,
zy =0+ re+hy, +ho(l), z;={+ky, +ko(l), —H,<k<H,,

ou o,,(l) représente une fonction de h qui tend vers zéro pour h — (. En posant
(t,t;) = cos o, (8t,) = cos 4, (6t,) = cos p, on trouve

M M3 = &* + 2e(hcos A — kcosp + ho,(1) + kol(1)) + h* + k2 —
— 2hk cos 6 + h? o,(1) + k? 0,(1) + hk oy(1),

oy oy
oy = |a, = g(t,t,8) + ho,(1) + ko, (1).
Xy — X3 |pe + ho,(1) + kol1)
Le saut de I’intégrale J sera donné par
%y

; I
p— 71
J f MM\, _

AB CD

_ Hyo o2 &(t,t,8) + ho,(1) + k o(1) dh dk
e d-m, [+ 2¢() + h* + k* — 2hk cos ¢ + ...]>? '

Posons h = eu, k = ev. On a

J*H:la J'Hz/t (t1t25) + 05(]) du dv

—hye [1 4+ u? + v* — 2uvcoso + 2ucos A — 2vcospu + o1)]*?

~H;l/e

et, pour ¢ — 0 ceci tend vers

© © du dv
I = (t;t,0) .
cwd o [u2 + 0* — 2uvcos o + 2ucos A — 2vcosp + 1]*2
On a
J‘” du _l[ U — vcoso + cos A :r _2
- [(u —UCOSO'+COSA)2+R]3/2 R \/(u —UCOSO'"}‘COS}.)Z'*‘R - R

avec R = (vsin ¢ + sin A cos w)? + sin® Asin> w,cos p = cos o cos A — sin o sin 4.
. cos w. Conformément a cette derniére formule de la trigonométrie sphérique, w est
donc 'angle du plan 8t, avec le plan t,t,, et |(t,t,6)| = [sin o sin 4 sin o).

Ensuite
I = 2t,4,5) J"’“ do _ 2n(t,t,8) _
- (vsin o + sin A cos w)? + sin® Asin? @ [sin o sin 4 sin o)
= 27 sign (t,t,6) .
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Cette valeur doit étre prise deux fois, puisque M et M ,, parcourant indépendamment
la courbe C, chacun d’eux décrira AB et CD. Ainsi, le saut de l'intégrale J lersque
& — 0 est 47 sign (t1t26). On doit encore doubler ce saut lorsque, AB ayant traversé
CD en P,, cet arc continue sa translation de maniére que la courbe cesse d’avoir un
point double en P,. En somme, le saut correspondant 2 la translation que nous venons
de définir est 87 sign (t,t,6), ce qui vaut, pour K, 2 sign (t,t,6).

o D Z@c@ O,/O

7 k=0

Fig. 8.

Supposons que ’on connait le schéma plan du noeud C, c’est-a-dire une projection
orthogonale du noeud sur un plan, avec I'indication, pour chaque point double de la
projection, de la branche qui passe en dessus de ’autre. Par des déformations conti-
nues, que nous pouvons suivre sur le schéma, nous pouvons amener le noeud C dans
la classe nulle, celle du cercle, et il est clair que pour un cercle K = 0. En tenant compte
du saut de J a chaque traversée, on pourrait croire qu’il en résulte la valeur de K pour
le noeud initial, en nous servant seulement de son schéma plan. Or, il n’en est pas ains
que si 'on est siir que la déformation employée est continue d’ordre 3, la torsion
(s, 2) restant donc bornée. Donnons I’exemple du noeud en tréfle. (V. Fig. 8.)

Nous avons calculé K = 3 pour ce noeud, par une méthode directe [5]- Une trai
versée nous rameéne au noeud b), puis c), de notre figure, pour lesquels K =1, la
torsion ayant resté partout continue pendant ces déformations. C’est seulement au
passage de ¢) & d) que la torsion passe nécessairement par un point de discontinuité,
seule explication du fait que K passe de la valeur 1 a la valeur 0. Nous avons vérifié
ce phénoméne sur la déformation

X =cost— Acos2t, y=sint— Asin2t, z = Asint;
te[0,2n), Ael0,1].

Lorsque A varie de 0 & 1, cette déformation transforme le cercle d) en une courbe
telle que c). (V. Fig. 9.)

On trouve, avec des notations classiques:
A= =223 —2sin*#)sint, B = A(4Acos®t — 1),
C =8A% —6lcost + 1, _
= 4)*(17 + 3 cos? 1) — 1044% cos t + A*(17 + 36 cos® 1) — 124 cost + 1,
s =4)> -3+ (2—Acost)>) >0, 4= —61%2cos’t—4icost—1).

&)
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La torsion t = A/H? peut étre discontinue en un point (1, ) od 4 = B=C = 0,
donc g = 0. Clest ce qui arrive pour A = 1, ¢ = 0. D’ailleurs, pour A = } on retrouve
la courbe non-orientable d’ordre 2 que nous avons déja présentée au No. 3. On doit
remarquer que la torsion t reste bornée sur cette courbe 4 = %, mais (¢, 1) n’est pas
bornée au voisinage du point ¢ = 0, 2 = 1. En effet; en trouve

o= 622[(44 — 1) + (cos t — 1)(4A — 2 cos t — 2)]
(42 — 1)%(54% = 44 + 1) + (cos t — 1)[122%(32 + 3)(cos t + 1) — 42(3 + 264%)]

_1 !
A=7
Fig. 9.
. . 1 .. . cost—1
et I'on voit que pour t — 0, 1 — 7 la limite de ce rapport dépend de lim —;
40 — 1
cost—1

cette limite est infinie si lim —
42 — 1
OnakK =0pour0 £ 1 < ;etK =1 pour% < A £ 1, etcesautest di a la discon-
tinuité de = pour 4 = %. Ce résultat est général:

Si C, et C, sont deux noeuds pour lesquels K prend des valeurs de parité diffé-
rente (K, — K; = 2h + 1), pendant toute déformation continue (les dérivées des
coordonnées jusqu’a I'ordre 3 étant continues) de Cy en C, la torsion (s, ) passe
nécéssairement par un point de discontinuité.
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6. Formation d’un invariant d’ordre 2. Nous formerons ici un invariant P, analo-
gue a K, mais dépendant d’éléments différentiels d’ordre 2 attachés & C. En outre,
P dépend d’une direction § arbitraire, et, grace a cela, P fait correspondre au noeud C
tout un systéme de nombres entiers qui sont des invariants d’ordre 2.

Considérons un noeud C lisse d’ordre 2, c’est a dire tel que x(r), y(?), z(f) possédent
des dérivées continues jusqu’a I’ordre 2. Soit C* le noeud que I’on obtient en donnant
a C une translation de longueur ¢ > 0 et de cosinus directeurs p, g, r. On voit que le
coefficient d’enlacement G(C, C*) est un invariant d’isotopie du noeud C, pour &
suffisamment petit, si aucune tangente a C n’est paralléle au vecteur 6( D5 q, r), car une
déformation isotope de C en Cy, donc de C* en C7 (qui résulte de C, par la méme
translation) ne change pas G(C, C*).

Nous nous proposons d’exprimer cet invariant par des intégrales curvilignes prises
sur C.

Soit M(f) un point fixe de C, AB un petit arc de C contenant M, avec A(t — H),
B(t + H), H > 0. Calculons

1 oy I
a* ds, = | +
MM* |, _
c 1

*
X x AB C—-AB

ou
* * * dx*
x¥*=x+¢ep, y*=y+eq, z¥=2z+c¢r; a*=—d—=a,
s
On voit que, H restant fixe, la seconde intégrale du second membre plus haut tend
vers

|
J 3| ds; pour &£—0.
C-A4B MM X1 — X

Il reste a calculer la limite pour ¢ — 0 (avec H fixe), de

po|m ‘
I= [ | ds, .
;BMlM Xy — X — p8|

Nous employerons, a cet effet, les développements suivant h = s, — s,

Xy — x = ha + %iga’ + h?o(1) = ofh + h* o(1)] + o [h?zg + h? 0(1)] +
+ o"h? o(1),
ay = o[l + ho(1)] + «'[he + ho(1)] + o"h o(1)
et les formules analogues pour y, z. On a

MM* = (x; = x)* + (v = »)* + (21 = 2)° = 26[ p(x1 = x) + q(ys = y) +
+ 1r(zy — z)] + & =& + h? — 2ehcos A + h* o(1) + eh? O(1),
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en posant cos A = pa + gf + ry, cosp = pa’ + g’ + ry, cosv= pe” + qf" +
+ ry”, puis
| «'[he + ho(1)] + o" ho(1)
oy
o _

a« = n?
X, —x — pe| o l:?g + hzo(l)] + a"h? o(1) — pe

= ehg cos v + ¢h? O(1) + h* o(1).

Posons h = ¢t, H = ¢T,donc — Tt < T.Ona

= T tocosv + to(1) + et O(1)
—r [l + 1% = 2tcos A + et o(1) + er*> O(1)]*?

Ici o(1) - 0 avec h — 0, donc, aussi petit que soit 7 > 0 on aura |o(1)| < n pour H
suffisamment petit. En substituant ¢ = H/T, et en tenant compte de |t/T| < 1, le
dénominateur devient, en supposant |cos 4| = 1, donc sin 4 % 0,

[1+ ¢* —2tcos A+ Ht* o(1) + Ht O(1)]7** =
L HE?o(1) + Hr O(1) R
1+ 1t%—2tcosi

=1+ —2tcos )32 (1

=(1+* - 2tcos 1) **[1 + HO(1)].
On a
H
tpcosv + to(l) + = 1> 0(1)

’ [1+ Ho(1)]dr.

I =

-r (1L + 1* = 2tcos 2)*?

Faisons ¢ — 0, donc T — + co. On voit que pour T — o0

1 (7 3 dt
Sl = A
T J_r(1+ 1% = 2tcos 2)*?

ot A est un nombre fini. Enfin

gcosva tdt =gcosv[ tcosd — 1 T_’zgcosvcosl.
—r(1 + 2 = 2tcos 2)**  sin® 1 J1+ 2 = 2tcos Al-r sin? 1
On a donc
A
I=2 gO—STE—(—:QE—-f-o(I), ou ofl) >0 avec H-0.
sin? A :
En faisant maintenant H — 0, on trouve
1 ’al <xl
f =3 o* dslaf 1 5 @ ds1+299%w.
C1‘41M xl_x* : MIM X, — X sin ).
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En intégrant le long de C par tapport au point M, on obtient

|
4nG(C, C*) = fj 5 o ds, ds* =
cc* MM X — x*
o
1 1 )
:”M — o dslds+2fgc°s,‘2°—‘;”ds,
sin
fe ! Xp— X c
formule valable pour ¢ suffisamment petit. On a ainsi I'invariant du 2°0d 1410
b Ly Loy,
4n 2n sin? A
C

.- La structure de Lrappelle celie de I'invariant K, et I’on voit que Lse comporte de la
méme fagon que K lorsque C change de classe d’isotopie, ce comportement étant di
au terme J. Le second terme différe essentiellement de la torsion intégrale qui figure
dans K, par le fait que ce terme est du second ordre et dépend d’une direction arbitraire
8. En retranchant, on trouve I'invariant

iJ‘(t_Q (px + gB + ry)(pe” + qf” + ry") )ds."

ch (qy = rB)* + (r« — py)* + (pB — q)?

P=K-L=

P est un nombre entier qui dépend de la direction (p, g, r), mais qui parait rester
insensible aux changements de classe d’isotopie de C. Le dernier rapport sous le
signe intégral est discontinu pour sin A = 0, quoique I’on ait en méme temps cos v =
=0.0na

1 cos A cos v d cos u cos A cos v
=—||lt—e———)ds, —arctg——=t1—-0—75—,
2n sin? A ds cos v sin® 1

c

en tenant compte de

gcosp=£S(pa') =S p(— ox + 10") = —@cos i + Tcos v,
ds ds

d d "
—cosv=—S(pa") =S p(—1a) = — tcosu,
% % (pa") = S p(— )

donc
cos i1

P = _1_ _‘_j, arctg ds = ——];- arctg cosk .
27 J ds cos v 2n cos v |¢
c

Ceci offre une interprétation géométrique de P. En posant cos v = cos O cos o,
cospu = cos ©@sino, cosv =sin @, on a

o =arctg 2 p= [e]c-
cos v
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On: obtient donc I’angle ¢ en projetant la direction 5(p, q, r) dans le plan normal a
C en M; o est alors I'angle de cette projection avec la binormale en M. Et P est la
variation, divisée par 2z, de o lorsque M parcourt la courbe C en entier.

Pour étudier les valeurs de P dans leur dépendance du choix de la direction fixe 8, il
est utile de se servir de l'indicatrice sphérique des tangentes a C. Cette indicatrice I est
une courbe fermée qui, avec sa courbe antipole I'* sur la sphére-unité, partage cette
sphére en plusieurs domaines. Nous montrerons que P est constant dans chacun de
ces domaines, et éprouve un saut au passage d’'un domaine & un domaine contigu.

Supposons que le vecteur unitaire 8, mené par le centre de la sphére-unité, ait son
extrémité a Pintérieur de 'un des domaines en question. Soit §’ un autre vecteur
unitaire ayant son extrémité dans le méme domaine, et ¢’ I’angle analogue a o, cor-
respondant & §'. Il est clair que ¢’ — ¢ est la projection de 'angle u = (88') sur le
plan normal & C en M. Ainsi, 2n(P’ — P) est donnée par la variation de u lorsque M
parcourt la courbe C. Or, cette variation est nulle dans le cas envisagé, puisque
P’angle u revient a sa figure initiale sans avoir pu dépasser la valeur z. J1 en est autre-
ment lorsque & et 6" ont leurs extrémités dans des domaines contigus, séparés par un
arc de la courbe I' ou I'*. L’arc sphérique 0’ sera alors traversé une fois par un arc
de I' ou de I'*, et la projection |¢' — o| de 'angle u, dans le plan normal & C en M,
passera une fois et une seule par la valeur n, et ¢’ — o reviendra a sa figure initiale
avec une valeur augmentée de 4+2n. Ona donc P — P = =+ 1, suivant le sens de par-
cours sur I ou I'*.

Ces propriétés de 'invariant P nous rappellent celles du ,,nombre de tours*“ d’une
courbe plane fermée autour d’un point de son plan. Or, il est facile de définir un in-
variant analogue pour une courbe fermée sphérique. La direction de é ne passant par
aucun point de I'indicatrice I', donc, 'extrémité de é n’étant située ni sur I' ni sur I'¥,
menons un plan passant par d et un point M mobile sur I'. Désignons par w ’angle de
ce plan IT avec un plan fixe passant aussi par é. Le nombre de tours N de I' par rapport
a é sera la variation (1/2n) [w]. de 'angle w lorsque le point M parcourt la courbe I’
en entier. M’ étant un point de I infiniment voisin de M, la formule fondamentale de
la trigonométrie sphérique nous donne

cos MM’ = cos Md cos M'$ + sin Mé sin M’S cos dw .

Avec des notations déja utilisées, M6 = 1, M'6 = A + dA,etl'ona — sinAdi =
= g cos pds. On en déduit, puisque MM’ = |dt| = g ds,

. . cos v
0% ds® = d2? + sin? Adw?, dou dw =g —‘ ds,
© " sin? A

1 1 cos v
N=c—[o]lc=—|o-
27r[ Je 27 sin? A
¢

Soient a et ¢ deux vecteurs fixes qui, avec 8, forment un triédre rectangle, et dési-
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gnons par ¢ et ¥ les angles de t avec ¢ et a respectivement. On voit alors que I'on a

tgw:c—os—ﬂ. N=-1—— arctgc—osl .
2n c

COos @ Cos @

Ceci prouve le caractére invariant de N. Les courbes de discontinuité de N, sur la
sphére-unité, sont aussi I" et I'*, mais le signe du saut que N éprouve lorsque é traverse
un arc de I' est contraire a celui qui correspond a un arc de I'*, les sens de parcours par
rapport a 66’ étant les mémes. On le vérifie encore en remarquant qu’en des points
antipodes M et M*, P prend les mémes valeurs, tandis que N prend des valeurs oppo-
sées; il suffit de remplacer cos 4, cos g, cos v par leurs opposées dans les formules

1 cos A cos v 1 cos v
P=— T—Q9g——])ds, N=— |g——ds
2n ( sin® 4 ) 2n ) sin® 4
C (o]

1 cos v
=P-—N=— T — — ds
¢ 2nJ‘( Ql——cosl)
C

C’est un nouvel invariant dont la seule courbe de discontinuité par rapport & & est
Pindicatrice I'. On a

Ona

() = 1 [arctg
2n

1 cos v
—0)=P+N=—||{t+0o—]ds
o= 9) Zn‘[( Ql+cosl)
c

2P = O(— 8) + Q(8), 2N = Q(— 8) — Q(5).

COS {4 COS ¢ -+ COS V COS Y/
b
COS vV COS ¢ — COS JLCOS ¥ |c

Les invariants P et N s’experiment donc a I'aide de Q(4), qui est le plus simple de ces
invariants.

7. Sur quelques invariants d’ordre supérieur. Reprenons la construction indiquée
au No 1 (I). Soit Z, une surface algébrique de degré n, tangente en M au noeud C.
surface représentée par

a,Y + asZ + a1 X? + a3,Y? + a332% + a33YZ + a3 ZX + a, XY + a3, X7 +

+ a222Y3 + a33323 + a112X2Y+ e = 0
ou X, Y, Z sont des coordonnées cartésiennes relatives au triedre de Frenet d’origine
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M. Afin de mettre les conditions d’un contact d’ordre >1 de C avec X, en M, nous
emploierons les développements

3 4 5

x=s+f_A2+s_A3+s—-A4+...q
6 24 120
sz s3 S3 sS
y=="B 4+ —B,+ —By;+—B, +....
2 ' e T e 0t
s3 s4 SS
z = —C,+ —Cy+ —C,y + ...
6 > 24 * 120 *

des coordonnées d’un point P € C voisin de M. On a posé ici

9 _ po+ B + Co', iﬂ = A48+ BS + Cp",
s’l

ds"
d"
_X = A,.'}' + B,.')" + Cn‘)"'
ds”
avec
dA,
Au+1 = - QB,, >
S

Bn+l =ddBn+QAn_'Tcn9 A0= l: B0=05 C0=03
S

dc,

Cosr1 = —&_S_ + B,

formules que ’on obtient sans peine en appliquant les formules de Frenet. On a
Ay =0, B =¢, C;=0; 4,= - 0%, B, =0, Cy=0r1;
Ay = —300", By=1¢" —oe®+1%), C3=e¢t +2w0.

En substituant x, y, z dans 1’équation de Z, et en annulant les coefficients des
puissances successives de s, on obtient pour les coefficients a un systéme linéaire dont
ies premieres équations sont

azBl + 2a11 = 0
aB; + a3C, + 3a;,B, + 6ayy, =0
a,B; + asC; + 8a A, + 4a,,B, + 6a,,B? + 4a;,C, + 12a,,,B; =0

a,B, + asCy + 10a,,A4; + Sa,,(B; + 24,B,) + 60a,;,4, + 20a,,B,B, +
+ 5a5,C;3 + 20a,,,B, + 10a,3B,C, + 20a,,;C, + 30a,,,B% + 60a,,,,B, = 0

La normale en M a X, située dans le plan normal & C en M, fait avec la normale
principale n(M) un angle @ donné par tg @ = as/a,. En prenant sur la normale a 2, en
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M un point M*, a distance ¢ de M, on obtient une courbe C*, et il est clair que le
coefficient d’enlacement G(C, C*) est donné par K + (1/2n) [w]c. On obtient ainsi
des invariants analogues a K, mais d’ordre > 3.

Ainsi, pour avoir un contact d’ordre 3, nous nous borneron$ aux deux premicres
équations du systéme ci-dessus. On voit que, pour a;,B; + 2a;;; = 0, la seconde
équation donne

a B !
B - 2 done —w=arctg 2.

a, C, ot

Le cas de la sphére osculatrice y est inclus (a;, = a4, = 0), mais on voit que, quel
que soit le degré n de Z,, et quel que soit ’ordre de contact (__>_, 3), il suffit que les
termes en X Y et X3 manquent dans I’équation de X, pour que la normale & X, en M
passe par le centre de la sphére osculatrice a C en M.

Pour avoir un contact d’ordre 4, nous écrirons les trois premiéres équations du
systéme sous la forme

a,B, +2ay,;, =0,
aB, + a;C, = — 3a;,B; — 6a;,, = U,
0233 + a3C3 + 8a11A2 = — 4a1232 —_ 6a22B% - 403‘C2 - lzallzBl = U3 .

En résolvant par rapport a a, et a3, on trouve

ay _ Uy(ByA, — B3) + UsB,

a, U,Cs — UG,
11 suffit maintenant que U; = 0 pour que
B - 20
g:}. = M, dout w = arctng_l‘
a, C, ot + 270

Un procédé analogue peut &tre appliqué dans le cas d’un contact d’ordre quelconque,
et met en évidence des invariants de la forme (1/27) [w]¢ d’ordre plus grand. Le com-
portement de ces invariants nous est encore inconnu.
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Pesrome

O KJIACCAX M30TOIIMKW TPEXMEPHBIX VY3JIOB
N NMX MHBAPUAHTAX

I'. KAJTYTAPSIRY (G. Célugdreanu), Kiyx

N3yygarores y3mbl (r €. 3aMKHYTe KpHBbIe 0€3 caMonepeceyeHUH B TPSXMEPHOM
IIPOCTPAHCTBE, UMCIOILUE B Ka)K,ElOﬁ TOYKEC KacCaTE€JbHYIO, HCIIPECPBIBHO 3aBUCHILILY O
oT ziyru). PaccMaTpHBAIOTCS KJIACCHl M30TONMM y3JI0B (Ha H30TONHbIC AedopMaruu
HaKJIaIbIBACTCSI TPEOOBAHUE HENPEPBIBHOCTH KACATENILHBIX MO OTHOLICHUIO K mapa-
Metpy nedopmanun). J{0Ka3bIBaCTCs SKBUBAJICHTHOCTB THX KJIACCOB C THIIAMH Y3JI0B,
COCTaBJICHHBIX U3 OTpe3koB. IToka3zaHa BO3MOXHOCTH aNHPOKCHMMALMM y3J1a HpPH
NOMOILK y3J1a TOrO € KJjlacca, SIBJISIOLIErocsl ajreOpamyeckoil KPUBOH, a Takxke
BO3MOXHOCTB allPOKCHUMAaLUK H30TONMHOM Aedopmamuy mpu noMoLn gedopmanuy,
SABJISIONIEHCS OJMHOMOM OTHOCHTENLHO MapameTpa.

. Bo BTOpO# YacTH paboThl CTPOATCS M30TONMYECKHE MHBAPUAHTHI y3JIOB, NPHUIEM
UCHOJIb3YeTCsl BbIpaXeHHe KO3(D(UIMEHTOB 3alEIUICHMS MPH MOMOLUM HHTErpaja
Taycca..
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