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YexocnoBankuii MaTeMaTHYECKRAi xKypHaa, T. 12 (87) 1962, Ilpara

DIE LOSUNG DES ERSTEN RANDWERTPROBLEMS ,,IM GANZEN*
FUR EINE NICHTLINEARE PARABOLISCHE GLEICHUNG
MIT DER NETZMETHODE

KAREL REKTORYS, Praha

(Eingegangen am 17. Mai 1960)

Das erste Kapitel behandelt Fragen welche mit der Problematik dieser
Arbeit zusammenhédngen. Im zweiten Kapitel ist mit Hilfe der Netzmethode
die Losung des ersten Randwertproblems einer quasilinearen Gleichung
fiir ein beliebiges Zeitintervall durchgefiihrt, zuerst fiir glatte, dann fiir un-
stetige Randbedingungen. Im dritten Kapitel ist das Problem einer allge-
meineren Gleichung (Gleichung (1) aus Kap. I) auf das Problem einer
quasilinearen Gleichung zuriickgefiihrt.

1. PROBLEMSTELLUNG, UBERSICHT DER ERGEBNISSE

Die Theorie der nichtlinearen parabolischen Differentialgleichungen steht in
letzter Zeit im Brennpunkt des Interesses vieler Autoren. Zu den klassischen Arbeiten
von M. GEVREY [1], [2] (Anwendung der Fundamentallsung) und von E. ROTHE
[9] (Zuriickfiihrung auf eine Losung gewOhnlicher Differentialgleichungen) reihen
sich neue Arbeiten von O. A. LADYZENSKAJA [5], T. D. VEnTZEL [10], O. A. OLE-
NIK [6], [7], V. A. ILJN [3] und andere. Diese Arbeiten 16sen grosstenteils das Cauchy-
sche Problem oder die erste Randwertaufgabe (wenn die Werte der Funktion u am
Rande gegeben sind) fiir eine quasilineare Gleichung. Die Netzmethode wurde
fiir den Beweis der Existenz der Losung ,,im Ganzen* (fiir ein beliebiges Zeitinter-
vall) wegen der bekannten Schwierigkeiten verlassen. Die Existenzbeweise sind
grosstenteils mit Hilfe schrittweiser Approximationen (z. B. [7]), der Methode von
Rothe (Zuriickfiihrung auf die Losung gewdhnlicher Differentialgleichungen) und
der Methode des Fixpunktes durchgefiihrt.

Die Aufgabe dieser Arbeit ist die Existenz der Losung des ersten Randwert-
problems fiir eine nichtlineare Gleichung von der Form

2 2 .

M = a0 T 4 B ) () + €t u) 2 4 D(x, 1w u + E(x, 1, )
ot ox? 0x ox

fiir nichtstetige Randbedingungen zu beweisen. Der Beweis wird mit Hilfe der
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Netzmethode gefithrt. Die Netzmethode wurde aus mehreren Griinden zur Beweis-
filhrung gewahlt: Erstens ist der Existenzbeweis mit Hilfe der Netzmethode fiir das
Problem ,,im Ganzen‘ an und fiir sich ein interessantes Problem, zweitens kann die
Beweismethode auch zur Losung verschiedener anderer Probleme aus dem Gebiete
der nichtlinearen parabolischen Differentialgleichungen, z. B. zur Losung der
gemischten Randwertaufgabe, vor allem aber des Problems mit einer Integral-
bedingung, wie sie beim Studium der Wiarmeleitung in Betonmassiven vorkommen,
verwendet werden. (Siehe den Artikel: ,,Losung der gemischten Randwertaufgabe
und des Problems mit einer Integralbedingung ,,im Ganzen* fiir eine nichtlineare
parabolische Differentialgleichung mit der Netzmethode*, welcher in der folgenden
Nummer dieser Zeitschrift erscheinen wird.) Drittens ermdglicht die bewiesene Kon-
vergenz der Netzmethode diese Methode zur praktischen Berechnung technischer
Probleme anzuwenden.

Der eigentliche Konvergenzbeweis ist im Kapitel 11 fiir eine quasilineare Gleichung
durchgefiihrt. Im Kapitel IIT wird gezeigt, mit welchem Kunstgriff wir die nicht-
lineare Differentialgleichung (1) auf eine quasilineare Gleichung umformen kénnen.
Zuerst wird der Beweis fiir geniigend glatte Randbedingungen, dann fiir unstetige
Randbedingungen gebracht. Es ist gelungen, auch im Falle unstetiger Randbedin-
gungen die Voraussetzungen, welche in der Literatur die Koeffizienten der Gleichung
erfiillen sollen, schwicher zu machen.

Wie schon gesagt, wird im Kapitel 1T gezeigt, wie wir das Problem fiir die nicht-
lineare Gleichung (1) auf das Problem einer quasilinearen Gleichung iiberfiihren.
Es ist interessant zu beobachten, dass dies nicht der Fall ist (siche Kap. III), wenn
in dieser Gleichung noch die dritte Potenz des Gliedes du/dx vorkommt.

Anmerkung. Das Problem ist fiir einen rechteckigen Bereich gelost (den Rand
des betrachteten Gebietes bilden mit den Koordinaten parallel laufende Geraden).
Offensichtlich bilden krumme Randteile keine Schwierigkeiten, insofern sie geniigend
glatt sind, denn mit Hilfe einer einfachen Transformation kann man das Problem
auf ein Problem im rechteckigen Bereich iiberfiihren.

* II. DIE LOSUNG DER ERSTEN RANDWERTAUFGABE
FUR EINE QUASILINEARE GLEICHUNG MIT DER NETZMETHODE

Es sei die Gleichung
u
(1)
(vgl. Anmerkung 2 und 3 im Kap. III) mit den Randbedingungen
(2) u(x,0)=f(x), u(0,8)=g(t), u(l,)="h(t), 0sx=<1, 0Zt=<+w
gegeben. Wir bezeichnen &

B - e=(01)x (0,1, =01 x 0;7).

= A(x, 1, u)——~ + B(x, 1, u)——+C(x t,u)u + D(x, t, u)

70



Lemma 1. Es gelte fiir alle (x, t) € Q, ue(—oo; o) (siche Anmerkung 1)
“) Alx, t,u) >0, C(x,t,u) <7y, |D(x 1, u)[ <5$.
Weiter seien f, g, h stetige Funktionen im Intervall {0; 1) resp. 0, t),
() f0)=49(0), f(1)=h0), [fx)| =K. |g()] =K, [h()] =K.
Wir bezeichnen max (8, K) = M, max (y; + 1;0) = &. Dann gilt
© . )] = M
wenn eine auf Q stetige Lésung u(x, t) des Problems (1), (2) existiert.

Beweis. Wir setzen u = ¢*z. Die Gleichung (1) geht hiermit (nach Division
durch e*) in Gleichung

é‘z 0%z 0%z
7 — A —B—=(C —¢)z + De= %
¢ ot 0x? x> ( )

iiber. Die Funktion z ist auf Q stetig und erreicht daher in irgendeinem Punkte
(x5 1) € @ ihr Maximum. Liegt nun dieser Punkt (x,; 7o) am Rande t = O resp.
x = 0 resp. x = 1, dann kann, mit Riicksicht auf (5) und auf die angewendete
Substitution u = e*z, z(xo; f,) > K nicht gelten. Es sei also (x,; o) € Q. Dann
ist die linke Seite der Gleichung (7) nicht negativ und z(x,, t,) > ¢ kann nicht
gelten, denn es ist C — ¢ < —1 und die rechte Seite der Gleichung (7) wiire negativ.
Es muss also z(x,, fp) < M sein.

Auf gleiche Weise beweist man, dass im Punkte (x,, t;), in welchem die Funktion
z ein Minimum auf Q hat, z(x,, t;) = —M gelten muss. Es ist daher |z(x, {)] £ M
auf Q und aus der angewendeten Substitution folgt sofort die Beziehung (6).

Anmerkung 1. Offensichtlich miissen wir in den Voraussetzungen fiir u nicht
das ganze Intervall (— oo, c0) in Betracht nehmen.

Satz 1. (Glatte Randbedingungen.) Es seien die Voraussetzungen von Lemma 1
erfiillt. Es seien im Bereich

®) R=0x<{=(M+a)e", (M + a) ™y,
wobei a eine beliebig kleine (feste) positive Zahl ist, die Funktionen
(9) A A A A Axx’ Axm A\‘x’ Am: A

stetig, wobei die vier letzten Funktionen der Lipschitzschen Bedingung in Bezug
auf x und u geniigen. Die Funktionen B, C, D mdégen die gleichen Voraussetzungen
erfiillen. Die Funktion f(x) habe weiter im Intervall {0; 1) drei stetige Ableitungen,
wobei die dritte im Intervall {0; 1) der Lipschitzschen Bedingung geniigt. Uber
die Funktionen g(t), h(t) wollen wir voraussetzen, dass sie auf dem Intervall {0; )
zwei stetige Ableitungen haben. Es gelte ausserdem
(10)  4'(0) = 4[0; 0; f(0)] /"(0) + B[0; 0; £(0)] '(0) + C[0; 0; f(0)] £(0) +

+ D[0; 0; /(0)] ,

r'(0) = A[1; 0; f(1)] f"(1) + B[1;0; f(l)]f(l) + C[1;0; f(1)1f(1) +
+ D1 05A(1)].
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Dann existiert nur eine mitsamt ihren Ableitungen u,, u.., u, auf Q stetige
-Lésung u(x, t) des Problems (1), (2). (Vgl. auch Anmerkung 6).

Anmerkung 2. Nach Lemma 1 gilt fiir u(x, r) auf Q die Ungleichung (6).

Beweis. A. Die Eindeutigkeit der Losung. Wir haben zwei Losungen u,, u, mit
den gewiinschten Eigenschaften. Die Differentialgleichung (1) schreiben wir in der
Form

ou o%u ou
11 — —A— —B— —Cu—D=F(x,t,u,u, u,,u)=0.
(t ot ox? Ox ( )

Die Losungen u,, u, sind also Losungen der Gleichungen
(12) F(x’ boug, Uyy, Ugyy uu) =0,
(13) F(X, L, Us, Upys Upyy, uZt) =0.

Nach den Voraussetzungen iiber die Funktion F (d. h. iiber die Funktionen 4, B,
C, D) und iiber die Funktionen u,, u, wird der Unterschied 4 = u, — u; der Glei-
chung (wir subtrahieren die Gleichung (12) von der Gleichung (13))
(14) 13—F—'u+*af—ux+—a£w—u,m+?Eu,=0
ou ou, ou,, Ou,

geniigen, wobei wir fiir einen festen Punkt (x, f) den Wert der Koeffizienten der
Gleichung (14) in einem bestimmten Punkt (U, U,, U,,, U,) nehmen miissen, dessen
Koordinaten nach dem Mittelwertsatz zwischen den Werten uy, u,, u,,, Uy, Uqyy,
Upers Uyy Uy, liegen. Dabei ist 0F/0u, = 1, 0F[0u,, = —A(x,t,U) und OF/0u ist
beschriankt, denn die Ableitungen der Funktionen A, B, C, D nach u und die Ab-
leitungen der Funktionen u,, u, sind nach Voraussetzung beschrinkt.

Die Gleichung(14) ist also wieder eine parabolische Gleichung mit einem beschrénk-
ten Koeffizienten beim u und mit dem absoluten Glied gleich Null. Die Rand-
bedingungen sind gleich Null, also ist nach (6)

(15) u=0.

Anmerkung 3. Aus dem Beweis folgt die stetige Abhdngigkeit der Losung von
den Randbedingungen in diesem Sinne: Sind u,, u, die Losungen des Problems
(1), (2) mit den oben geforderten Eigenschaften, dann unterscheiden sich u, und u,
sehr wenig, wenn sich die Randbedingungen geniigend wenig unterscheiden. Die
Funktion z, welche wir durch die Substitution u = ez eingefiihrt haben, erreicht
ihr Maximum und Minimum auf den Seiten des Rechtecks Q und dort sind ihre
Werte klein, wenn die Unterschiede der Randbedingungen fiir u, und u, klein sind.

Anmerkung 4. Aus der Gleichung (14) folgt wieder mit Hilfe der Substitution
u = e'z: Sind u,, u, die Lésungen mit den vorausgesetzten Eigenschaften, welche
den Randbedingungen f,, g, hy resp. f,, g1, h, entsprechen, und wenn die Rand-
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bedingungen der Funktion u, die Randbedingungen der Funktion u, majorisieren,,
d. h. wenn

fo(x) =2 f1(x), 92(1) = g94(t), hy(t) = hy(t) fiir 0 < x <1 resp. 0 S tex
gilt, dann ist u,(x, f) = u,(x, ) auf Q. Das Minimum der Funktion z auf Q kann
nicht negativ sein: am Rande auf Grund der Randbedingungen, auf Q auf Grund
der Gleichung fiir die Funktion z mit negativem Koeffizienten bei z.

B. Beweis der Existenz der Losung. Den Beweis fiihren wir mit Hilfe der Netz-
methode durch. (Soviel mir bekannt ist, wurde die Existenz der Losung ,,im Ganzen*,
d. h. fiir ein beliebiges Zeitintervall, mit Hilfe der Netzmethode nicht bewiesen.)

Der Hauptgedanke der Netzmethode ist wohl bekannt: Das Rechteck Q teilen
wir durch ein Netz der mit den Koordinaten gleichlaufenden Parallelen
(16) x=hx=2h .. ,x=Nh=1,y=1Ly=2l...,y=Nl=r¢
auf N.N gleiche Rechtecke. Die Differentialgleichung (1) ersetzen wir durch eine
Differenzengleichung
(17) Qi = Aury + Bupi + Cyuty + Dy
wobei u; der Wert der sogenannten Netzfunktion im Knotenpunkt (x;, ;) des
Netzes ist, welcher der Schnittpunkt der Geraden x = ih, y = kl ist und

u. —Uu. Au- u.: — U;,;
18 Gix = i,k+1 ik . Pu = ik — i+1,k ik ,
) T =
(19) o= Azuik - Auy — Au;_y _ Uitk T 2ug + Uiy i
o2 h? h? ’

Ay = A(xi9 Ixs uik)
usw. ist. Aus der Anfangsbedingung u(x, 0) = f(x) bestimmen wir die Werte u,,

in der nullten Netzzeile, u;, = f(x;). Aus Gleichung (17) folgen dann die Werte
u;; in den inneren Knotenpunkten der ersten Netzzeile,
(20)
u; — 2uy + Uy,
Uy = Uy + I<Ai0 20 hzo =
In den Randpunkten der ersten Zeile ist u;; durch die Randbedingungen u,, =
= g(t,), uy; = h(t;) gegeben. Dadurch kennen wir die Werte der Netzfunktion
uy in der ganzen ersten Zeile. Auf gleiche Weise berechnen wir die Werte u; in der
zweiten Zeile usw. Wir bezeichnen
(21) max A(x, t,u) = a.
R
Aus Griinden, welche im weiteren klar werden, wéhlen wir / von h nicht unabhéngig,
sondern wir wiahlen bei gegebenem h

(22) I =

.. — U
+ By ‘E‘l—’g;-‘—lﬁ + Cioltio + Dio)-
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wobei k eine beliebig kleine (feste) positive Zahl ist (welche wir so wihlen, dass
1/l = N eine ganze Zahl ist). Das Netz, welches wir durch die Wahl der Zahl N
(resp. der Zahl h nach Bedingung (16)) erhalten, bezeichnen wir S;. Wir bilden nun
ein weiteres Netz S, so, dass die Anzahl der Teile im Intervall <0; 1> doppelt so
gross, d. h. 2N wird (es ist also h = 1/(2N); wir beobachten, dass nach (22) die Anzahl
der Teile, auf welche das Intervall <0; t) aufgeteilt wird, viermal so gross ist). Das
Netz, fiir welches h = 1/(4N) ist, bezeichnen wir S, das Netz, fiir welches h = 1/(8N)
ist, bezeichnen wir S,, usw. Dadurch erhalten wir eine Folge von Netzen

(23 S1s S5 Sz eeey Sy e

Wir betrachten das Netz S;. Nach der oben angefiihrten Methode k&nnen wir
u;, berechnen. Konstruieren wir auf Q eine teilweise lincare Funktion

(24) u,(x, 1)

s0, dass sie in den Netzpunkten (x;, t,) den Wert u, annimmt (die Funktion u,(x, t)
ist auf dem Dreieck mit den Eckpunkten (x;, t;), (Xi it 1) (Xi415 fir1) TesP. (X5 1),
(Xi+1> )y (Xi+1> tx+1) linear). Ahnlich konstruieren wir die Funktion u,(x, f) mit
Hilfe des Netzes S, usw. Dadurch erhalten wir eine Funktionenfolge

(25) uy(x, 1), uy(x, 1), ..oy u,(x, 1), ...

Ahnlich kénnen wir auf S, eine teilweise lineare Funktion konstruieren, welche der
Netzfunktion p; entspricht. Diese Funktion bezeichnen wir ulx(x, t). Fiir das Netz
S, bilden wir auf gleiche Weise die Funktion u,,(x, t) usw., so dass wir eine Folge
von Funktionen

(26) Uy (X, 1), Usy(X, 1), ooy i, 1), ..

erhalten. Ahnlich gehen wir bei der Konstruktion der Funktion q,k vor und kon-
struieren die Funktionen, welche wir

(27) Uy (x, 1), ug (%, 1), ooy (X, 1), ...

bezeichnen usw. Der Grundgedanke der Existenzbeweise mit Hilfe der Netzmethode
‘ist bekannt (siehe z. B. [10]): Wir beweisen, dass die Funktionen (25) auf Q (in Bezug
auf n) gleichmissig beschrénkt sind. Sind nun auch die Funktionen (26), (27) gleich-
massig beschrinkt, so sind die Funktionen (25) gleich stetig. Nach dem Satz von Arzela
kann man aus der Folge (25) eine gleichmdssig konvergente Folge herausheben.
Ihren Grenzwert bezeichnen wir U(x, t). Bekanntlich ist, wenn ausserdem noch
die Funktionenfolgen u,, (X, 1), Upe(X, 1), (X, t) gleichmiissig - beschrinkt sind,
die Funktion U(x, ) die gesuchte Losung des Problems (1), (2), d. h. U(x, 1) = u(x, ?).
Aus der Eindeutigkeit der Losung folgt dann, dass die ganze Folge (25) konvergent
ist und die Losung u(x, t) zum Limes hat.

Den Beweis dieser Behauptungen fiihren wir hier nicht an (vgl. z. B. [10]). Bei
nichtlinearen resp. quasilinearen Gleichungen stdsst die Netzmethode auf eine
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grundlegende Schwierigkeit: Die gleichméssige Beschrinktheit der Folgen (26),
»(27) lasst sich unmittelbar nur fiir ein bestimmtes Zeitintervall <0; T), welches
von den Koeffizienten der gegebenen Gleichung und von Randbedingungen abhéngt,
beweisen, also nicht ,,im Ganzen®, fiir das ganze Rechteck Q (Vgl. z. B. die ange-
fiihrte Arbeit [10]). Im Weiteren wollen wir zeigen, wie wir dieser Schwierig-
keit ausweichen.

Unsere Aufgabe ist es die gleichmissige Konvergenz der Folgen u,(x, ), u,(x, t),...
5,im Ganzen®, auf dem ganzen Rechteck O, zu beweisen.

Lemma 2. Bei Erfiillung der Bedingung (22) (wir setzten natiirlich die Erfiillung
der Bedingung des Satzes 1 voraus) gilt fiir alle Netze S, von einem bestimmten
Index ny beginnend (d. h. fiir alle Netze mit geniigend kleinem h)

(28) lua| = (M + a) e

(Die Bezeichnung siche Lemma 1 und Satz 1. Es ist klar, dass die Netzfunktionen
4y, sich mit dem Netz S, dndern, wir sollten daher ®u;, schreiben. Um die Bezeich-
nung nicht zu komplizieren, werden wir den Index n nur dort anfithren, wo es zu
€inem Missverstindnis kommen kénnte.)

Beweis. Anstatt der Netzfunktion u;, fithren wir eine unbekannte Netzfunktion
vy, durch die Beziehung

(29) Uy = e vy

«ein (1, ist der Wert ¢ in der k-ten Netzzeile). Die Bezichung (29) ist offensichtlich ein-
eindeutig.

Die Gleichung (17) geht in die Gleichung (wir bezeichnen kurz A(x;, ty, uy) =
= A(x;, t, € vy) = Ay usw.)

)

Elic+1 etic
€ Vik+1 — € Uy A et Viv1e — 20 + Vi—1k
= Aye

l h?

+

U-+1’ — V;
+ B,-ke”" "i_ih“——lk + CikeStkUik + Dik
iiber.
Es ist offenbar

1(31) eEtk+lvi,k+1 _ eetkvik _ eetk+x(vi’k+l _ vik) + vy (eEtk+x — eetk) B

l l

etiss Vik+1 —

l

v; -
=e 1 pyeet

wobei 7, einen zwischen t, und f, 44 liegenden Wert ¢ bezeichnet. Wir bezeichnen

(32 e =be™, bz1.
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Durch Einsetzen von (31) in (30) und durch Division der ganzen Gleichung mit
e®™ erhalten wir

(33) ol vi.k+11_ Vik _ Au Viv1,k — 2:2.'1: + Vi1 + B, Viv1k — Uik +
+ (Cy — be) vy + Dye™ ™.
Wir bezeichnen kurz, vgl. (22),

1

34 =c.
(34) 200 + K
Nach Voraussetzung ist fiir alle i, k
(35) edys—2 =L g1

20 + k2 2
(36) d>0.
Wir multiplizieren die Gleichung (33) mit der Zahl I = ch®. Wir erhalten
(37) eEl(vi,k+1 - vik) = CAik(UiH,k — 204 + ”i—1,k) +

+ heBy(vig 1 — va) + B2c[(Cy — be) vy + Dye™ .

Die Funktionen 4, B, C, D sind nach Voraussetzung stetig auf R, also auch be--
schrinkt auf R. Aus der Voraussetzung 4 > 0 folgt ausserdem 4 = o > 0. Wir
bezeichnen oy < A < «, [B| £ B, |C| £ v, |D| £ 6. Wir bezeichnen weiter

(38) 2M(y, + €e') + 6 =m
und wéhlen h so klein, dass
(39) hﬁ < aO s
(40) 2d — hep > 0,
2
(41) _amh .
2d — hep
ist.

Weiter kénnen wir ohne Verlust der Allgemeinheit voraussetzen, dass a > 0 so-
Klein ist, dass @ < M gilt. (Der Fall M = 0 ist trivial, denn dann ist uy = 0.)

Wir beweisen zuerst die Beschrinktheit der Funktion v, durch die Konstante:
M + a von oben. Es sei also |[vy| < M + a in allen Punkten der k-ten Zeile. Wir
behaupten:

1. Liegt vy zwischen den Werten M, M + a, d. h.

(42) M=v=M+a,
dann ist , ®
(43) Vigv1 S M +a.

76



Ist ndmlich v, = M, dann ist, weil nach Voraussetzung C; — be < —1 gilt,
das Glied in der gebrochenen Klammer das Gleichung (37) nicht positiv, also ist
(44)  evigsr — vi) S cAvimr ke — va) + (cAi + chBy) (V41 — Vi) £

S cAg(M + a — vy) + (cAy + chBy) (M + a — vy) =
(2cAy + chBy) (M + a — vy) £

S(1—=2d+hef)(M +a—vy) SM+a—vy.
‘Weil e = 1 ist, folgt hieraus der geforderte Resultat v; ., < M + a.

i

2. Liegt v, zwischen den Werten — (M + a), M, d. h. ist

{(45) ~-M+a)svu =M,
-dann ist
(46) Vigr1 S M+ a.

Ahnlich wie in (44) wird

‘(47) ed(vi,lH-l - Uik) = CAik(vi—l,k = vik) + (CAm + ChBik) (UH—I,k - Vik) +
+ h%c[(Cy — be) vy + Dye™ ] <
(1 —2d + hep)(M + a — vy) + h*em =
=M+ a—vy— [(2d = hef) (M + a — vy) — h*cm]
sein. Nach (45) ist jedoch v, < M, so dass M + a — vy = a ist und der Ausdruck

in der letzten eckigen Klammer der Ungleichung (47) ist nach Ungleichung (41) nicht-
negativ (sogar positiv). Also ist

IIA

1
e’ (Ui,k+1 - vik) SEM+ a— vy,

‘woraus wieder v;,.; < M + a folgt.

Aus den Behauptungen 1 und 2 folgt, dass v;,,; < M + a ist, wenn fiir v,
(48) ~-M+a)2v,SM;+a
gilt.

Die Beschriinktheit von unten, d. h. v; ., = — (M + a), wenn (48) gilt, wird auf
dhnliche Weise bewiesen.

Ist also ]v,-,,| in jedem Punkte der k-ten Zeile durch die Konstante M + a beschriankt,
so ist sie durch dieselbe Konstante auch in jedem inneren Punkte der (k + 1)-ten
Zeile beschriankt. In ihren Randpunkten ist sie durch dieselbe Konstante, auf Grund
der Voraussetzungen iiber die Randwertfunktionen und auf Grund der Substitution
(29), beschriinkt. Fiir k = 0 folgt aus Voraussetzung (5) [v4] < M + a. Die Behaup-
tung (28) ist dann eine direkte Folge der Beziehung (29).

Anmerkung 5. Den Beweis des Lemmas 2 kann man einfacher durchfiihren.
Die angewendete Methode wird sich erst im weiteren (vgl. Beweis von Lemma 3)
als sehr niitzlich und grundlegend erweisen. Der Kern der Methode, wie aus dem
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Beweis zu ersehen ist, ist sehr einfach und kann ungefdhr so ausgedriickt werden:
Ist in der parabolischen Gleichung fiir die Funktion z das absolute Glied fiir alle:
geniigend grossen positiven z negativ und fiir alle geniigend grossen negativen z po-
sitiv, so bleibt fiir beschrinkte Randbedingungen die Netzlésung gleichmissig
beschrinkt.

Aus Lemma 2 ist die Richtigkeit des Vorganges der Netzmethode offensichtlich:
Wenn die Bezichung (22) erfiillt wird, und wenn h geniigend klein ist (Voraussetzun--
gen (39), (40), (41)), dann tritt u,, nicht aus dem Intervall {— (M + a) e, (M + a).
.e*) und der Punkt (x;, #;, u;) aus dem Gebiet R, auf welchem die Funktionen
A, B, C, D definiert sind, heraus.

Lemma 3. (Wir setzen immerwihrend die Giiltigkeit der Vorausetzungen aus
Satz 1 und der Beziehung (22) voraus.) Fiir alle Netze S,, von einem bestimmten
Index n; angefangen, gilt
Auy

(pik|='_ §P9

wobei P eine entsprechend gewdhlte (von den Koeffizienten der Gleichung (1) und
den Randbedingungen abhdngige, von n unabhiz’ngige) Konstante ist.

Beweis. Wir differenzieren die Gleichung (17) nach x. Die bekannte Beziehung
fiir das Differenzieren eines Produktes ist:

Aab);  agyibivy — ash; 4b,  Aa,  Ab, Aa,
49 S Di g, S b, B0 g B0y, 20
) =5 ‘ h oh h " oh
Ahnlich erhalten wir
A*(ab), _ A(ab), — A(ab),_; _ )
h: h? a
A%, . Aa; Ab;_, A2a,
50 = a; —._’+2_'_'._+bi__‘=
(50) g2 h h T2
Ag; Aa;_, Ab, A%b;
51 = b; P limt Ty g
(1) _ g2 h h tope
Durch Differenzieren der Gleichung (17) erhalten wir (vgl. (18), (19)):
" Pik+1 — Pa A’py Ady Api—y i 4pa
52 =4 + X 4+ Biyrp— +
( ) I +1,k h2 h h +1,k h
AB;, ACy ADy
+ A + Ci ii + h— ui + T T .
( b +1,k)pk h k I

Offensichtlich fiihrt die Substitution der Form (29) nicht zum Ziel, denn die rechte
Seite der Gleichung enthilt in Wirklichkeit das Quadrat von py, ist also nicht von
der Form der Gleichung (17) (vgl. auch Anmerkung 3, Kap. III):
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(53) AB;, _ B(xH-la Tis ui+1,k) - B(xi’ b Uit) _
h h
_ B(xi+1, e ui+1,k) - B(xis Iy, “i+1,k) + B(x,-, e, ui+1,k) - B(xi’ T uik) _
h

0B
0x

= (x, tys ui+1,k) =+ 2 (xi’ T “) Dik»

ou
wobei x zwischen den Werten x;, x;;; und u zwischen den Werten uy, u;,, , liegt.
Aus diesem Grunde wihlen wir einen anderen Vorgang.

Wir beweisen zuerst die gleichmissige (in Bezug auf n) Beschrénktheit von py, in
den Randpunkten des Definitionsgebietes fiir p;, d. h. in den Punkten auf den Ge-
raden t =0, x =0, x =1 — h (auf den Punkten der Gerade x = 1 ist p; nicht
definiert). Auf ¢ = 0 ist p; auf Grund der Voraussetzungen iiber die Funktion f(x)
beschrinkt. Wir beweisen die Beschrinktheit von p; in den Punkten der Geraden
x =0, x =1 — h, und zwar zuerst auf der Gerade x = 1 — h.

Nach Voraussetzung haben die Randwertfunktionen g(), h(f) auf dem Intervall
{0; 7> eine stetige und daher beschrinkte Ableitung. Wir fithren mit Hilfe der
Gleichung

(54) u=w-—ot

eine neue unbekannte Funktion w;, ein, wobei ¢ eine solche positive Konstante ist,
dass die Randwertfunktionen fiir w,

(55) g(t) = g(r) + o(t), h(t) = h(t) + et,
eine positive Ableitung haben. Auf Grund der Transformation (54) vergrossert
sich die rechte Seite der urspriinglichen Gleichung um ¢. Von der Funktion ug
haben wir schon (Lemma 2) bewiesen, dass sie (gleichmissig) beschrinkt ist. Weil
o eine feste Zahl ist, wird das absolute Glied der rechten Seite in der Gleichung fiir
die Funktion wy,

Cik(wik - th) + Dy +0=Cuuy + Dy + 0,
beschriinkt sein. Wenn wir eine Zahl @ geniigend gross wihlen, wird fiir die durch
die Gleichung

(56) =w—ot=1z— €% — gt

gegebene Funktion z; das absolute Glied der rechten Seite fiir geniigend kleine
h negativ sein:

£ B, A
h

Zik+1 — Zik _ A. Azzik
l - ik h2
+ Dl'k + Q - 14”‘602emx1 - B,»ka)ea’xz )

+ Culzy — % — ot) +

wobei x; < x, < x; + h, x; — h < x; < x; + h ist. Weil nun
(57) Cik(zik — %t th) + Dy +0— Amwzewm — Bawe®™ <0
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ist, kann die Funktion z;, fiir geniigend kleine h in den inneren Punkten der (k + 1)-
ten Zeile keine grosseren Werte annehmen, als das Maximum von z, in der k-ten
Zeile ist (wie sogleich aus der der Ungleichung (44) dhnlichen Ungleichung zu sehen
ist; h sei geniigend klein, damit die Ungleichungen (39), (40) erfiillt sind). Weil die
Funktion f’(x) nach Voraussetzung stetig und beschrinkt auf dem Intervall <0; 1>
ist, kann die Zahl w so gross gew#hlt werden, damit fiir t = 0

(58) Z’(x) > 0 also auch Az—io <0

auf dem Intervall {0; 1) ist. Durch eine entsprechende Wahl der Zahl @ kann man
ausserdem erreichen, dass iiberall in dem Intervall <0,z) h(f) > g(t) ist, wobei
g(1), h(f) Randwertfunktionen der Funktion z sind,

h(t) = h(t) + e = h(t) + ot + ¢®, g(t) =g(t) + 1 = g(t) + o(t) + 1.
Wir behaupten nun: Wihlen wir g, w und h so wie gesagt, wird in allen Netzpunkten

der x-Koordinate 1 — h Az/h > 0 sein.

In der nullten Zeile folgt dieser Umstand aus der Bezichung (58). In der ersten
Zeile ist z(y_j-4) < Z(x—1), denn in der nulten Zeile erreicht z; , den maximalen
Wcrt im Punkte x = 1, also auf Grund dessen, dass z;;,, < max z, ist, wird
z;; in keinem inneren Punkte der ersten Zeile grosser als dieser Wert sein; da nun
R'(t) > 0 und g(f) < A(t) ist, wird z;, wieder fiir x = 1 maximal, so dass

Z(x=1) _hz(x=1—m >0

sein wird usw. Aus (56) folgt dann fiir x = 1 — h, dass
Au »
— > — we

gleichmissig fiir jedes Netz S, mit geniigend kleinem 4 ist, d. h. von einem bestimm-
ten Index angefangen. Ahnlich wird die gleichméssige Beschrénktheit in den Punkten
x = 1 — h von oben bewiesen und auf gleiche Weise die gleichmissige Beschrinkt-
heit von oben und unten in den Punkten auf der Geraden x = 0.

Wir bezeichnen P, die Zahl, durch welche py fiir jedes Netz S, auf t = 0, x = 0,
x = 1 — h beschrinkt ist. Es ist also

(59) : |pa £ Po

in den Randpunkten des Definitionsgebietes der Funktion p;, gleichmissig fiir alle
Netze S,,.

Wir beweisen nun die (gleichmissige) Beschrinktheit der Funktion py in den
inneren Punkten. Wir gehen von der Gleichung (52) aus. Wir haben (Lemma 2)
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bewiesen, dass fiir alle Netze von einem Netz S, angefangen |uy| < (M + a)e* =
= H ist. Wir fiihren eine Netzfunktion v, durch die Beziechung

(60) Ui = G(Uik)
ein, wobei
v — 2HFs
(61) Go)=2m | 1 =EC
o 1 + Ee*HFs
ist; dabei ist
2 max IA“|
(62) F=_—%

%o

(o ist die untere Grenze fiir 4 auf R) und E > O wihlen wir so klein, dass
1 — Ee*"F > 0 und

1 { _ p,2HFs
(63) | 12EC 4o m,
o 1+ EMFs
) ~1 | _ E2HFs

1st.

Durch die Gleichung (60) wird jedem u; e (—H, H) gerade eine Funktion
vy zugeordnet, wobei die Werte von vy auf Grund der Ungleichungen (63), (63')
zwischen den Werten —1 und 1 liegen. Wir stellen leicht fest, dass die Funktion (60)
auf dem Intervalle {(—1; 1) stetige, daher auch beschrinkte Ableitungen beliebiger
Ordnung hat und dass

(64) G >0, G"<0, G"<0O0,
(65) Gln — FGIG”
gilt. Setzen wir nun (60) in (52) ein, so erhalten wir

(66) Givig+1 — Gigsr — Gigrp + Gy A’Gy, " A4, A’Gy +

hi = AT N
+ Bi1a AZGh‘Z“”‘ + (Af"‘ + C,-H,,,) AGy Ai"‘ Gy + %‘.
Wir stellen leicht fest, dass
(67) AGy =Gip1p — Gy = G Avy,
(68) A%G, = Gis1p— 26 + Gi_y =G Aoy + G” (Avik)z ,
(69) NGy = Giyap — 3641+ 3Gy — Gy =

= G' A%vy + 3G" A%vy Avy, + G” (Avy)?
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usw. ist, wobei die Ableitungen G'(v), G"(v), G"(v) nach dem Mittelwertsatz in
zweckmissig gewdhlten Punkten ausgewertet werden miissen. Ahnlich ist

0A
(70) Ady = A(Xit g5 o Uing p) — A(X5 1, uy) = o4 h + — G Avy
0x ou
(denn Ax = h) usw. Die rechte Seite der Gleichung (66) ist dann von der Form
(wir bezeichnen Av,/h = P,)

AZP' AP.— "
(71) Air1 (Gl1 hzlk + 3G, 'le . Py + GY Pfk> +
0A 0A AP;_ AP;
+ (g + EG;P“) <G§ ;l Lk GgP%k) + Biiix (6'7 h'k + GIS,PiZ+1,k> +
: 0B 0B
+ GoPy (5 + P GIIOPik> + Ciy 1 xGoPy +

aCc  ac oD oD
+ Gyl— +— G Py )+ — + — G,Py.
k(@x ou ! "> ox ou O

Mit verschiedenen Indizes der Ableitungen fiir die Funktion G driicken wir aus,
dass diese Ableitung allgemein fiir verschiedene Werte v auszuwerten sind.

Die linke Seite der Gleichung (66) formen wir auf folgende Art um: Wir be-
zeichnen v; ., — vy = O vy. Weiter ist

G(”ik + Avy, + Dvik) = G(Uik + Vivie — Vi F Vipsr — Uik) =
= G(”i+1,k + Viger — Uik)'
Nach bekannten Mittelwertsitzen erhalten wir
(72) ) G(Ui+1,k+ 1) - G(Ui.k+ 1) - G(Ui+l,k) + G(Uik) =
# G(vi+l,k+1) - G(Di+1,k + Vik+r — Uik) +
+ G(Uik + Avy, + Dvik) - G(Uik + Dvik) - G(Uik + Avy) + G(vik) =
=G,. (vi+1,k+1 = Viy1k — Vig+r T+ Uik) + Gy . Avy Oog

Die linke Seite der Gleichung (66) bekommt dann die Form

P. — P. . — v
(73) . G, 1,k+ll oy GlPy Uz,k+1l Uik )

Fiir den Ausdruck (vi+1 — va)/l setzen wir aus Gleichung (17), welche wir in fol-
gender Form schreiben,

(74) Gttt = Aik<c'13 ar Lt G;'4P?k> + BuGisPy + CyGy + Da,
ein. Setzen wir nun den auf diese Weise umgeformten Ausdruck (73) fiir die linke
Seite der Gleichung (66) und (71) fiir die rechte Seite ein, erhalten wir folgende
Gleichung fiir Py: '
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Pir+1— Pu G Aszk G' Asz
75 SRkl T Tk g B,
(75) ] +1,k 7, G, 1k, " h
3G) d0A 0A G; 135G} AP,
| A =2 Py + -+ =GPy )| = — 4; b p, Lt LS
[ i G, < x ou k) G, " G G' k:l h

1 " A ”n G,,G,,
+E<A1+1kG3 T G,Gg — Ay bGM)P?k"”

’

a c

+ o P} + PPyt 03Py + 0y,

wobei oy, ..., a4 in Bezug auf n gleichmadssig beschrdankte Ausdriicke sind.

Auf Grund der Gleichung (75) ldsst sich nun leicht beweisen, dass fiir geniigend
kleine h aus der Beschrianktheit der Funktion P; in allen Punkten der k-ten Zeile mit
einer zweckmissig gewidhlten Konstante die Beschridnktheit der Funktion P;,.,
in jedem inneren Punkte der (k + 1)-ten Zeile mit derselben Konstante folgt.

Zu diesem Beweis beniitzen wir die Methode, welche wir schon beim Beweis von
Lemma 2 angewendet haben. Wir beobachten zuerst zwei Tatsachen:

1. Im Ausdruck

w aA 1 ”n
(76) 41408+ GLG

werden die Ableitungen G}, G¢, G5 der Funktion G(v) nicht genau im Punkte v,
ausgewertet. Werden sie genau im Punkte v;, ausgewertet, so folgt aus der Definition
G(v), aus der gleichmiissigen Beschrinktheit der Ableitungen (64) und aus (65), dass
eine solche positive Konstante ¢ existiert, dass

04
(77) A1 2Gi + — GuGh < — 29

ou
in jedem Netzpunkte gleichmissig fiir alle Netze S, gilt. Nach Voraussetzung iiber
die Koeffizienten der Gleichung (1) sind die Ausdriicke o, %y, o3, o4 in (75) beschriinkt.
Das Polynom

— @P} + 4, P} + OC2Pi2+1,k + o3Py + oy

ist ein Polynom dritten Grades mit einem scharf negativen Koeffizienten bei dem
Glied von dritter Potenz. Es existiert daher eine bestimmte Konstante P, derart,
dass fiir Py, = P, > 0 (und gleichzeitig fiir [P;,, ;| < 2P,) dieses Polynom negativ
ist und diese Eigenschaft hat nicht nur die Zahl P,, sondern jede Zahl P > P,.
Gleichzeitig ist fiir Py = P, <0 (und [P, ,| < —2P,) dieses Polynom positiv
und diese Eigenschaft hat auch jede Zahl P < P,. Diese Behauptungen sind um so
giiltiger je negativer (als —¢) der Koeffizient bei P}, sein wird.

Ist iiberall in der k-ten Zeile |Py| < ¢ (wo ¢ eine Konstante ist) gleichmissig
fiir alle S,, so kann man n so gross wihlen (d. h. h so klein), dass Av, = hPy
so klein wird, dass der Ausdruck (76) in der ganzen k-ten Zeile negativer als — ¢
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wird und fiir Py > P; und P, < P, wird das absolute Glied der rechten Seite
der Gleichung (75) (d. h. das betrachtete Polynom dritten Grades) negativ. Dieser
Umstand ermoglicht es, die Beweismethode aus Lemma 2 anzuwenden.

2. Die Zahl G, (und die Zahlen G,, G;) hat einen etwas anderen Charakter als die
Zahlen G}, G, denn sie ist Ableitung der Funktion G(v) ,,in Zeitrichtung®,

Gixs1 — Gy -G Vik+1 — Ui G’ [mpm
-_— c - c T .

1 l l

Uber die Beschrinktheit der Zahlen [Jv,/! in der k-ten Zeile setzen wir nichts voraus,
so dass die Werte G, und G'(v,) sehr verschieden sein kénnen.

Ahnlich konnen die Zahlen G, und G; von G}, G}, allgemein sehr verschieden sein.
Dieser Umstand st6rt an und fiir sich beim Konvergenzbeweis nicht besonders, denn
die positive Funktion G'(v) ist auf dem Intervall <0; 1) von unten durch eine positive
Konstante beschrinkt. Mit Riicksicht auf die schon einmal eingefiihrte Beziehung
(22) mit fest gewihitem x werden wir folgenden Vorgang wihlen:

Die Eigenschaften der Funktion (61) (vor allem die Eigenschaft (65)) bleibt er-
fullt, wie wir auch E > 0 wihlen. Wihlen wir nun E geniigend klein, so erreichen
wir, dass der Quotient G/G/ gleichmiissig beliebig wenig von Eins verschieden sein
wird; x > 0 in (22) bleibt fest gewahlt.

Kehren wir nun zu unseren Zahlen Py, P, zuriick. Wir wissen schon, dass p;, (im
absoluten Wert) in den Randpunkten des Definitionsgebietes durch eine Konstante
P, gleichmissig beschrinkt ist. Nach (60) wird also auch P, in diesen Punkten
durch die Konstante
(78) C Pp= o
min G'(v)
beschriinkt. Wir bezeichnen P; = max (Pj, Py, |P,|) und wihlen a3 > 0,a; < P5.

Wir behaupten nun: Wenn iiberall in der k-ten Zeile |P,-,,l < P; + aj ist, dann
ist fiir alle Netze S, mit geniigend kleinem h auch in jedem inneren Punkte der
(k + 1)-ten Zeile |P,-k| < Py + a;. Es geniigt ndmlich, dass h so gewihlt wird, dass
der Koeffizient (76) bei P}, iiberall negativer als —¢ ist. Der Beweis der ausge-
+ sprochenen Behauptung ist dann fast wortlich derselbe wie im Lemma 2. Der Unter-
schied ist nur darin, dass in der Gleichung (75) auch das Glied mit (AP;_, ,)/h vor-
kommt, was natiirlich nichts ausmacht. Ahnlich wie wir das Glied chBy(v;+1 x — i)
in (44) it dem Glied ¢A4,(v;4,, — vy) verbunden haben, verbinden wir nun dieses
Glied mit dem Glied

-1

IIA

v=1,

IIA

CAi+1,k(j_l, (Pi—l,k - Pik)'
' Ga
Sonst bleiben der Vorgang und der Beweisgedanke unverdndert. Hiermit ist also
Lemma 3 bewiesen, denn die gleichméssige Beschrinktheit von {Pik{ am Rande
(durch die Zahl Py < P; + a;) haben wir bewiesen und aus der Beziehung p, =
= G'. P, und aus (61) folgt, dass es geniigt, P = 2H(P; + a3) zu setzen.
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Lemma 4. Unter den Voraussetzungen von Satz 1 (die Erfiillung der Beziehung
(22) wird auch weiter vorausgesetzt) existieren solche Zahlen R und n,, dass fiir
Netze S,, n > n,, die Beziehung lrik| =< R gilt.

Beweis. Die Beweisfiihrung verlauft dhnlich wie der Beweisvorgang fiir Lemma 3.
Durch Differenzieren der Gleichung (52) nach x erhalten wir eine Differenzen-
gleichung fiir
Aluy

h

Tig =

(Wir bemerken, dass r; nur fiir Punkte auf den Geraden x = h, x = 2k, ... definiert
ist und nicht fiir Punkte der Geraden x = 0, x = 1.)

Weil, wie wir bewiesen haben, p;, gleichmissig beschriankt ist,

Ipikl <P
(n > ny), ldsst sich wieder eine der Substitution (60) dhnliche Substitution
(79) Pi = G(yu) »
wo
yl _ EeZPFs

(80) G(y) = 2 j

ist, anwenden.

ol + Ee*rs

Wenn wir (79) in die Differenzengleichung fiir r;, einsetzen und Ayu/h = Ry
bezeichnen, erhalten wir fiir R;; eine Gleichung von gleicher Form wie die Gleichung
(75) fiir Py, ist. Aus dieser Gleichung folgt nun wieder, dass wenn lRik| in der k-ten
Zeile durch eine geniigend grosse Konstante, welche wir R; bezeichnen wollen,
beschrankt ist, so ist lRik| durch diese Konstante auch in allen inneren Punkten der
(k + 1)-ten Zeile beschrinkt (was fiir alle Netze S, von einem bestimmten Index
angefangen gilt).

Fiir die Beschrédnktheit von r; in den Randpunkten des Netzes kénnen wir nicht
den fiir p; angewendeten Vorgang beniitzen, denn wir haben die Beschrianktheit
von u'(t) fiir x = 0, x = 1 angewendet, welche aus den Voraussetzungen iiber die
Randbedingungen folgt, wahrend wir hier nichts iiber die Beschrinktheit des Quo-
tienten

Pikx+1 — Pi
l
kennen, welcher der Ableitung p'(r) in den Randpunkten des Netzes entspricht.
Wir beniitzen daher diesen einfachen Kunstgriff: Wir prolongieren das Netz S, um
weitere Netzpunkte mit den x-Koordinaten x = —h, x = 1 + h.
In der nullten Zeile definieren wir u; o in diesen Punkten so, dass die Gleichung

(17) nicht nur in den inneren Punkten des Abschnittes 1 = 0, 0 < x < 1, sondern
auch in den Punkten x = 0, x = 1 erfiillt ist.
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Wir betrachten zuerst einmal den Punkt x = 0. Den Wert der Netzlosung in diesem
Punkte bezeichnen wir mit uqo, den Wert py mit py, (diese Werte sind eindeutig
durch die Funktion f(x) definiert). Wir sollen nun u_, ¢ resp. p_; o derart definieren,
dass die Gleichung (17) erfiillt bleibt. Wir formen sie folgenderweise um:

—u - p_
(81) o T 1‘100p—og—h‘li—l"‘q + BooPoo + Cooligo + Doo ;

1
Daraus folgt

Ugy — U
(82) AgoP-1,0 = (Aoo + hBoo) Poo — h ”0—1‘7“& + h(coouoo + Doo) .

Aus Gleichung (82) ist p_; , eindeutig bestimmt und dadurch auch u_; o. Auf
dhnliche Weise wird auch in den weiteren Zeilen fortgefahren.
Weil der Bruch

Ugy —Ugo resp Uok+1 — Uok
l

nach Voraussetzung in Bezug auf n gleichmissig beschrinkt ist (g(¢) hat auf dem
Intervall <0, t) eine stetige Ableitung) und von pg, resp. po , haben wir die (gleich-
miissige) Beschriinktheit bewiesen, so ist nach (82) resp. den dhnlichen Gleichungen
fiir die weiteren Zeilen auch p_, o resp. p_; ; beschrinkt. Weil g, , am Rande x = 0
gleichmissig beschrinkt ist, da g(t) auf dem Intervall <0, t) cine stetige Ableitung
besitzt, und fiir p, , haben wir die gleichmissige Beschrinktheit bewiesen, folgt nun
aus der Giiltigkeit der Gleichung (17) in den Randpunkten x = 0 auch die gleich-
missige Beschrinktheit fiir ry,. Ahnlich gehen wir auch in den Punkten der Gerade
x = 1 vor, auf welcher wir ganz analog die gleichmissige Beschrinktheit von p;,
(und ry) fiir x = 1 beweisen.

Nach (79) ist
(83) ru = G'Ry .
Weil r; in den Randpunkten des Netzes gleichmissig beschrénkt ist, ist nach (83)
auch R;; in diesen Punkten durch eine Konstante, welche wir R, bezeichnen, gleich-
missig beschrinkt. Damit ist Lemma 4 bewiesen, denn es geniigt offfenbar

R = 2P max (Ry, R;)
zu setzen. Aus Gleichung (17) folgt dann die gleichmissige Beschrinktheit von
u; — Uy
(84) qu = __Ef_ll___" i

Um die Beschrinktheit der weiteren Differenzenquotienten zu beweisen, differen-
zieren wir die Gleichung (17) nach der Zeit und dividieren mit /. In das Ergebnis
setzen wir fiir r;, aus Gleichung (17) ein. Dadurch erhalten wir eine Differenzen-
gleichung fiir g,. Diese Gleichung wird das Glied g7 enthalten, was jedoch keine
Schwierigkeiten bildet, denn die Beschrinktheit von g; haben wir schon bewiesen.
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Unter der Voraussetzung iiber die Randbedingungen folgt, dass du/ot fiir £ = 0
auf dem Intervall <0; 1) eine Ableitung nach x besitzt, welche auf dem Intervall
<0; 1) der Lipschitzschen Bedingung geniigt, fiir x = 0 und x = 1 auf dem Inter-
vall 0, 7) eine stetige Ableitung nach ¢ besitzt, wobei aus den Bedingungen (10)
die Stetigkeit der Randbedingungen in den Punkten (0; 0) und (1; 0) folgt. Fiir den
Beweis der Beschrinktheit der Differenzenquotienten

/}_flig Aqy

h h?
und dadurch auch der Differenzenquotienten

Opa Ay ik A*u ik

17 R h*

)

kann man also denselben Beweisvorgang anwenden, welchen wir zum Beweis der
Beschrianktheit der niedrigeren Differenzenquotienten beniitzt haben; die Rolle
von uy, spielt in diesem Fall die Netzfunktion gy. )
Dadurch ist der Beweis des Satzes 2 gegeben, denn wir wollen Beweise bekannter
Behauptungen nicht reproduzieren (siehe z. B.[10]): Aus der Funktionenfolge u,(x, f)
kann man eine mit den Funktionen u,(x, ), t,.(x, 1), u,(x, t) einschliesslich auf Q
gleichmissig konvergente Folge herausheben. Die Grenzfunktion u(x, 1) erfiillt die
gegebene Differentialgleichung (in unserem Fall sogar einschliesslich des Randes)
und die vorgeschriebenen Randbedingungen. Aus der Eindeutigkeit der Ldsung
folgt die gleichmissige Konvergenz der ganzen Folge u,(x, t) zu der Losung u(x, 1).

Anmerkung 6. Die in Satz 1 gemachten Voraussetzungen iiber die Koeffizienten
4, B, C, D der Gleichung (1) sind etwas schwicher als in der Literatur fiir die klas-
sische Losung des Problems ,.im Ganzen* gefordert wird (vgl. z. B. [7], [5]).
Unter den angefiihrten Voraussetzungen iiber die Glattheit der Randwertfunktionen
S(x), g(t), h(r) lassen sich diese Voraussetzungen noch weiter abschwichen: Durch
den im Beweis des Satzes 1 angefiihrten Vorgang gelangen wir zur gleichméssigen
Beschriinktheit von py, 74, 9 Dazu geniigt es, dass der Koeffizient 4 in R beschrénk-
te Ableitungen 4., A,, welche der Lipschitzschen Bedingung in bezug auf x und u ge-
niigen, besitzt; das Gleiche setzen wir von den Koeffizienten B, C, D voraus. Jetzt
betrachten wir zuerst die Gleichung (17):

(85) Qi = AuTix + BuPix + Ciip + Dy

Aus der Forderung der Stetigkeit der Ableitung 0u/dt am Rande (d. h. der Stetig-
keit der Ableitungen der Funktionen h(t), g(¢)) erfolgte die gleichmassige Beschrinkt-
heit von p; am Rande. Offenbar geniigte hierzu die Erfiillung der Linschitzschen
Bedingung, d. h. die Beschrinktheit der Funktion g, am Rande.

Es ist leicht zu zeigen, dass aus der Beschrinktheit der Funktion g, auf Q die
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Beschrinktheit der Funktion p; auf Q folgt: Wir definieren zu diesem Zweck die
Funktion v;, deren Differenzenquotienten wir

bezeichnen, folgendermassen:

Vo = Uok >

B
Poy = pOk(l + hﬂ>,
Aoy
Box

B
Py =P1k<1 + hi)‘i‘ h—= pox »
Aqy Ao

B B,
Pu=p <1+h +hlp1k+h£170ka

1k Ok

3
n

l—lB
<1+hA>+hZ—p,k

JOA

Hiermit ist offensichtlich die Funktion v;, eindeutig in allen Netzpunkten definiert.
Es gilt

(86) APOk=P1k-P0k=APOk+&p
h h S h Ay
AP,_ Py—Pi1s  Api_ B,
i1k _ i i-1k _ AP Lk Pk,
_ h h . h Ay
Weil .

Apicig _ Aua _
h n

ist, kénnen wir die Gleichung (85) unter Benutzung der Beziehung (86) in der Form
AP;_
(87) ' qi = Aik—'—_;;_l’—k + Cyty + Dy

schreiben. Aus Gleichung (87) ist zu ersehen, dass (unter den angefiihrten Voraus-
setzungen iiber die gleichmissige Beschriinktheit der Funktionen uy, q;) AP;_; (/h
gleichmassig beschriankt ist,

<b

>

APy
h

wobei b unabhingig von n ist.

Die gleichméssige Beschranktheit der Funktion p; in den Randpunkten x = 0
haben wir bewiesen, |poy| < Po. Durch die Gleichung (86) sind (wenn h geniigend
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klein ist) fiir bekannte AP;_, ,/h und bekannte p,, die Werte der Funktion p; (i =
=1,2,...)
DPik = Pi-1k _ _ By, AP 14

i+
h a, h

gegeben.

Diese Werte sind im absoluten Wert kleiner, als die entsprechenden Werte der
positiven Funktion “’p,,, welche durch die Gleichung

Wy, _ Wy
(88) Pik Pi-1k _ a(l)pik +b
h
mit der Anfangsbedingung ’po, = P, definiert ist. (Wir haben
B
max [P b W) _
z |A(x, t,u)

bezeichnet und setzen voraus, dass h geniigend klein ist, so dass ah < 1 ist.) Die
Gleichung (88) bringen wir auf die Form

(89) Wpu(l = ah) = Dp,_,  + hb.
Wir bezeichnen

h
1 —ah

(90) W= . doh (1= ah)(1 +ak’) =1
und multiplizieren die Gleichung (89) mit der Zahl (1 + ah’). Wir erhalten 'p, =
=1+ ah")Pp,_y 4 + h(1 + ah’) b oder

(91) (1)pik - (1)pi—1,k

% =aWp,_ .+ D).
Die Losung dieser Gleichung mit der Anfangsbedingung Vpy, = P, wird durch die
Losung der Differentialgleichung

(92) Yy =ay+b

mit der Anfangsbedingung y(0) = P, auf dem,,verldngerten‘‘ Intervall{0; 1/(1 — ah)>
majorisiert. Diese Losung ist offenbar gleichméssig beschrankt, | yl =< d. Also ist
|pal < d.

Aus der gleichmissigen Beschrinktheit der Funktion p, folgt aus der Beziehung
(85) die gleichmissige Beschrinktheit der Funktion ry.

Wir bemerken hierbei den Umstand, dass wenn wir max l‘hk| = ¢, bezeichnen,
dann |py| < a,q, + by, |ra| < a.q, + b, ist, wobei ay, by, a,, b, positive von n un-
abhingige Konstanten sind, welche nur von den Koeffizienten der Gleichung (85),
der Konstante H, welche |u;| gleichmissig beschrinkt, und von P, abhingen: Da
die Konstante a nur von den Koeffizienten 4, B abhéngt, die Konstante b von g,
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linear abhéngigist, b = asq; + bs, wobei as, b; von den Koeffizienten der Gleichung
une von H abhingen, und die Gleichung (92) linear ist, so ist die Losung

b
y = _(e” = 1) + Pye™
a

wieder linear in q,.

Wir kommen nun zu unserer Frage (am Anfang dieser Anmerkung) zuriick, d. h.
zur Frage iiber die Voraussetzungen fiir die Glattheit der Funktionen A, B, C, D.
Durch den Beweisvorgang fiir Satz 1 haben wir die gleichméssige Beschrénktheit
der Funktionen p; und r; und dadurch auch der Funktion g, bewiesen. Wir
differenzieren nun die Gleichung (85) nach ¢ (und bezeichnen kurz (q; +; — qu)/l =
= Oqall = Qi (Aike1 — Aik)/l = 04,/ USW-)5

. A%g. Ag:
(93) D _ A 62115 + By ~TE 4 Cogy +
I h h
04; [B; ac; OD;
+ kri,k+1 + "——kpi,kﬂ + kui,k+1 + k.

l 1 l l

Wir beobachten hierbei, dass die Gleichung nicht fiir den direkten Beweis der Be-

schriinktheit der Funktion g, geeignet ist, weil auch wenn man |p,| und |r;| linear

auf Grund von g, abschitzen kann, so ist

DAy _ 04 o4
) ot ou

i

und im Glied [JA;/I.r; ist dasProdukt ¢,q; und man kann die Substitution von
der Form (29) nicht anwenden; darum haben wir zum Beweis der Beschrinktheit
der Funktion g ,,im Ganzen‘ einen anderen Beweisvorgang gewihlt. Wenn wir
jedoch die Beziehung (93) wieder nach t differenzieren (wodurch wie eine Gleichung
fiir Q;, erhalten), kommt diese Schwierigkeit nicht mehr vor, denn es ist

o9 Do P4, P F4 0

— ik T — qi + — i
12 o2 otou T gz Tk auQ"

wobei wir die Werte der Ableitungen der Funktion A4 in geeigneten Punkten nehmen
miissen; zu dem geforderten Resultat geniigt es, wenn 0A4/0t, dA/0u die Lipschitzsche
Bedingung in bezug auf ¢ und u erfiillen (usw.), und g, beschriinkt ist. Die Gleichung
fiir Q;; wird also von der Form

OQu A?Qy AQy A’qien A9 ;41
95 = A; + B; + ;0 + o : + o 2 +a
(95) ! - — 1% 2 h2 — 4
sein, wobei ay, o,, ®,, o, gleichmdssig beschrinkte Funktionen sind. Aber
Aqy Aqu| . &
1R | h




konnen auf Grund von Q, linear abgeschitzt werden, wobei Q, = max {Q,kl ist.
Aus der Gleichung (95) folgt nun (vgl. Gleichung (22) und (34))

'(96) Qik+1 = ik(l — 2¢cAy — hCBik) + cApQioi g + (CAik + hCBik) Qivrp +

Azqi,k+1
hZ

+ 10,0y + Ity + lo, Aq"};"“ + I, .

Fiir alle Netze S, von einem bestimmten Index n; angefangen werden die Aus-
driicke in den Klammern positiv. Wenn wir gleichzeitig
Azqi,k-(-l Agi i1
R hoo|
durch lineare Abschédtzung in Q, ., , ersetzen, so erhalten wir
Ok+1 = O + l(‘stk + 06Qksy + 07)

(s, 2, 07 sind nicht negative Konstanten), oder wenn wir

os + o o
S——C =g, T— =g
1 — IOC6 1 - I(x6
‘bezeichnen, erhalten wir
(97) Qirr — O < 030 + %o .

l

Fiir unsere Randbedingungen ist die Funktion Q;, am Rande des Rechteckes
Q (mit einer bestimmten Konstante Q') beschrinkt. Wenn wir (97) durch die
Differentialgleichung

t—? = 0gQ + a4
mit der Anfangsbedingung Q' ersetzen, wird ihre Lésung auf dem Intervall {0; =)
.die Funktion Q, majorisieren.
Damit ist die gleichmissige Beschrinktheit von Q, = [1gy/! und damit also
auch nach dem vorangegangenen, die gleichmissige Beschranktheit von
2
%‘ und Adi
bewiesen. Damit haben wir die gleichmissige Beschrinktheit der notwendigen
Differenzenquotienten bewiesen und dadurch auch die Existenz der Losung des
Problem (1), (2). Also:

Die Losung, welche die durch Satz 1 geforderten Eigenschaften besitzt, existiert
fiir geniigend glatte Randbedingungen (siche Satz 1) unter den einzigen Voraus-
setzungen, dass die Funktionen A,, A4,, 4, (und &hnlich fiir B, C, D) auf Q der Lip-
schitzschen Bedingung in Bezug auf ihre Argumente geniigen.

Satz 2. (Unstetige Randbedingungen.) Die Koefizienten A, B, C, D der Gleichung
(1) mégen dieselben Voraussetzungen wie inSatz 1 erfiillen. Die Randwertfunktionen
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(%), g(t), h(t) seien auf dem Intervall {0;1) resp. <0, t) teilweise stetig und im
absoluten Wert durch die Konstante K beschrinkt. (Die Bedingungen (10) fallen
weg.) Dann existiert in Q gerade eine Losung u(x,t) der Gleichung (1), welche
durch die Konstante (6) beschrénkt ist und auf dem Rand zu dem Wert der Rand--
wertfunktion in jedem solchen inneren Punkte des Intervalles <0, 1) resp. 0, t),
in welchem die Funktion f(x) resp. g(t) resp. h(t) stetig ist, stetig fortsetzbar ist.
Diese Losung ist in der Klasse von Funktionen, welche die in diesem Satz gefor--
derten Eigenschaften besitzen und in Q beschrdnkt sind, einzig.

Beweis. Der Gedanke des Beweises ist einfach: Wir bilden eine Folge von ge-
niigend glatten Randwertfunktionen

(98) ful%)s gu(t), h(1)

(welche die Bedingungen von Satz 1 erfiillen) und welche im Sinne der lokal gleich-
missigen Konvergenz die Funktionen f(x), g(t) und h(r) approximieren (d. h. f,,(x) —
— f(x) gleichmissig auf jedem Intervall <o, ), welches innerhalb des Intervalles,
auf welchem die Funktion f(x) stetig ist, liegt, usw.). Der Funktionenfolge (98)
wird die Folge von Funktionen u,(x, t) entsprechen, deren Limes, wie wir beweisen
werden, die gesuchte Losung ist.

Unsere Hauptaufgabe wird es sein zu beweisen, dass die Folge u,,(x, r) konvergent
ist, und dass die Grenzwertfunktion u(x, t) die Gleichung (1) erfiillt. Die Erfiillung.
der Randbedingungeh in jedem Punkt der Stetigkeit der Randwertfunktionen
wird durch die bekannte Methode der Barrieren bewiesen. Die Beschrinktheit der
Losung durch die Konstante (6) folgt aus dem Grenziibergang. Die Eindeutigkeit
der Losung wird mit Hilfe der Methode der Arbeit [12] des Autors bewiesen.

Um zu beweisen, dass die Folge u,(x, t) konvergent ist und dass die Grenzwert-
funktion u(x, t) die Losung der Gleichung (1) ist, beweisen wir die gleichmissige
Beschriinktheit der Ableitungen (der erforderlichen Ordnung) der Funktionen
u,(x, t) auf einem beliebigen (fest gewihlten) Rechteck Q, mit den den Koordinaten-
achsen x, t parallelen Seiten, welcher innerhalb des Rechteckes mit den Seiten x = 0, ~
x=1,1t=0, t =7 liegt. Die Methode, welche wir zu diesem Zwecke anwenden,
verlangt ein schrittweises Ableiten der Gleichung (1). Hier stossen wir auf Schwierig-
keiten, denn in den abgeleiteten Gleichungen werden Ableitungen hoherer als zwei-
ter Ordnung sein, deren Existenz wir bewiesen haben. Wir werden also folgender-
massen fortfahren: .

Aus dem Beweis von Satz 1 ist zu ersehen, dass die Losung eine geniigende Anzahl
von Ableitungen besitzen wird, wenn die Koeffizienten der Gleichung und die Rand-
wertfunktionen geniigende Anzahl von Ableitungen haben werden. Wir wihlen
daher die Funktionen (98) geniigend glatt (wir konnen sie sogar unendlichmal
differenzierbar wihlen) und die Koeffizienten 4, B, C, D in Gleichung (1) approxi-
~ mieren wir durch die Folgen '

(99) A,, B,, C., D

m>
sogenannter ,,Mittelwertfunktionen* (siehe z. B. S. L. Sobolev, Negkotoryje
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prim&nénija funkcionalnogo analiza v matematieskoj fizike), welche unendlichmal
differenzierbar sind. Wir zeigen, dass, wenn die Ableitungen der Funktionen A, B,
C, D durch bestimmte Konstanten beschrankt sind, so sind die Ableitungen der
Funktionen (99) durch dieselben Konstanten beschrinkt (genaueres siche weiter).
Dieser Umstand ermdglicht die gleichméssige Abschidtzung der notwendigen Ab-
leitungen der Funktionen u,(x, t).

Wir wollen zuerst diese wichtige Eigenschaft der Mittelwertfunktionen (von
welcher wir gesprochen haben) zeigen. Es sei f(x) eine stetige Funktion (es geniigt
sogar nur eine integrierbare Funktion) auf dem Intervall <a, b), und wir wollen

Ste
(]00) fp(é) = COJ‘ f(x) fZ P Ux=8)2=p%] 4, , a4+0<E<b—p
{-e

bezeichnen, wobei g eine positive Konstante ist (20 < b — a); C, ist eine durch die
Bedingung

e
(101) Co j e dx = 1
-e

bestimmte positive Konstante. Die Funktion f,(£) (die sogenannte Mittelwert-
funktion, welche der Funktion f(x) entspricht) hat auf dem Intervall <a + o, b — 0)>
Ableitungen nach der Verdnderlichen ¢ jeder Ordnung (vgl. das angefiihrte Buch
von S. L. Sobolev). Wir behaupten nun: Erfiillt die Funktion f(x) auf dem Intervall
<a, b) die Lipschitzsche Bedingung mit der Konstante L (d. h. |f(x) + h) — f(x)] <
< L|h|), so gilt auf dem Intervall <a + ¢; b — @)

(102) . @) < L.

Es ist ndmlich (im ersten Integral wenden wir die Substitution x — h = x" an
und schreiben die Verdnderliche wieder als x)

fd& +h) —fp(i)' _
h

| E+h+o ) N . Ete s .
.COJ‘ f(x) T EI(x= E=m2=a) 4. COJ £(x) R (GRS
= Eth—e c-0 _
h
cte R L |
[f(x+ h)—f(x)]et == g x| -
- ’ < LCoJ e TOMETT Ny = L
' h &-e

{auf Grund von (101)).

Auf gleiche Weise wird folgendes bewiesen: Die Funktion f(x, y) erfiille auf dem
Rechteck 0 (a < x < b,c £ y < d) die Lipschitzsche Bedingung mit der Kon-
stante Lin Bezug auf x. Wir bezeichnen

fl&m) = CIJ f(x, y) P dx dy,

rsp



wobei

rr=x-8+0-n* C ”e"/<""”> dxdy =1

rse

ist. Dann gilt auf dem Rechteck O, (¢ + ¢ S x < b—p,c+0<y<d— )
of,

o
Weil auf dem Rechteck O; die Ableitung der Mittelwertfunktion gleich der
Mittelwertfunktion der Ableitung ist (siehe das angefiihrte Werk von S. L. Sobolev),

so gilt z. B.

< L.

Y =G JI?—f (x, ) eI dx dy ;
ay ay

rsp
wenn die Funktion df/0y auf O der Lipschitzschen Bedingung in Bezug auf x und
mit der Konstante L geniigt, so gilt

o*f,

10y 0x
Ahnliche Behauptungen gelten offensichtlich auch fiir Funktionen mehrerer Ver-
dnderlichen.

Wir kommen nun zum Beweis der gleichméassigen Beschranktheit der Ableitungen
der Funktionen u,(x, t) in Q,. Aus dem Vorhergehenden folgt, dass die Resultate
iiber die Beschrinktheit der Ableitungen der Mittelwertfunktionen in einem kleineren
Bereich als der urspriingliche Bereich der betrachteten Funktionen ist, gelten. Wir
erweitern also vorerst die Funktionen A, B, C, D aus dem Bereich R (vgl. (8)) auf
einen grosseren (rechteckigen) Bereich R’, mit Hilfe der bekannten Methode (siehe
z. B. FIcHTENGOLC, Kurs differencialnogo i intégralnogo is&islenija) bei Erhaltung
der Klasse dieser Funktionen. Die derart erweiterten Funktionen bezeichnen wir
A', B', C', D'. Wenn friiher auf R z. B.

SLauf O,(a+20<x=<b-2,c+0=<y=d-yo).

0<oy=4=a, a—Bén
0x
galt, so wird nun '
0<ay=4 =0, aB]én’
Bx\

gelten, wobei im allgemeinen Fall oy < o, & < o', 7 < %" usw. sein wird.

Wiihlen wir g, fest und bezeichnen R, den rechteckigen Bereich (der Veridnder-
lichen x, t, u), welcher in R’ liegt, dessen Rand vom Rande des Bereiches R’ die
Entfernung 4¢, hat. (Dabei wihlen wir g, so klein, dass der Bereich R in R, liegt).
In R, wird offenbar 0 < ag < A’ < o’ usw. gelten. Wir wihlen eine absteigende
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Folge positiver Zahlen g4, 05, 03, ..., Qo > 01, limg, =0 und bilden zu den
Funktionen A’, B’, C’, D' Folgen
(103) Am> By Ciy Dy

welche den Mittelwertfunktionen mit dem Kern ¢"/"*~#* entsprechen. Die Funktionen
(103) werden auf R, (gleichmissig) zu den Funktionen 4’, B, C’, D’ konvergieren,
auf R also zu den Funktionen A, B, C, D. Wir bilden eine Folge der Losungen
u,(x, t) der Gleichung (1) mit den Koeffizienten (103) und geniigend glatten Rand-
wertfunktionen (98). (Wir setzen voraus, dass wir den Bereich R so erweitert
haben, dass (x, t, u,,) € R, ist.) Wir zeigen nun, dass die erforderlichen Ableitungen
der Funktionen u,(x, t) auf Q, gleichmissig beschrinkt sind. Um die Bezeichnung
nicht zu komplizieren, werden wir bei diesem Gedankengang anstatt u,, 4,,, B,
C,., D,, nur u, A, B, C, D schreiben. Wir betrachten zuerst die Funktion du/dx = p.
In die Gleichung (1) fiihren wir die Substitution u = G(v) ein, wobei G(v) die Funktion
(61) ist (mit etwas verdnderten Konstanten auf Grund der Erweiterung der Koeffizi-
enten der urspriinglichen Gleichung auf den Bereich R’). Wir erhalten

2 " 2

(104) W 400 4O (Y g GC D
ot 0x? G \ox ox G G’

Wir setzen

(105) w=g(x).t.v,

wobei g(x) eine Funktion ist, welche alle Ableitungen auf dem Intervall <0; 1)
besitzt, gleich Null fiir x €<0;6) und xe<{1 — 4,1) und gleich Eins fiir <26,
1 — 26) ist; § ist eine beliebige positive so gewihlte Zahl, dass das Rechteck Q,
innerhalb des Rechteckes mit den Seiten x = 85, x =1 — 85, t = 0,t — © liegt.
Wenn wir nun v = w/gt in (104) einsetzen, so erhalten wir die Gleichung

2 " 2 ’ "o
a—’—”=A6w+AG—-1-<@> +<B—2Ai—2A§_g—u)al’+

ot ox? G’ tg \ 0x g Gg )ox
"tg'? . 2 CGtg = Dt

+AGg uZ-Atg—zg + Btg' — g |v+ ,g+—;q,
! g G G

welche auf dem Rechteck Q; (6 < x <1 — 4,0 <t < ) gilt. Wenn wir jetzt nach
der Verdnderlichen x ableiten (dass es zulisig ist, haben wir durch die Einfiihrung
der Mittelwertfunktionen erreicht), erhalten wir (wir bezeichnen ow/0x = P)

2 1 G/I 1
(oe) Z - 42F i Ax+AuG'—(P—tg'v):|—7—P2+
at 0x tg G tg

0x?
AN 2 aP
+ A4 ¢ —1—(P——tg’v)lP2+...=A?———1;+[ — +
G' | tg tg 0x 0x
+ 2 lae+a(SY |12+ 1P+ 1L,
t2g2 Gl
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wo die ziemlich komplizierten Ausdriicke in eckigen Klammern gleichmissig (in
Bezug auf den Index m) beschrinkt sind. (Wir haben einigemale die Funktion v an-
statt der Funktion w/(tg) beniitzt, denn wir wissen, dass die Funktion v beschréinkt
ist, wihrend tg im Nenner mancher Ausdriicke die Ubersichtlichkeit gestort hitte).
Die Gleichung (106) gilt in dem Rechteck Q,. Die Randbedingungen sind P = 0.
Wir zeigen, dass P auf dem Rechteck Q; eine von oben beschrinkte Funktion ist.
Es erreiche in irgendeinem Punkte O aus Q, die Funktion P ihr positives Maximum.
Wir schreiben die Gleichung (106) in der Form

2
(107) %};)_A(ix_}:_l: ]g:é(a3P3+azP2+a1P+a).
Im Punkt des Maximums ist die linke Seite nicht negativ. Die Ausdriicke a, a4, &,, o3
sind beschrinkt (keiner der Koeffizienten des Gliedes P* (k =0, 1,2, 3) in der
Gleichung (106) hat im Nenner ¢ und g in hoherer Potenz als der zweiten). Aus
den Eigenschaften der Funktion G(v) folgt, dass der Koeffizient o5 scharf negativ
ist, o3 < konst < 0, denn

AU ”2
46 +A(EY = L{ace + acm — 450,
G G’ G’

Nun ist auf Grund von (62) und (65) 4,G'G" + AG” < 0, das dritte Glied in der
Klammer ist negativ. Die scharfe Negativitit folgt aus der (gleichmissigen) Stetig-
keit der Ableitungen G’, G”, G” auf dem Intervall <0; 1. Weil es sich also in (107)
um ein Polynom dritten Grades mit scharf negativem Koeffizientem o, handelt,
welches nicht negativ sein soll, ist P von oben beschrinkt. Auf gleiche Weise wird
die Beschrianktheit von unten bewiesen, so dass in Q;

(108) . |P| < k = konst

ist. Weil g(x) = 1 auf dem Intervall (25,1 — 26) ist, wird, wenn wir Q, = (29,
1 — 28> x {to, 1), to > 0, bezeichnen, dv/ox = P/t in Q, sein, also ist

(109) Qj<5 in Q,.
tO

0

Dabei wihlen wir t, > 0 so klein, dass das Rechteck 0, im Inneren des Rechteckes
mit den Seiten x = 85, x = 1 — 85, t = 41, t = 7 liegt. Aus der Beziehung
| w_

0x 0x

folgt die Béschrinktheit von du/dx in Q, unabhingig von den Randbedingungen.

Ganz dhnlich wird die Beschrinktheit der Ableitung 8?u/dx? und dadurch auch
der Ableitung du/ot auf dem Rechteck (s, welches in Q, liegt, bewiesen. Durch
weiteres Ableiten wird die Beschrinktheit der Ableitungen 0%u/0t 0x (und dadurch
auch der Ableitung 8°u/dx®) und 9°u/ot 0x* (und hiermit auch der von 9u/ot?)
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schrittweise auf kleineren Rechtecken bewiesen. Hiermit ist die Beschrinktheit
dieser Ableitungen in Q, bewiesen.

Wir kommen wieder zu unserer urspriinglichen Bezeichnung u,,, A4,,, By, Ci, Dy,
zuriick. Die Ableitungen der Funktionen u,,(x. ) werden in J, gleichmdssig in Bezug
auf m beschrinkt sein, denn die durchgefiihrten Abschétzungen (Gleichung (107)
und analog fiir hohere Ableitungen) hingen nur von den Werten der Koeffizienten
Aps By, Cpis D,y und ihren Ableitungen ab und diese Werte sind auf Grund der
Voraussetzungen iiber die Funktionen A4, B, C, D und der oben angefiihrten Eigen-
schaft der Mittelwertfunktionen gleichméssig beschrinkt. Weil in Q, die Ableitungen

9t

N2
m Y

ou,, 0%u u, ou,

ot ox ox® At ox?
gleichmissig beschrinkt sind, kann man aus der Folge u,(x, t) eine solche in Q,
gleichmissig konvergente Folge

m

(110) Upys Uiy + v ey Upys -0 im sy = u(x, 1)

n—*o0

herausheben, dass die Ableitungen
Quy Oty Oty

ox ot ox?

in Q, gleichmissig konvergieren (und zwar zu den Funktionen

fuou o

ox ot ax’
wie auf gewohnliche Weise bewiesen werden kann). Auf gewdhnliche Weise (durch
Anwenden einer diagonalen Folge) wird auch bewiesen, dass man aus der Folge
“u,(x, 1) eine auf dem ganzen Q konvergente Folge herausheben kann, welche auf
Q die Gleichung (1) erfiillt. Aus der Eindeutigkeit der Losung folgt, dass die ganze
Folge u,(x, t) in Q zur Funktion u(x, t) konvergiert, was wir beweisen sollten. Dabei
ist die Konvergenz auf jedem in Q liegenden Rechteck Q, gleichmissig.

Anmerkung 7. Aus dem Beweis ist zu sehen, dass die Randbedingungen viel
allgemeiner als stiickweise stetig gewihlt werden konnen.

Anmerkung 8. Aus dem Vorangehenden ist die Anwendbarkeit der Netzmethode
(unter der Voraussetzung (22)) offensichtlich, denn in beiden Fillen (der glatten und
nichtstetigen Randbedingungen) konvergiert die Folge der Netzfunktionen zu der
gesuchten Losung. Fiir glatte Randbedingungen gleichmissig auf Q, fiir nicht-
stetige Randbedingungen lokal gleichmissig auf Q, d. h. gleichmdssig auf jedem
in Q liegenden geschlossenen Rechteck Q, (mit den zu den Koordinaten parallelen
Seiten).

Dieses Ergebnis formulieren wir kurz folgendermassen:

Satz 3. Die Netzmethode fiir das Problem (1), (2) konvergiert.
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III. TRANSFORMATION DER NICHTLINEAREN GLEICHUNG
AUF EINE QUASILINEARE GLEICBUNG

In diesem Kapitel zeigen wir, wie man das Problem fiir dic Gleichung (1), Kap.
1, auf ein Problem fiir eine quasilineare Gleichung bringen kann.

Wir betrachten die erste Randwertaufgabe fiir die Gleichung
(1)

aZ 2

% Aty ) T B ) () et ) 4 DOk, 1 w)u + E(x, 1, u)
ot ox? 0x 0x
in dem Rechteck 0 (0 <x <1,0 <t < r). Auf der Grundlinie ¢t = 0 des Recht-
eckes und auf seinen Seiten x = 0, x = 1 sind die Randwertfunktionen
() u(x,0) = f(x), u(0,1) = g(t), u(l,1)= h(r)
vorgeschrieben. Wir setzen voraus, dass die Funktion f(x) resp. g(t), h(t) auf dem
Intervall <0; 1) resp. <0;t) stetig ist und dass f(0) = g(0), f(1) = h(0) ist. Wir
suchen eine in geschlossenem Rechteck Q stetige Funktion u(x, ¢), welche in Q die
Gleichung (1) erfiillt und auf der Grundlinie und den Seiten des Rechteckes gleich

den vorgeschriebenen Funktionen (2) ist. Auf gleiche Weise wie in dem vorhergehen-
den Kapitel wird folgendes Lemma bewiesen:

Lemma 1. Es sei fiir alle (x, t) € Q, u € (— o0, o) (siehe Anmerkung 1)
(3) A(x, t,u) >0, D(x,t,u) S a, |E(x,t,u)] <8,
wobei o, B Konstanten sind. Es sei weiter

=K, g0l = K, [0 = K.

Wir bezeichnen max (B, K) = L und max (1 + o, 0) = y. Wenn eine Losung u(x, 1)
des gegebenen Problems existiert, so gilt

4) u(x, )] < Le™
in Q.
Anmerkung 1. Es ist wieder (wie in Kap. II) zu sehen, dass in den Voraussetzun-

gen iiber die Funktionen A4, D, E fiir u nicht das ganze Intervall (— 0, oo) betrachtet
werden muss.

Satz 1. Es seien die Voraussetzungen aus Lemma 1 erfiillt. Wir bezeichnen Le'" =
= M. Die Funktionen A, A,, A, A, B, B,, B, B,, seien in dem Bereich B =
= Q x (=M, M) stetig. Wenn eine Lisung u(x, t) des Problems (1), (2) existiert,
so gilt

u(x, 1) = g[x, t, vo(x, 1)],
wobei g eine durch die Koeffizienten A, B der Gleichung (1) bestimmte Funktion
ist, und v(x, 1) die Lésung einer bestimmten quasilinearen parabolischen Gleichung
ist.
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Beweis. Aus der Voraussetzung 4 > 0 folgt A(x, t, u) > & in B, wobei & eine
positive Konstante ist (und gleichzeitig folgt natiirlich auch die Beschrénktheit der
Funktion 4 von oben). Wir bezeichnen

) j—%}; = oty ),
(6) J‘iMF(x, t,w)ydw = &(x, t,u),

(7) ‘[ P dyw = P(x, ¢, u)

-M

und fiihren die Funktion v(x, ) durch die Beziehung

(8) ' v=f(x,t,u) = ——-—;I((;’tt’ :/I))

ein.

Die Zuordnung der Funktionen u und v auf Grund der Beziehung (8) ist fiir jeden
Punkt (x, t) eineindeutig, denn ¥ ist nach (7) eine wachsende Funktion der Ver-
dnderlichen u. Wenn wir u(x, t)e (=M, M) kennen, so kennen wir auch v(x, ) €
€ <0; 1> und umgekehrt.

Die inverse Funktion zur Funktion (8) bezeichnen wir

) u=g(x,t,v).
Wir berechnen leicht )

(10) du _0g  dgdv u_dg  dgdv

= T s _— = -—
ot ot dv ot 0ox 0Ox Ov 0x
2 2 2 2 2 2
Tu _09 5 09 v 09 (), 2900
v 0x?

ox*>  0x? Ox v 0x  Ov?

0x

Alle angefiihrten Ableitungen der Funktion g haben einen Sinn, denn g ist eine
inverse Funktion zur Funktion f, welche nach (6) und (7) zwei stetige Ableitungen
nach den Veridnderlichen hat. Die Ableitungen nach den Verdnderlichen x und ¢ sind
auf Grund der Voraussetzungen iiber die Funktionen A4, B, also auch iiber die
Funktion F, berechtigt.

Die Gleichung (1) bekommt dann die Form

2 A2 B a 2 a 2
(11) 9 99w _ ,fo9 0w  [d°g B (o9 @ ¥+
ot Ov ot v 0x? o A\ov ox) j
2 A
+ (2429 L\,
dx dv 0x
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Auf Grund der Definitionen @ und ¥ und der Bezeichnung der Funktionen f ond g
lasst sich leicht (durch direktes Ableiten) feststellen, dass

%9 B [0g\* Yy _ v P\2
12 99, 2(9Y . 2 F Y L F(E) =0
(12) aw* A <6v> e e® <e¢>

ist, wobei wir. kurz
Y(x,t, M) =¥, &(x,t,u) =d(x,t,9) =P, F(x,t,u)= F(x,1,9) =F

bezeichnet haben. Die Gleichung (11) erhélt dann die Form (wir beobachten, dass
dg/ov > 0 ist)

ov 0% ov
13 — = Alx, t,g(x, t,v)| — + —+ ...,
(13 L Alxngnn ] 22+ ()2

was eine parabolische quasilineare Gleichung fiir die Funktion v(x, t) ist. Die Rand-
bedingungen fiir die Funktion v folgen leicht durch Anwendung der Transformation
(8) aus den Bedingungen fiir die Funktion u. Hiermit ist Satz 1 bewiesen.

Anmerkung 2. Offensichtlich gilt: wenn u die Losung der Gleichung (1) mit den
Randbedingungen (2) ist, so ist die durch die Gleichung (8) gegebene Funktion v die
Losung der quasilinearen Gleichung (13) mit den Randbedingungen, welche durch
die Transformation (8) gegeben sind und umgekehrt. Mit Hilfe der Transformation
(8) lasst sich die Losung der nichtlinearen Gleichung (1) auf die Losung einer quasi-
linearen Gleichung bringen.

In Satz 1 haben wir die Stetigkeit der Funktion u(x, t) auf Q, vor allem also die
Stetigkeit der Randbedingungen, vorausgesetzt. Wenn es sich um nichtstetige Rand-
bedingungen handelt, setzen wir (Satz 2, Kap. I1) die Beschriinktheit der Funktion
u direkt als Voraussetzung des entsprechenden Satzes (sonst ist die Eindeutigkeit
der Lésung nicht erfiillt). Also kann man die angefiihrte Transformation auf quasi-
lineare Gleichungen auch fiir nichtstetige Randbedingungen anwenden.

Dieselbe Transformation kann man nicht nur fiir die erste Randwertaufgabe
beniitzen, sondern auch fiir verschiedene andere Aufgaben (gemischte Randwert-
aufgaben usw.). Die Grundlage ist hierbei die Eigenschaft der durch die Substitution
u = €z entstandenen Gleichung (Lemma 1, Kap. IT), auf Grund deren die Funktion
z keine beliebig grossen Werte in dem inneren Punkt des Rechteckes, in welchem
sie ihr lokales Maximum erreicht, annehmen kann.

Anmerkung 3. Die Gleichung (1) haben wir auch in der Form
ou *u ou\? ou
14 — = A(x,t,u) — + B(x,t,u){ —) + C(x, t, u) — + E(x, t,u
(9 %o T pten ) (2 ) 2+ s 1)

schreiben kénnen und die Beschrinktheit der Funktion E fordern konnen. Damit
hitten wir sicher auch die Beschriinktheit der Funktion z erhalten (es ist D = 0,
so geniigt es y = 1 zu wihlen). Die Gleichung fiir die Funktion u haben wir in der
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Form (1) geschrieben, weil die Beschrinktheit der Funktion E (fiir alle betrachteten
x,t, u) eine zu beschrinkende Voraussetzung ist. Trotzdem ist es notwendig zu be-
obachten, dass das absolute Glied der Gleichung (1) keine beliebige Potenz der Funk-
tion u enthalten kann. Z. B. die (einzige) Losung der Gleichung

ou 0u

(15) " a—=a—2+(1+1)sinx.u2+2t2c0s2x.u3
t X

mit sehr glatten Randbedingungen

(16) u(x,0) =1, u©0,1)= 1, u(m,1)=1
ist fiir 0 £ t < 1 die Funktion
1
17 U=
( ) 1 — tsinx

welche auf der Geraden x = 57 in der Umgebung des Punktes t = 1 (f < 1) offen-
bar nicht beschrinkt ist. Das Problem (15) und (16) ist ein Beispiel des Problems,
fiir welches keine Losung in einem beliebigen Zeitintervall <0; 7) existiert.

Anmerkung 4. Mit Hilfe der Transformation (8) haben wir gezeigt, wie man eine
Gleichung von der Form (1) auf eine quasilinsare Gleichung bringen kann. Im
vorigen Kapitel haben wir gezeigt, dass quasilineare Gleichungen verschiedene
charakteristische Eigenschaften haben: Z. B.: sind die Koeffizienten der Gleichung
und die Randbedingungen geniigend glatt, so sind die Ableitungen der Losung in Q
einschliesslich des Randes beschridnkt. Es ist zu sehen, dass wenn die Koeffizienten
der Gleichung (1) geniigend glatt sein werden (damit die Transformation (8) und
die Koeffizienten der Gleichung (13) geniigend glatt werden), werden auch die
Ableitungen der entsprechenden Ldsung u der Gleichung (1) in Q beschrinkt sein.
In diesem Sinne hat die Gleichung (1) den Charakter einer quasilinearen Gleichung.

Es entsteht diese Frage: Bei der Untersuchung der Beschrianktheit der Funktion
u stort der Umstand, wenn die Gleichung (1) auch héhere Potenzen der Ableitung
nach der Verinderlichen x als die zweite besitzt, also (0u/0x)? u. 4., gar nicht, denn
in dem betrachteten Punkte des Extrems der Funktion z sind die entsprechenden
Ableitungen gleich Null. Es handelt sich darum, ob auch dann so eine Gleichung
von quasilinearem Charakter sein wird. Dass dies nicht der Fall ist, zeigt das Bei-
spiel der Funktion

(18) w=[x+(1-1y]}

(n ist eine natiirliche Zahl), welche in dem Zeitintervall (0; 1) die (einzige) Losung
der Gleichung
ou

d%u ou\?
19 U _ 08 12— an(1 — oyt 2] (X
9 = gt (3
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fiir die (bei geniigend grossem n geniigend glatte) Randbedingungen
(20) u(x,0) = (x + 1)*
u0,1) =(1 — ¢y fir 0<1<1
=0 fir 1<1rg2,
[+ =] fir 0<t<2

u(1, 1)

ist. (Wir iiberzeugen uns z. B. leicht, dass in der Umgebung des Punktes (0; 1) (1 < 1)
die Ableitung dufox unbeschrinkt ist.)

Il

Anmerkung 5. Auf Grund des Satzes 1 und der Anmerkung 2 haben wir uns
in Kap. IT mit einer quasilinearen Gleichung vom Typ

2
(21) u_ Ax, 1, u) Ou + B(x, t, u) u + C(x, t, u), + D(x, 1, u)
ot ox? 0x

beschiftigt.
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Pesrome

PEINIEHUE IIEPBOII KPAEBOM 3AJAYM JIS1 HEJIMHEMHOI'O
IIAPABOJIMYECKOI'O YPABHEHUSA IO METOJY CETOK B LIEJIOM

KAPEJI PEKTOPUC (Karel Rektorys), IIpara

[Ipu pemieHns KpaeBBIX 3aiad [UIsl HEJIMHEHHBIX NapabOoJIMYeCKHX YpaBHCHHN
METOOOM CETOK BO3HMKANOT, KaK U3BECTHO, TPYIHOCTH, 3aK/IIOYAFOILMECS B TOM,
YTO CYIIECTBOBAaHUE PELICHHWH OKa3bIBAeTCS HE ,,B MEJOM®, T. €. He IUIs JII000oro
MHTEpBaJia BPEMEHH, @ TOJIbKO IJIsI JOCTATOYHO MaJIOrO MHTEPBajla BPEMEHH.

B mepBoii riaBe aBTOp pa30MpaeT HEKOTOpbIe BONPOCHI, Kacaloluecs 3TOii
npobIeMaTHK|, W yKa3bIBACT MPUYHHBI, KOTOPBIE €ro BEJH K PELICHUIO 3TOi Mpo-
OJIeMbl U X YCTPAaHEHHIO YNIOMSIHYTBIX TpyAHOCTeH. Bo BTOpOH ryaBe mpoBoauTCs
IO METOJy CETOK pEelleHue INEPBOH KpaeBoil 3aJauy ,,B LEIOM‘‘ I KBa3HJIUMHEH-
HOT'O ypaBHEHUsI — CHayaja [ TJaJKUX, a IOTOM M JUIsL PaspbIBHBIX KpaeBbIX
ycioBuif. B ciyyae pa3phIBHBIX KPaeBBIX YCIOBHH aBTOP OOXOMHUT I'POMO3IKHH
meTo/ BepHiuTeliHa U TeM CaMbIM B 3HAYMTENIbLHOW Mepe ocnabiseT TpeGoBaHu,
HaJlaraeMble B JIUTepaType Ha Ko3(DOUIHEHTHl paccMaTpPUBAEMOTO ypaBHEHHMS.

B TpeTbheil raBe aBTOp NOKAa3bIBaeT, Kak MOXHO Oojee oOulee HeIuHeiHoe
YPaBHEHUE CBECTH K KBAa3WJIHHEIHOMY.
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