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YexocoBauknii MaTemMaTH4ecKH it skypaan T. 12 (87) 1962, IMpara

LIGNE DE STRICTION SUR UNE GENERALISATION
A PLUSIEURS DIMENSIONS D’UNE SURFACE REGLEE

MiLosLAV JOzA, Praha
(Regu le 3 juin 1960)

Dans cet article, I'auteur étudie des variétés formées par un systéme mono-
paramétrique d’espaces euclidiens E, (7). Il montre que, pour ces variétés-1a,
la notion de ligne de striction peut étre introduite d’'une maniére analogue au
cas des surfaces réglées.

Dans un espace euclidien E, soit donnée une variété formée par un systéme mono-
paramétrique d’espaces euclidiens E(t), 1 < k < n — 2. Nous appellerons une telle
variété bridvement monosystéme de dimension k + 1, les espaces E,(1) seront appelés
espaces générateur sdu monosystéme. Un monosysteme de dimension 2 est donc une
surface réglée. Supposons que chacun des espaces E,(¢) soit donné par un point A(f) et
par des vecteurs uy(f), ..., u,(f). Les vecteurs u,(1), ..., u,(r) peuvent étre choisis ortho-
normaux, c’est-a-dire tels que

(1) uu; =06;;.
Les fonctions 4, uy, ..., u, seront supposées étre de premiére classe, ce qui veut dire

qu’elles ont des dérivées continues. La courbe A(t) sera appelée courbe directrice du
monosystéme.

En différentiant les relations (1) nous obtenons
(2 wu; =0, wu; + uu; =0.

Théoréme 1. 1] est méme possible de choisir les bases des espaces générateurs de
fagon a avoir
(3) uiujzaij’ l.‘iuj=0) l,_]=—"1,,k
Les conditions (3) déterminent les bases d’une fagon univoque, dés que la base initiale
est fixée. '

Démonstration. Soit {u,(f)} un systéme de bases vérifiant les relations (1). Défi-

nissons les fonctions af, j, h = 1,...,k comme solutions du systéme d’équations
différentielles

k
(4) a” +._Z1 aluu, =0.
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k
Soit ensuite u; = Z atu,, de sorte que I'on a

k K
P i i
u z aju; + Z aui,
i=1 i=1
k
uu,,—Za u,,+z uu, =d" + Y adluu, =0
i=1 i=1 i=1
k k
P h
uu, = uhhz diu, ——hz ajuu, =0

Le systtme de bases {u;} satisfait donc au second groupe des relations (3). Nous
avons ensuite

(uu) =uu, + uu, =0,
donc les produits scalaires u,u, sont constants. Si nous prenons donc des solutions du
systéme (4) telles que la matrice (a(t,)) soit orthogonale pour une certaine valeur

initiale 1o, la base {u{t,)} sera, pour la méme valeur f,, elle-aussi orthogonale, et le
restera pour toutes les valeurs t. Donc, toutes les relations (3) seront satisfaites.

Pour montrer que, le choix de la base initiale étant fait, les bases {u(r)} sont déter-

minées d’une maniére univoque, nous avons a remarquer que les vecteurs u; doivent
étre orthogonaux a tous les vecteurs u,, donc aussi a tous les vecteurs u,, combinaisons
linéaires des u,. Il en résulte que les fonctions a” doivent vérifier le systéme (4), or la
solution de ce systéme est déterminée d’une maniére univoque par les conditions
initiales.

Tout systéme de bases jouissant des propriétés (3) sera appelé systéme de bases
naturel.

Au lieu de la courbe directrice A(f) une autre courbe

) () = () + ¥ #(0) ()

peut servir de courbe directrice pour déterminer le méme monosysteme, les fonctions
o étant des fonctions de premiére classe, d’ailleurs quelconques. On a alors le

Théoréme 2. Soient A(t), A(t) deux courbes directrices telles que A(ty) = A(t,),
soit {u(t)} un systéme de bases naturel. Alors

Alto) infto) = Alto) nfto) s i=1,.k.

Démonstration. Exprimons A(t) sous la forme (5). Comme A(t,) = A(to) nous
avons a'(ty) =0, i = 1, ..., k. Donc

k4 . k . . ! ‘
A(to) = Alto) + 3 o/(t) ufto) »
i=1
d’ou en vertu de (3) nous tirons I’énoncé de notre théoréme.
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Théoréme 3. Il est possible de choisir la courbe A(t) de telle sorte qu’elle coupe les
espaces générateurs d’une fagon orthogonale, c¢’est-d-dire que
(6) Au, =0, i=1,... k.

Si A(t) est une courbe directrice qui coupe les espaces générateurs d’une fagon
orthogonale, si {u,-(t)} est un systéme de bases naturel et que

B(1) = A(%) +i§1ui(t) u1)

soit une autre courbe directrice, alors B(t) coupe tous les espaces générateurs d’une
fagon orthogonale si et seulement si tous les u' sont constants. Par chaque point de
la variété, il passe donc une et une seule courbe directrice orthogonale.

Démonstration. Soit {uyr)} un systéme de bases naturel, A(t) une courbe di-
k

rectrice. Soit B = A + Y u'u; une autre courbe directrice. Cherchons les conditions
i=1

pour que Bu; = 0, i = 1, ..., k. Nous avons
. . k .. k s .
B=A+ Y uu, +3 v
i=1 i=1
donc les u' doivent, en vertu de (3), vérifier les équations différentielles
(7) Au; +u' =0,
qui ont toujours une solution. Si 'on a en méme temps Au;.= 0 pour i = 1,..., k,

alors toutes les solutions des équations (7) sont u’ = const.

Théoréme 4. Soit donné un monosystéme de dimension k + 1 déterminé par sa
courbe directrice A(t), jointe a un systéme de bases {u;(1), ..., w(t)}. Alorslerang

de la matrice
A = (A(1), uy(1), ..., w(1), uy(t), ..., u(?))
ne dépend pas du choix de la courbe directrice A(t) et des bases {u(1)}.

Démonstration. Soit
k
B(t) = A(f) + Y u'(t) ut)
i=1

une autre courbe directrice du méme monosystéme et
k

vi(t) = Zla{f(t) u(t), i=1,...k,

i=
un autre systéme de bases. En différentiant ces relations-1a nous trouvons que les
vecteurs B, v,, v, sont des combinaisons linéaires des vecteurs 4, u;, u;, de sorte que le
rang de la matrice B = (B, vy, ..., v}, vy, ..., V;) ne peut étre supérieur a celui de la
matrice A. Réciproquement, en partant du systéme {B, v;} nous trouvons que le rang
de la matrice A ne peut étre supérieur a celui de B.
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Si la matrice A du théoréme 4 est de rang 2k + 1, le monosystéme considéré sera
dit non-développable.

Théoréme 5. Soit {A(t), uy(t), ..., w(t)} un monosystéme non-développable. Alors
pour chaque t il existe un nombre 6 > 0 tel que pour tout h, 0 < |h| < J, les espaces
générateurs

(A1), u (1), ..., w(t)], [A(t + h), uy(t + h), ..., uft + h)]

ne se rencontrent pas et n’ont aucun vecteur communf)

Démonstration. En effet, s’il n’en était pas ainsi, il y aurait une suite de nombres
h,— 0, h, # 0, tels que la matrice

(A(t + hy) — A(1), uy(1), ..., w(t), uy(t + h,), ..., w(t + h,)),

donc aussi la matrice

(A(t + h,) — A(t)’ uy(0), ..y ), u(t + h,) — ul(t)’ » uft + h,) — uk(t)>
h

h h

P p p
fat de rang plus petit que 2k + 1. En passant a la limite pour h, — 0 nous obtenons la

matrice
(AQ), uy(0), ... w2, (1), ... (1))

dont le rang serait aussi plus petit que 2k + 1; le monosystéme considéré serait donc
développable.
Supposons que nous ayons de nouveau un monosysteme {A(t), uy(1), ..., w(t)} de
k

dimension k + 1. L’espace tangent au point A(f) + Y. u’ u(t), c’est I'espace
i=1

[A(1), uy (), ..., ulr), A(?) +i§k:1“i u(r)].

Considérons les espaces tangents en deux points X, X, du méme espace générateur.
On voit aisément que ces deux espaces ne coincident pas et qu’ils ont en commun
Pespace [A(f), uy(?), ..., w(t)]. Leur union, c’est donc un espace E,,,. Si les deux
espaces en question, pris dans cet espace E,,;, sont orthogonaux I'un a lautre
(c’est-a-dire si chacun d’eux contient la direction orthogonale a I'autre dans espace
E, ), les points X, X, seront dits conjugués. Si A,, A, sont deux courbes directrices
orthogonales aux points X, X,, alors les points X, X, sont conjugués si et seulement
si A,(t) A5(t) = 0.

Théoréme 6. Soit {ut)} un systéme naturel de bases d’un monosystéme non-

développable, soit A(t) sa courbe directrice, X = A(t,). Si un au moins des nombres -
A(to) ufte) =0 (i =1,..., k), alors les points de Pespace [X, uy(to), ..., u(to)]

1y Deux sous-espaces [A4, uy,...,ulet [B,vy, ..., v]de I'espace euclidien E, ne se recontrent
pas et n’ont aucun vecteur commun si la matrice (B — A, uy, ..., u,, vy, ..., v,) est de rang
k+s+1.
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conjugués au point X remplissent un espace E,_,. Si tous les nombres A(to) uto)
sont nuls, il n”’existe pas de point conjugué au point X. Dans ce cas-la, nous appelle-
rons le point X point central de I’espace générateur.

Démonstration. Soit

k
Y=X+ Y uufty);
i=1

cherchons les conditions pour que Y soit conjugué a X. Pour la courbe A(f) nous
prenons d’abord la courbe directrice orthogonale passant par le point X. Alors

B(r) = A(r) +Zk: u'ufr), u' = const,

est une courbe directrice orthogonale passant par le point Y, et X est conjugué a Ysi et
seulement si A(t,) B(t,) = 0, c’est-a-dire si
A%+ w iy 4 ...+ ubdi, = 0.

Si un au moins des nombres Au; est non-nul, les solutions de cette équation engendre-
ront un hyperplan dans I'espace [ X, u,(t,), ..., u,(1,)]; dans le cas contraire I’équation
n’a pas de solution.

Supposons maintenant que la courbe directrice A(f) ne soit pas orthogonale. Alors,
d’aprés notre théoreme 3, il passe par le point X une courbe directrice orthogonale

A(1) et, d’aprés notre théoréme 2, nous avons Z(to) uy(to) = A(to) u (to)-

Théoréme 7. Dans chaque espace générateur d’un monosystéme non-développable
il y a un et un seul point central.

Démonstration. Soit A() une courbe directrice, soit {u,(t)} un systéme naturel
de bases. Soit

B(t) = A(1) + iui u(t);
; i=1
nous cherchons les conditions pour que
B(to)ufty) =0, i=1,..k.

Nous obtenons le systéme d’équations

Auy + ulogu, + vru,u, + .+ dteu, =0,

Al + ullgb, + uPiyu, + ...+ utiu, = 0.
Ce systéme a une et une seule solution (u’, ..., u*), car son déterminant est le carré
de la matrice (uy, ..., u,) qui est réguliére, puisque le monosystéme est non-dévelop-
pable.

Les points centraux d’un monosystéme non-développable forment donc une courbe
que nous appellerons ligne de striction.
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Théoréme 8. Supposons que nous ayons, sur un monosystéme non développable de
dimension k + 1, des espaces générateurs o = [A(1), u,(1), ..., u(t)], o, = [A(t+h),
u(t + h), ..., ut + h)]. Soit S le point central de I'espace o. Pour tout h choisis-
sons deux points P(h) € o, Q(h) € o, tels que la droite P(h) Q(h) soit perpendiculaire
aux espaces o et o, d la fois. Alors

lim P(h) = lim Q(h) = S .
h—0 h—0
Démonstration. Lorsque h est suffisamment petit, les espaces o, o, ne se ren-
contrent pas et n’ont aucun vecteur commun; cela découle de notre théoréme 5. Les

points P(h), Q(h) sont donc déterminés sans ambiguité. Soit 4 la ligne de striction,
{u;} un systéme naturel de bases. Nous avons

() = 4() + 3 #(8) (),
O(h) = A(t + h) +i§k:1[3"(h) uft + h),
O(R) — P(R) = (G + ) — AD) + T FOule + B) = ufo) +
+ 35 ~ o) ().

Le vecteur Q(h) — P(h), donc aussi le vecteur (Q(h) — P(h))/h doit étre orthogonal
aux vecteurs u(t), u;(t + h), donc aussi aux vecteurs

1 .
;(uj(t +h)—uft), j=1,..,k.
En exploitant les relations (3) nous obtenons les équations
A(t + ) — At Ut + h) — uft
®) ‘(“_Z)—Q ufd) + ¥ pH) _(__,)l_() u i) +

(R — of ’
+M=o, j=1,..,k;

A(t + h) — A1) uft + h) — ut) ko ult + h) — ufl)
(9) h h + iglﬂ (h) '_—"r—"—‘ .
EELETUI JIOE ORI ES ECC

Nous multiplions la I-éme équation (8) par I'expression

()5 (e + ) = u0)
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et retranchons toutes les équations ainsi obtenues (l =1,..., k) de la j-tme équation
(9). En appliquant ce procédé a toutes les équations (9) (c. & d. pour j =1, ..., k),
nous obtenons

uj(f) n zk: Bi(h) ut + h) — uft) uft + h) — uy1) _

At + h) — A1) ut + h) —

h P Xz !
-z (A= u9) (w00 e
_ Z 2 B(h) (J.t.t_’zz_.:_@ .,,.@) (.,,.(,) _(g+_h£;1_t)> o

ce que nous pouvons écrire comme

(10) g“: B(n) {ui(t + hz — ut) ui(t + h) — ui(0) _,Z: <ui(t + hz — ufl) u,(t)).

( () ut + h) .(t)>} 2'12 (A(t + IZ) — A(r) u,(t)) (u,(t) uj(t + h,: - uj(t)> _
At + h})l — A(f) ujr + h})l - uj(t)’ Je 1k

C’est un systeme d’équations linéaires en pi(h). Désignons par D(h) le déterminant de
ce systéme. En vertu de (3), nous voyons aisément que

tim D(k) = det (i() ()

Ce dernier déterminant est le carré de la matrice (u,(?), ..., (1)), donc non-nul, car le
monosystéme est non-développable. Il s’en ensuit D(h) = 0 pour tout h suffisamment
petit. A partir des équations (10) nous pouvons donc calculer les () en nous servant
du procédé de Cramér. Comme les seconds membres des équations (10) ont des li-
mites (finies) lorsque h — 0, nous trouvons qu’il en va de méme pour

lim Bi(h) =
h-0
En passant 2 la limite dans les équations (10) nous obtenons pour les B le systéme
d’équations
k
(11) Zﬁ(i)utu,):O, i=1..k,
=1

(nous avons A(t) u(t) = 0, car A est la ligne de striction). Le systéme (11) n’a que la
solution triviale, donc

limi(h) =0, i=1,...k dod limQ(h) = A(f) =S.
h—0

h—0
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Considérons maintenant les équations (8) et passons 3 la limite pour h — 0; nous
obtenons

(h)—“(h) — A uft), j=1. .k,

lim o/(h) = lim Bi(k) = 0, j=1,2,...,k,
h-0 h—-0

lim P(h) = A(r)

h=0

Il
)

Pe3ome

CTPUKLVOHHAA KPUBAS HA MHOIOMEPHOM OBOBIIEHUU
JIMHEMWYATBIX IMOBEPXHOCTEN

MUMJIIOCJIAB FO3A (Miloslav Jiza), ITpara

Ilycte B eBkimmoBoM mpocTpaHcTBe E, mano MHoroobpasue, 0Opa3oBaHHOE
OJIHOTIAPAMETPHYECKOM CHCTeMOl eBKIMIOBBIX mpocTtpaHcTB E(f), 1 £k <n — 2.
Taxoe MHOroobpasue Mbl GyAeM Ha3bIBATb MOHOCUCHEMOL pa3MepHOCTH k + 1,
npoctpauctsa E () — obpasyrowumu npocmparncmeamu MoHocucteMsl. IlycTh kax-
nmoe mpoctpaHcTBo E(f) 3amano Toukoit A(f) u BekTopamu u(f), ..., u(r). Otn
BEKTOPBI MOXHO BBIOpaTh Tak, uto cupasemiuBo (3). Cucremy 6a3ucoB u(?), ...,

., U (f), yIOBIETBOPSIOUIYIO COOTHOIIEHHAM (3), MBI OyIeM Ha3bIBaTh HAMYpab-
Hoti cucmemoii 6asucos. Kpusyro A(f) Mbl OyneM Ha3bIBaTh HANpAgAAlOWell Kpugo
MOHOCHUCTEMBI. MOHOCHCTEMY MBI Ha30BEM Hepaszéepmoléaioujelics, €CIIA PpaHr
Matpunst (A(L), u (9, ..., u(®), u (1), ..., u ?) pasen 2k + 1.

Ecnu {A(f), uy(?), ..., u,(f)} — Hepa3BepTHIBAIOLIASCS MOHOCHCTEMA, TO IJISl J10-
CTAaTOYHO Maublx h mpoctpaHcTBa [A(2), u (1), ...; u ()], [A(t + h), u (t + h), ...,

. Wt + h)] He umeroT obumiedl TOYKM HU oOlwero BekTropa. Hampasisroliyio
KpHBYIO A(f) MOKHO BHIGPATh B TOYHOCTH OJHHM CIOCO60M Tak, uTo A(f) . U(f) = 0
st i = 1, ..., k. KpuByio ¢ TakuM CBOMCTBOM MBI OyEM Ha3BIBATEH CIMPUKYUOHHOL
Kpueoti, TOYKH CTPUKIIMOHHOM KPHBON — YeHMpaibHbIMU MOUKaAMu COOTBETCTBEH-
HBIX 0Opa3yromux npoctpancTB. OKa3bpIBACTCs, YTO LEHTPAJIbHAS TOYKA IMPOCTPAH-
crBa [A(2), u,(?), ..., u(t)] aBasAeTCS NMpeAeabHbIM HoJoXeHueM (st h — 0) ocHoBa-
HUS NIEPNEHIUKYJISIpa, ONMyIIEHHOTO M3 3TOro IMPOCTPAaHCTBA Ha oOpasyroliee Mpo-
CcTpaHCTBO [A(t + h), u (t + h), ..., u,(t + h)].
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