Czechoslovak Mathematical Journal

Vladimir Hordk
Contribution a la théorie des déformations projectives des congruences 11/

Czechoslovak Mathematical Journal, Vol. 12 (1962), No. 2, 251-273

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/100514

Terms of use:

© Institute of Mathematics AS CR, 1962

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized documents
strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery and
O stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://dml.cz



http://dml.cz/dmlcz/100514
http://dml.cz

Yexoc10BaUKHi MaTeMaTHYecKuii xkypuaa, 1. 12 (87) 1962, I'lpara

CONTRIBUTION A LA THEORIE DES DEFORMATIONS
PROJECTIVES DES CONGRUENCES W

Veapmmir HorAK, Brno
(Regu le 15 juin 1960)

L’auteur étudie les propriétés des transformations de 1’espace a cinq di-
mensions de Klein (K-transformations) qui correspondent aux homographies
tangentes (osculatrices) a la transformation développable des congruences W
réalisant une déformation focale, ponctuelle (projective) de ces congruences.

L’étude du contact réalisé entre les variétés des images secondaires des
complexes osculateurs par les K-transformations qui correspondent aux ho-
mographies osculatrices conduit a la déduction de certaines classes de
couples de congruences W en déformation projective (entre autre aussi des
couples de congruences R); on détermine ’existence et la généralité de ces
classes.

1. Au Mémoire [1] on étudie une congruence non-parabolique L de I’espace pro-
jectif P en faissant usage du repére

(1.1) . Aps Agy Ay, Ay
assujetti a la condition
(1'2) ’ [AlaA25A33A4] =1.

Le point A4, (A,) est le premier (second) foyer et le plan [A4,4,4,] ([4, A2 As]) est
le premier (second) plan focal de la congruence L.

La congruence L est déterminée dans I’espace P par le systéme d’équations différen-
tielles

(1.3) dA; = w; A + WA, + WA + Ay, P=1,2,3,4
ou '

(1.4) O + Oyy + W33 + W4 =0, @04 =wy3=0.
Posons

(1.5) W3 = O, Wy = Q.
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Si les points 45 et A, sont situés sur les transformées de Laplace de la droite [ 4,4, ]
de L, on a ([1], (1.11))

(1.6) Wiy = 0 Wy, Wy = U@, W34 = P00y, w43 = Pio,.

Supposons que les nappes focales de la congruence L ne sont pas développables,
alors

(1.7) %0818, * 0.
Les conditions d’intégrabilité du systéme (1.6) sont ([1], (1.18))
(1.8) [@320,] + [doy + 0,205 — @5y — w44) 0] =0,

[doy + a,(201y — 0y, — w33) 0] + [w40,] =0,
- [a)41w1] + [dﬂ1 + Bi(wy, + w33 — 20’44) wz] =0,
[dﬂz + ﬁz(wu + w4y — 20’33) o] — [w3,0,] = 0.
Les formes

3 3

(1-9) Q= 00,0,0,, ¢*=ppww,, F=aupf o , Fy=05p, &,
[ . [2F)

liées par I’identité

(1.10) @.p*=F,.F,

et les équations

(1.11) Brw? + 0y0% =0, 0,07 + fwi=0

constituent I’élément linéaire projectif de la congruence L(v. [1], p. 263); la forme ¢
est appelée forme ponctuelle, * — forme planaire et F, (F,) — premiére (seconde)
forme focale. L’équation (1.11) ((1.11),) est I’équation différentielle des asymptoti-
ques de la premiére (seconde) surface focale (4,) ((4,)).

Si Lest une congruence W, alors ([2], p. 403)

(1'12) aoy = B1B
et
(1.13) ¢ = o*;

les équations différentielles des asymptotiques des deux surfaces focales ne différent
que par un facteur non-nul. 4

D’aprés [4] le complexe osculateur Q de la congruence L(toujours supposée W) le
long de la génératrice [ 4,4, ] est déterminé par la relation

(1.14) Q = "o(p,[A4,45] — 0,[A4,4,]) = *0(2,[A414;5] — B2[4244])
o, 26 %0
et 'on a
(1.15) dQ = a[A;A;] — b[A,A4,] + [A4,4,],
(1.16) d*Q = (dc + aws, + bwyy + cwyy + @y,)[A414,] + (da + awy; + @33) .
[A145] + (db + b,y + w44)[A4244] + (aB; — baywy +
+ cw,)[A144] + (ay — bByw, — cwy)[A245]
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ou
a=d("ofy) + 'ofi(wy + @33), b =d(loay) + 'oay(wy; + @as),
¢ ='o(fiw;3; + 2 04y) .

Les images secondaires de Klein des complexes osculateurs forment dans ’espace
a cinq dimensions de Klein une variété () qui est une surface (courbe) si les nappes
focales de la congruence Lne sont pas (sont) réglées es L n’ appartient pas & un com-
plexe linéaire. La surface (Q) posséde un réseau conjugué dont I’équation différen-
tielle est identique a I’équation différentielle des asymptotiques ([4], ch. 4 et 6).

La surface (<I>), qui est 'image de Klein de la congruence L, est située sur I’hyper-
quadrique de Klein (K-quadrique) et posséde aussi un réseau conjugué. L’espace
tangent P3, ou osculateur P%, de la surface (®) est déterminé par les points [A;4,].
[4:4,], [4:4,] ou [4,4,], [4,4,], [A245], [AsAs], A[A,45] + [A244], Bifoy =
= ,/f, = A, comme il résulte des relations

(1.17) d[A,4,] = (01, + 02,)[4,4,] + w,[4,4,] — 0,[A4,4,],

d’[4,4,] = (doyy + 025 + 051 + ©F; + 03,0, + 040,)[4,4,] +
+ (dw, + 20y; + gy + Weqw,)[A;4,4] — (doy +
+ @y + 20y, + 0330;) . [4245] + (B105 — ,07)[4;45] +
+ (0,03 — B0} [A,44] + 20,0,[A34,] .

2. Outre la congruence L nous allons considérer une autre congruence L non-
parabolique dont les surfaces focales ne sont pas développables. Nous supposons pour
la congruence L les notations analogues a celles employées pour L, en indiquant avec
des accents les expressions relatives & L. Le repére de la congruence L soit particula-
ris¢ d’une maniére analogue comme pour L.

Soient tout d’abord Let L' des congruences arbitraires.

La transformation développable T des congruences L et L est déterminée par les
équations

(21) ) w; = 0}, 0,= )

et Phomographie générale H tangente a cette transformation est donnée en coordon-
nées des droites par ([1], p. 268)

(22) H[A,4,] = [4}45],

H[AA45] = @*[A145] + o m[A14%],

H[A2A4] = Q_Z[A,zA:t] -o! ﬂz[AaArz] s

H[AA,] = [ATA4,] + 4,[A145],

H[AzAs] = [Alels] - ll[Alelz] ’

H[A3A,] = [A544] + (MAy — ppo)[A1AL] + A [ALAL] —
— A[A545] — o uo[A1A5] + 07 m[A54L],
e =*0.
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M. E. CecH a introduit au Mémoire [1] les classes suivantes de transformations
développables (de déformations projectives du premier ordre): déformations ponctuel-
les ou planaires, caracterisées par la relation ¢ = ¢’ ou @* = @*', déformations
focales de premiere resp. seconde espéce, caracterisées par la relation F; = F resp.
F, = F), et enfin déformations asymptotiques de la premiére resp. seconde espéce,
les caracterisées par a,ff; = a}ff, resp. a,f] = o5f;.

On obtient par un calcul simple d’aprés [1], p. 273, que les homographies tangentes
relatives aux quatre premiéres des déformations mentionnées sont déterminées par
les relations:

7\

o o |
(2.3); -4 02 = .;,1, = ;_2
1 2
Q=0 o2 = IR _ B2
* */ o* B ’

pour \ on a ! 2 , My =1, =0, A, 4, arb.
\ Fi=F . _ o _ B
OF, = — ==
\F2 = F) ay By

oF, = L ﬁ '

%) B

La transformation développable (2.1) est une déformation asymptotique de 1 (2°)
espéce si elle induit une transformation asymptotique des premiéres (secondes) sur-
faces focales des congruences Let L.

La condition nécessaire et suffisante pour que la transformation développable (2.1)
soit une déformation projective des congruences Let L est I’existence d’une quantité

0? satisfaisant aux conditions

(2.4) - =0y, oy =%, By=0Bi, Br=0¢ B,
ou en d’autre termes |'invariance de I’élément linéaire projectif.

Si Let L sont des congruences W, on obtient de ce qui précede les résultats suivants:

Si la transformation développable est une déformation asymptotique de la premiére
espece, elle est en méme temps une déformation asymptotique de la seconde espece et
inversement. On peut alors introduire pour les congruences W la notion de déforma-
tion asymptotique (totale).

Si la transformation T est une déformation poctuelle, elle est en méme temps une
déformation planaire et inversement, comme il résulte de (1.13); mais les homo-
graphies relatives a ces déformations ne sont pas égales. S’il existe une homographie
qui réalise une déformation ponctuelle et en méme temps une déformation planaire
alors elle réalise aussi les deux déformations focales et inversement; T est une défor-
mation projective et en méme temps une déformation asymptotique. :

Si T est une déformation asymptotique, alors en général elle n’est ni déformation
ponctuelle (et par suite elle n’est pas une déformation planaire) ni déformation focale.
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Pourqu’une déformation asymptotique soit une déformation projective, il est néces-
saire et il suffit qu’elle soit en méme temps encore une des déformations (2.3).

3. Dans ce chapitre on étudie les propriétés des déformations ponctuelles, planaires
et focales des congruences Let L en supposant que Let I’ sont des congruences W.
Le plan tangent P3 a la surface (@) passe par la K-transformation relative d
I’homographie (2.2) (tangente d la transformation développable (2.1)) dans le plan
tangent a la surface (®'), comme il résulte du chap. 1 et les points [A;A4,] et [A}A})
se transforment I'un dans I'autre. Comme pour la surface (®) = {[4,4,]} on a
(3.1) H d’[A4,4,] = [(Byw; — w,07) 0* — 20p0,0,][4745] +
+ [(y03 — Bow?) 077 + 207 'y 0,0, ][4544] +
+ comb. lin. ([4}, A5], A[414,] + [A4545], [4344]),
la K-transformation mentionnée ne convertit pas, en général, 'espace osculateur P4

de la surface (®) dans 'espace osculateur P§ de (®’). Les espaces osculateurs HPJ et
P2 ont en commun I’espace

(32) Py = {[4)45], [4145], [4545]), [4545]}
a trois dimensions.

La condition nécessaire et suffisante pour que espace osculateur P2 se transforme
par ’homographie tangente dans I'espace P2 est
(3.3) (Byw3 — w007 — 20p,0,,) : (203 — Brwie "2 + 207 pywyw;) =

= (B} — 2300) 1 (403 — Fod) .

Une comparaison des coefficients de wiw (i, k = 1,2,3,4; i + k = 4) dans cette
relation donne 5 relations dont les deux suivantes sont seules indépendantes (i, 1, +0)

(4) o =P <: by _ mos E’;!iz), oo 0,1<= lz_)
aify 85 B1B A0y Ha B> 2° B>

L’homographie (2.2) tangente & la transformation développable (2.1) transforme
les points Q et dQ donnés par les relations (1.14) et (1.15) de maniére que

(3-5) HQ -= 1‘7{/}1@2[/1/114’3] - “19—2[14'2/12] + (ﬁl@#x + 0_1#2“1)[14/1/4’2]} s

(3.6) HdQ = ¢*b,[A145] — 0 2a,[ALAL] + [byopy + aye™'p, +
+ 1"f'(ﬁ1wsz + 0‘16041)][A1A’2] >

ou

(3.7 a; = d(fouy) + 'ouy(wy, + was), by = d('eBy) + 'oBy(wyy + w33).
On voit des relations (3.5) et (3.6) que les points HQ et H dQ sont situés en général

dans le plan tangent a la surface (Q') au point Q' et alors la K-transformation rela-

tive @ 'homographie tangente porte le plan tangent P dans le plan tangent P5 et

on a HQ £ Q'; pareillement on peut démontrer: I’espace osculateur P9 passe par la
K-transformation mentionnée dans 'espace osculateur Py .
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La condition nécessaire et suffisante pour que les points géoméiriques HQ et Q'
coincident est

(3'8) ﬁl@z 3“19—2 =pi:ay, Brouy + Q_l.uzoh =0,
ce qui est justement la condition (3.4). On a alors le théoréme suivant:

Il y a toujours des homographies tangentes a la transformation développable
(2.1) qui transforment les complex osculateurs Q et Q' des droites des congruences
Let L' les uns dans les autres; en méme temps les K-transformations relatives a ces
homographies transforment les espaces osculateurs des surfaces () et (9), qui sont
les images de Klein des congruences L et L, les uns dans les autres; les K-trans-
formations mentionnées réalisent le contact géométrique du premier ordre des sur-
faces (Q) et ('), mais les tangentes aux courbes du réseau conjugué de (Q) et (Q') ne
se changent pas les unes dans les autres. Les quantités g, u,, 1, ne sont pas fixées
par les relations (3.8) univoquement, de sorte que pour chaque couple de génératrices
qui se correspondent dans la transformation dévéloppable, il y a 0® homographies
tangentes ayant la propriéié précitée. Remarquons que la relation (3.8), peut étre
satisfaite de la sorte que g u, + 0 ou gy = u, = 0. :

Si seulement la condition (3.8), ou (3.8), est vraie, alors le point HQ est situé sur la
droite joignant les points Q’ et [ 4745 ], ou bien les points [4745] et [A4544].

Les K-transformations relatives aux homographies tangentes (2.3), _, qui réalisent
une déformation ponctuelle, planalre et les déformations focales transforment le
point Q de la maniére suivante:

It

(3.9) p=¢ , HQ="'

pil L] - wumﬂ}=

ap[AA5] — —«[32[A2A4]

gt

| f
o* =¥, HQ=" { [AA]—alFl[AA4}

%J”MAJ muA4}

Fy=Fy, HQ="o {pi[A145] — 0i[434.]} =

=2 f {as[A545] — Bo[ 454410,

F,=F,, HQ="o f (B[4 45] — o [434,]} =

% ([ 4145] — B[ A4345]) |
Vu ces relations et les relations (2.3) on a: la condition (3.4); ou (3.8), est une
condition nécessaire pour que I’homographie tangente réalise au moins une des
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déformations focales entre les congruences Let L' qui sont W. Les homographies qui
réalisent les déformations focales (tant qu’elles existent), se trouvent dans I'ensemble
des homographies tangentes qui portent les complexes osculateurs ’'un dans I’autre.

Des relations (3.4), il résulte

(3.10) 92=1,1ﬁ=lf1_21§_l&_31ﬁ_,2_1“1=4,1E'1 1§,

R R Y A A A
ol
(311) 1/12:&, 2/'[‘2=&, 3/{2=E_l_’ 4/12=&’ (1/{21)2___(3}‘41)2,

Fy F Fy Fi

de sorte que
(3.12) 22 =1, resp. A2 =1
est une condition nécessaire et suffisante pour que la transformation développable T
soit une déformation focale de la premiére ou seconde espece.
Soient
(3.13) 1Q = B,[4,45] — [4,4,], *Q = a,[A;4;5] — By[A4244]
les complexes arithmétiques relatifs au complexe géométrique osculateur Q de la
génératrice [A,A4,] de L, de sorte que d’aprés (1.14) on a
(3.14) Q=1'Q="27Q.

L’homographie tangente déterminée par les relations (3.10) et uy = pu, = O trans-
forme les complexes arithmétiques (3.13) de fagon que

(3.15) H19=/£}19'=ﬂ F—329'=-°‘—/’A/}:—-}29’,
Fl /32 FZ BZ Fl

wao- g% ilg,zgjglg,'
N FZ ﬂl Fl ﬁl F2

On a alors le résultat suivant:

La condition nécessaire et suffisante pour que la transformation développable
(2.1) soit une déformation focale de la premiére ou seconde espéce est: il existe une
homographie tangente qui porte les complexes arithmétiques osculateurs *Q et 1Q’
ou bien 2Q et 2Q' 'un dans lautre. Lhomographie tangente qui réalise la trans-
mation 'Q « Q" et ’homographie qui réalise la transformation *Q < 2Q' ne
coincident pas en général. Si et seulement s’il existe une homographie tangente qui
réalise en méme temps les deux transformations 1Q < 1Q’ et 2Q « 2, la transfor-
mation développable (2.1) est une déformation projective.

On voit des relations (3.9); , que "homographie tangente qui réalise une défor-
mation ponctuelle ou planaire ne transforme pas en général des complexes oscula-
teurs Pun dans 'autre. Si, et seulement si, une de ces homographies tangentes réalise
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la transformation Q « Q', la transformation développable (2.1) est une déformation
projective.

4. Les congruences L et L soient en déformation projective; alors d’aprés [1],
chap. 7, on peut particulariser le repére (1.1) de telle fagon que ’homographie H,
osculatrice a la transformation développable (2.1) prenne la forme

(4.1) HO[A,.A,‘] = [A;A,ﬁ] , Lk=1,2,34,i %k
et on a outre cela
(4-2) oy =0ay, Br=B1, =0, By=4p;.

La particularisation précédente du repére entraine les relations (t;, = wj — @)

(4'3) Ty =Ty =T34 = T43 =0,
(4'4) Typ — T33 = Ty — T44 =0,
(4.5) Tya — Ty = €01 — €0, , T3z = Bre0p + 04c;0,,

Tag = 030,07 + fio1@; .

Dorénavant, soient L et L des congruences W en déformation projective; alors le
repére peut &tre particularisé de telle fagon que (cf. [2], ch. 6)

(4.6) Gy=p=a=p1=~0=—-F=—-ad,=—-f,=1,
et’'on a
(4.7) T3y = T4y -

Vu la derniére particularisation, on obtient pour la congruence L (et pareillement
pour L) les relations (v. [2], p. 406 —408)

(4.8) W1 + W4y = 0y + 033 =0,
(4.9) Wyq — W33 = Wy — Waq = 2,y + 2,0, ,
(4.10) Wy — Wy = W33 — Way = 1,0, + t,w,,
(4.11) w3y =(z; — ) oy + (z;, — 1) 0, ,
w4 = — (2, + ) oy — (2, + 1)) ©,,

(4.12) [do ] = = z[w,0,], [do,] = z;[0,0,],
(4.13) w3 = (p+ 2y + 227 + ) oy + Hzow — 25 — 2) 0,

04y = Hz12 — 221 — 2wy + (P + 225 + 225 + B o,
(4.14) dt; = (s — 3zytq) 0y + (r — z2,1)) @, ,

dt, = (r — z;8,) 0y + (s — 32,1,) @, ,

(4.15) dzy = 2110, + 21,0, , dz, = 25,0, + 25,0, ,
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= o([4:4;] = [4:44]). (‘o =70 =0),
dQ = o{(t;o; + t,0,)([4145] + [4,44]) = 20, + tw,)[4,4,]} + -d—GQ,

d2Q = of[ — 2d(t,w; + 1;0,) + 2(tyz, — tz )] — 03)][4,4,] +

(4.16) + [d(tyo, + 1,0,) + (o, + w,)*][4,4;] + [d(to, + 1,w,) —
— (o, + ,w,)?|[4244] — 21,0} + 26,00, + tw3)[A144] +
+ 21,07 + 2t,0,0, + Lw3)[A,4;5] +
+ 2do{(t;, + tza)z)m = 2At,w; + ywy)[4:14,2]} +

g
Supposons
(4.17) - (17 = )17 — 1) a1y £ 0,
c.-a-d., aucune des congruences Let L' n’est ni une congruence de Segre, ni sa dualisa-

tion (en tant que transformation développable) n’est une déformation projective
demi-singuliére.

La transformée de Laplace (2, ) ou (Q_,) de la surface (Q) au sens des courbes
w; + w; = 00u w; — w, = 0 décrit le point (v. [4], ch. 6)

(4.18) Q. =1,{(t; + 1)[A14;5] + [424,] + 2[A14,] +
+ (21 + 2)[414:] — [A244]}, @ #0,

ou bien

(4.19) Q_y =1_,{(t; — )[4 45] + [4,4,] — 2[A,4,] +

+ (zy — z3)[4145] — [424,4]}, 1o, =0,
pour lequel on obtient par différentiation

(4.20) dQ,, = v, {[dt; + dty, + 2(zy + z,)(tyw( + t,0,)]([4145] +
+ [A2A4,] + 2[AA,]) + [dzy + dz, + (1, + 1)(ho, + ho,)].
([A145] = [A244]) + 2(ty + 1) (w5 — o,)([A444] +
¥ [44) +8 e,

(421) dQ_; = t_{[d1; — dt, + 2(z; — )0 + 1,0,)|([4,45] +
+ [A424,4] — 2[4145]) + [dzy, — dz; + (1, — 1,)(ty0, + 1,0,)] .
([A4,145] = [4244]) + 2(1, — )0 + wz)([AZA3] -

— A} + =

Q-‘l s

T-1

respectivement.
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De (4.4) et (4.5) il résulte
(4.22) zZy =24, 2z, =25,
(4.23) =t =1y, =1 —1,.
Une déformation projective des congruences Let L est une déformation singuliére
resp. demi-singuliére de premiére (seconde) espéce si et seulement si ¢; = ¢, = 0,

resp. ¢; = 0 % ¢, (¢, # 0 = ¢,). Si et seulement si T est une déformation singuliére,
Let L sont des congruences R (v. [2], ch. 4).

Dans la suite, nous allons examiner des corrélations entre les surfaces () et (Q') qui
représentent dans Pespace de Klein des congruences Let L en déformation projective.

Considérons sur la surface () une couche de courbes

(4.24) w, = cw,
et sur la surface (Q') une couche
(4.25) w, = co, .

Désignons par C ou C’ la courbe de la couche (4.24), ou bien de (4.25), qui passe par le
point Q, ou Q' respectivement. Soit H,C la transformée de la courbe C par ’homo-
graphie osculatrice H, qui est déterminée par les relations (4.1). Les tangentes des
courbes H, C et C’ coincident si et seulement si

t2 + Ctl tl + Ctz R
4.26 = =),
(4.26) th+ 'ty 1+ 't (=)
et on a
(4.27) H=2gq,
- g
(4.28) Hodg=ji‘7d9'+(@—jd",)g',
g ag o

ou j (déterminé par la relation (4.26)) est le coefficient de dilatation du contact géo-
métrique du premier ordre des courbes H, C et C'.")

La K-transformation relative a l’homographie' H, osculatrice a la transformation
développable (2.1) réalise entre les deux surface (Q) et (Q') au point (4.27) le contact
géométrique du premier ordre et les tangentes aux courbes du réseau conjugué se
transforment Pune dans I'autre (cf. chap. 3, p. 256).

On peut donner a la condition (4.26) la forme
(4.26) (1 = ed)tit, — 1113) + (¢ — )(tsy — 1215) = 0.
1y Si (4.24) ou (4.25) est ’équation différentielle des courbes qui correspondent a la décomposi-

tion canonique relative a la dualisation en tant que déformation projective de la congruence L ou L’
respectivement, alors #; + cf, = ’1, -+ c't2' = 0; les tangentes des courbes H,C et C’ de la dé-

2 2
. . 15—t t
composition coincident et le coefficient de dilatation est donné par j = —,;—712 L2
1< — t
2 1 2

260



Avant tout, remarquons que la relation de ci-dessus ne peut pas étre remplie iden-
tiquement, pour c et ¢’ arbitraires. En effet s’il en était ainsi, on aurait nécessairement
tit, — ity = tity — t,ty = Oetalors 17 — 13 = t}> — ;> = 0, ce qui est en contra-
diction avec la supposition (4.17).

SiT’on a
(4.29) thit, — tith = 0 =% t,t) — byt
alors ¢ = ¢’ et les courbes ou leurs tangentes se correspondent par les mémes valeurs
de c et ¢’. Aucune des congruences Let L' n’est de Segre, car il résulte de (4.29); que
1y = 11y, 15 = 1, (t + 0); en substituant dans la relation (4.29), on obtient

1P -ty =1 - 13) #0.

Silon a
(4.30) thty — 1ty £ 0 = t,1] — 1,15,
alors ¢ = 1/¢’, et ni L, ni L' ne sont des congruences de Segre. Ce cas ne différe qu’
inessentiellement du cas précédent et nous allons ’exclure de nos considérations.

Siona
(4.31) ity — thty 0 £ 1,1 — 1,85 £ £ (1, — 1,13),
alors ¢ % ¢/, pourvuque ¢® # 1 % ¢’>. Sic = 1(c = — 1),alors¢’ = 1(¢’ =— 1)et

les tangentes aux courbes du réseau conjugué des surfaces () et (Q’) se changent les
unes en les autres.

Finalement, si I’'on a
(4.32) 1,0y — 11y =141, — 130 £ 0, resp. 1ty — tyty = — (i1, — t,;15) £ 0,

on obtient, en se bornant au premier cas, (f, — ,)(t; + t3) = 0, et alors au moins une
des congruences Let L est de Segre, ce qui est en contradiction avec la supposition
(4.17).
Si aucune des congruences L et L' n’est une congruence de Segre, les courbes
(4.24) et (4.25) ont le contact analytique si et seulement si
R =t =ty 4ty 1 - — 4l + Lt

(4.33) ¢ = , ¢ = - - , hith — t,t] £ 0
tith — byt Lty — Ity

et alors sur chacune des surfaces (Q) et (Q') (tant qu’on a t;t; — t,t] * 0) il existe
juste une couche de courbes entre lesquelles la K-transformation (4.1) realise le
contact analytique du premier ordre. 4

Si la transformation développable est une déformation projective demisinguliére
de 1°" ou 2¢ espéce (cod-d.cy =0 F c,0uc; #0= ¢,) alors la K-transformation
(4.1) réalise le contact analytique entre les courbes pour lesquelles on a

t St ¥ , t
(4.34) c=—,2, ¢ =2, ou c:—:, ¢ =
I 4 )

-

~

2
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Si
(4.35) ty=1ty, t,=1t,, 2 %01,
les surfaces (Q) et (Q') ne possédent pas des courbes entre lesquelles la K-transfor-
mation (4.1) réalise le contact analytique (du premier ordre); le coefficient de dila-

tation du contact géométrique des courbes H,C et C’ pour ¢ = ¢’ arbitraire est
donné par la relation

(4.36) j=-, T=const +0,1
T

et est alors constant pour toutes les courbes HyC et C' (¢ = ¢, arb.) qui partent d’un
méme point. (La preuve de ce que t = const # 0, voir p. 265).

Dans ce qui précede nous avons considéré les cas ou la déformation projective
n’était pas singuliere. Avant de passer au cas de la déformation singuliére, signalons:

(4.37)
H,d*Q = £’ij 20 + [2j do _ 2j2dl, +odj + aj(j — 1) dwl:l dQ’ + () Q' +
g g ag

+ 200 {w[(t1z2 — trz()(1 — ¢?) — jA(t1z, — thzy)(1 = ?)] +
40— 1) (6 + CORLAAT] + (1~ o Aty + cB)[A3A] +
+ [A344]) + 200i[ (1] + 2th¢’ + t1¢"?) — (ty + 2ty¢ + t,c*)[[A144] +
+ 200i[(t; + 2tic + 1,¢%) — jA(t, + 2t + the'H)|[A4545],

@9 @ =l + o] + [ + 2] +
+ (2, + z,)([4145] — [45244]))

T{(ty — L)([4145] + [4245] — 2[4143]) +
+ (21 = z)([A145] — [4244])} -

Des relations (4.38) et (4.39), il résulte que la transformation (4.1) porte en général
le point Q. , ou Q_, dans un point sur la droite {Q’, Q' ;} ou {Q’, Q_} respective-
ment. Si, et seulement si, pour les congruences Let L onat, + 1, =t + t, +0 %
fz,+z,0uty —t, =t —t, £0 =+ 2z, — z,, alors

(4.39) H,Q_,

(4.40) Ho@,y =20, ou HpQ_, =1'"tq,
T Ty
respectivement.

On peut, en raison de ce qui précéde, énoncer pour les congruences R le théoréme
suivant: Si et seulement si les congruences L et L sont en déformation projective
singuliére (c.-a-d. Let L sont des congruences R), la K-transformation (4.1) réalise le
contact analytique du second ordre entre les surfaces (Q) et (Q') et en méme temps le
contact analytique du premier ordre des deux transformations de Laplace de ces
surfaces.

o]
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La derniére assertion résulte des relations (4.20) et (4.21) en supposant t; = f},
t, = 1.

Sionaz; + z, =0, alors

(4.41) Hy,, =it )

Ty(1y + 13)
Soit HyI" ou I'" la courbe qui passe par le point HyQ, ; ou @', ; de la surface Hy(Q.;)
ou (Q,) et qui est déterminée par I’équation différentielle w, = yw; ou w, = y'w,;
respectivement; les tangentes de ces deux courbes coincident si et seulement si
(z + 2z, =0)

ty + yt, 1 -9 .
4.42 ! = = ji),
(442) Ty &)
etona

(4.43) Hyd,, = alit ) 4o o ()21 -
Ty(fy + 13)

En supposant z; + z, = 0, les surfaces Hy(Q,,) et (Q' ) ont le contact géométri-
que du premier ordre. Autant qu’ on a t; + t, £ t; + t, £0 =z, + z,, les sur-
faces Ho(Q4,) et (2 ,) ne possédent pas le contact analytique du premier ordre.
D’une maniére analogue pour les surfaces (Q2_,) et (2_ ;) en supposant z; — z, = 0.

On peut alors énoncer le théoréme:

La condition nécessaire et suffisante pour que les congruences L et L (pas de
Segre) soient des congruences D (zy = z, = 0) en déformation projective c.-d-d. des
congruences qui réalisent 'applicabilité projective des deux nappes focales, est: les
surfaces Ho(Q.4,) et (2,) et en méme temps les surfaces Hy(Q_,) et (Q~,) ont le
contact géométrique (j; = 1) du premier ordre.

D’aprés [4], chap. 6, la surface focale (4,) ou (4,) est réglée et ses génératrices sont
déterminées par ’équation différentielle w; + w, = 0 si et seulement si z; F z, =
=1t Ftyouz; Fz,=—(t; Ft,)respectivement. En raison des relations (4.22),
on obtient le théoréme suivant: Si Let L sont les congruences R (t; = t},t, = ;) en
déformation projective et L posséde juste une surface focale réglée, alors néces-
sairement L posséde aussi juste une surface focale réglée.

La décomposition canonique des congruences L et L relative & la déformation
projective considérée (v. [1]) est donnée par I’équation 7,; — 1,, = 0 et par 'équa-
tion différentielle (4.24) ou (4.25) ou ‘

1, —t , ty —t
_hmh e bt

th—t, t, — 1,

i

respectivement. Comme en général on n’a ¢ = ¢’ que pour ¢*> = ¢’ = 1, on voit que

les tangentes des courbes sur les surfaces (Q) et (Q') qui correspondent & la décom-
g

position canonique mentionnée ne coincident pas en général. Pour que ces tangentes
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coincident, il faut que (f; — t,)/(t; — t,) = + Lout; = 1t,(x* £ 0,1;i = 1,2), de
sorte que nous obtenons de nouveau des types de déformations déja examinés.
Remarquons encore, que, dans le premier des cas précédants, on a les relations
(4.40),. Comme d’aprés [2], chap. 3, on peut effectuer la transformation

tls t2
—ty, =1 '

il en résulte que les relations (4.40) sont vraies juste pour (t; + 1,)/(t; + t,) = £ 1.
Sit = 1, la déformation T est singuliére et alors la décomposition canonique n’est
pas univoquement définie.

Les tangentes des courbes qui correspondent aux décompositions canoniques rela-
tives a la dualisation en tant que déformation projective de chacune des congruences
L et L se transforment par la K-transformation (4.2) Pune dans Pautre.

Passons a déterminer Pexistence et la généralité des couples de déformations
projectives Let L telles que ¢} = 11y, t) = tt, (t* + 0, 1). Cette couple — 1 est dé-
terminée par le systéme suivant d’équations de Pfaff:

(4.44) W14 = Wy3 = Wpq + Wyg = Wy, + W33 =0,
Wy3 = — Wy = — W34 = W1, W13 = Wy = Wy3 = O3,
(4-45) Tyz = Tya = T23 = Tpq = Tyg — T3z = Tap — Tga = Tyy + Tgq =

=1 + 733 =0, 73, =14,

(4.46) Ty =Ty =T34 =T43 =0,

(4.47) Tap = T4y = (t; — 1)) 0y + (t; — 1)) @,

(4.48) T31 = 1@y, T4z = PrW3,

(4.49) Ty — Tap =T33 — Tag = (1] — 1) 0 + (th — 1) 0,

et encore (4.9), (4.10), (4.11), (4.13), (4.15) ou

(4.50) pr=p —p+tP—11, pp=p —p+1—13;
il en résulte
(4-51) Tig = — T22 =T33 = — Tag.

Par différentiation extérieure de ce systéme on obtient

(4.10)* [dt; o,] + [dt; ;] + (224 — t,25)[@y0,] =0,
(4.11)* [dt; w,] + [dt, o] + 3(zt; — zt)[ww,] =0,
(4.13)* [d(p + zyy + 1) oy] + Hd(z51 — z52) 5] +
+ (221 — 5z4, —4zy —2p + z4y + 277 + tfzz)[wxwz] =0,
[d(p + 252 + 3) @3] + 3[d(z12 — z59) 0] +
+ (2P + Zyp + 225 + 1529 — 2y — 5251 — 4z,)[w,0,] =0,
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(4.15)* [dzgy o] + [dzy, 0,] + (2424, — 2412,)[wy0,] =0,
[dzy; o] + [dz2s @,] + (21222 — 22251)[@yw,] = 0,

(4'48)* [dpl wl] - 2P122[w1w2] =0,

[sz wz] + 2}7221[0)1“’2] =0,
(4.47)* [df} w,] + [drh o] + 3(z11] — zot5)[w@,] =0,
(4.49)* [dr} o] + [dih w,] + (thzy — t12,)[ww,] = 0.

La différentiation extérieure de (4.9),(4.44), (4.45), (4.46) ne donne aucune relation
extérieure et les deux relations (4.] 1) conduisent a une méme relation extérieure.

En substituant dans les relations (4.47)* et (4.49)* t; = tz,(i = 1, 2) et en les modi-
fiant d’aprés (4.10)* et (4.11)*, on obtient

(4.52) Lldrw ] + f[drw,] =0, #[dtw,] + t,[drw,] =0.

En y posant dt = dw, + uw,, on obtient en vertu de (4.17) nécessairement A =
= u = 0 et alors

(4.53) T =const £ 0.

Par 12 on a aussi démontré que le coefficient de dilatation (4.36) est constant.

Les relations (4.10)*, (4.11)*, (4.13)*, (4.15)* et (4.48)* qui forment la fermeture du
systéme examiné peuvent étre écrites sous la forme

(4.10)** [4t; 0] + [4t, ;] =0,
(4.11)%= [4t, ©,] + [4t, 0] = 0,
(4.13)** 2[4P + Azyy + 2t; Aty o] + [d(z2y — z45) ©,] =0,
2[4P + Az, + 21, A1, wy] + [d(zy; — z2y) @] =0,
(4.15)*=* [4z;; o] + [dzy, @,] =0, [dzy; o] + [42z55 0,] =0,
(4.48)** [AP" + 2t;(1* — 1) 4t; w,] =0, [4P" + 2t,(r* — 1) 41, w,] =0,

etona

(4.54) Aty = dt; + mo,; — no,,
At, = dt, + nw; — mo,,
AP =dp + 2tyn + Z, — Py) 0, — (2t,n + Z, — Py) oy,
Az =dzyy — Zy0,,
Az,, = dz,, + Z,04 ,
AP" = d(p’ — p) + (Ps — n)o; + (P3 + n) w,,
ou
(4.55) m = 3zqt; — z5t;), n=3(trzy — t12;),

Zy =212y — Z11Z2, Z3 = Z1Z3; — Z3Z51,
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Py = (231 — 5242 —4) 2y — 2p + 2y + 227 + 17) 25,
Py =2(p + 225 + 225 + 13) 2y — (212 — 5221 — 4) 23,
Py=2p —p+tit> — 1)z,,
Py=2p —p+ 151> —1)z,.

Le systéme considéré est en involution et nous arrivons au résultat suivant: Les dé-
formations projectives Let L telles que t; = tt, (t* £ 0, 1; i = 1,2) dépendent de
huit fonctions arbitraires d’une variable.

Soit donnée une des déformations projectives de ci-dessus (p. ex. L). Alors la con-
gruence L est déterminée par le systéme fermé (4.45) — (4.49) + (4.48)*. A l'aide du
lemme de Cartan, on obtient de (4.10)* et (4.11)* la relation (4.14). En substituant
dans (4.48)* pour dt, et dt,, ona (t* % 0, 1)

(4.48)*** [4pw,] =0, [dpw,] =0,

ou

(457) Ap=d(p' —p) + 2p" — pzy + ¥ — 1t,r) 0, + 2(p' — pz, +
+ 12 = 1) o, .
Vu les relations (4.48)***, on a
(4.58) Ap =0.
La différentiation extérieure et les relations (4.11)* et (4.15) donnent
(4.58)** [(1 —®)dr + 2(p" — p)z21 — 212) @y, ©y + @,] =0
et alors: Si la congruence L est donnée, sa déformation projective L (t; = tt,,
2 £0,1;i=1, 2) dépend d’une fonction arbitraire d’une variable.

Sit = 1, voir [2], chap. 4. Pour 7 = — 1, p’ — p + 0 on obtient comme dans [2],
chap. 4, que z,, = z,;, et donc Let L, sont des congruences R, mais parce que
P’ * p, ces congruences Let L ne sont pas des dualisations ’une de I’autre. La trans-
formation développable L— L n’est pas une déformation singuliére (c; = 2f,,
¢, = — 21,) et alors les congruences R admettént aussi les déformations non-singu-

lieres. Or la transformation développable L— L*, resp. L* — L (L¥*(L*) est la dualisa-
tion de L(L)) est une déformation projective singuliére, parce que, p. ex., on obtient

L* de Lpar la substitution
( Iy I w3y w42>
=1y —1 W35 W4y

(v. [2], relation (3.4)). Les déformations projectives Let L' (1> = 1) dépendent de huit
fonctions arbitraires d’une variable. La congruence L étant donnée, la congruence L
(et aussi L'*) dépend d’une constante arbitraire. (Le cas T = — 1 p = p’, v. chap. 5.)

Passons a I’examination des cas ou au moins une des déformations projectives Let
L est une congruence de Segre.
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Soit tout d’abord
(459) t,—t,=1;,—1,=0, ou ti+t, =t +1t,=0, t;t, %0,

c.-a-d. L aussi bien que L sont des congruences de Segre — d’une maniére plus
exacte deux congruences a dualisation asymptotique de premiére ou seconde espéce
(v. [2]). Nous nous bornons au premier cas.

Comme les relations (4.27) et (4.28) sont vraies aussi sous la supposition (4.59), on
voit que les courbes Hy(Q) et (Q') qui représentent dans Iespace de Klein des con-
gruences de Segre Let L en déformation projective ont le contact géométrique du
premier ordre dont le coefficient de dilatation est

(4.60) “hob

LS
Si et seulement si j = 1, Let L sont des congruences R de Segre, et les courbes
Ho(Q) et (Q') ont le contact analytique du seconde ordre, comme il résulte de la
relation (4.37) pour j = letc = ¢’ = 1.

Le cas ou une des congruences Let L est une dualisation asymptotique de la pre-
miére espéce et I’autre une dualisation asymptotique de la seconde espéce, ne différe
que formellement du cas précédent.

Passons enfin au cas ou juste une des congruences Let L est de Segre. Soit p. ex.
(4.61) th=1ty, 7 —t2+0, tit,tith 0.

La courbe C = H(Q) donnée par I’équation différentielle (4.24), ol ¢ + 1, a au point
HyQ = Q' la tangente commune avec la tangente de la courbe C’ sur la surface
(') — I’équation différentielle de C’ est (4.25) ol on a nécessairement ¢’ = 1. Le con-
tact des courbes Hy(Q) et C’ est un contact géométrique du premier ordre dont le
coefficient de dilatation est

(4.62) j= (1 + ¢) (z (1 + c)>.

ty + 1 1+t

Comme ¢ (# — 1) est arbitraire, on peut le choisir d’une fagon convenable?) (dans
notre cas pour ¢ = (t; + t; — t;)/t,) afin que le contact des courbes H,C et C’ soit
analytique du premier ordre. (Cf. le résultat ol (Q) et (2') sont des surfaces, p. 261,
relation (4.33).)

Si et seulement si
Lty —t
¢ = htth Lo,
tl
le contact des courbes H O(Q) et C’ est analytique du second ordre, comme il résulte
pourj=1,c=c =1,2t; =2t, =t + t; des relations (4.37).

2) Au changement du facteur c il correspond le changement du parametre de la courbe C.
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En vertu de (4.10)* et (4.11)*, on a
(4.63) [dty w0y + 0] =0, z;, =2z,.

Comme 2dt; = 2dt, = dt} + dt}, on obtient par addition des relations (4.47)* et
(4.49)*, en tenant compte de (4.63), que ¢} = 1} et alors Let L sont des congruences R
de Segre.

5. Les congruences W de Segre, certains types de congruences qui possedent une
surface focale développable et une courbe directrice non rectiligne et certains types
de congruences paraboliques sont représentés dans ’espace de Klein par une courbe
dont les points sont des images secondaires des complexes osculateurs coincidant pour
toutes les génératrices des surfaces qui appartiennet a une certaine couche a un para- -
métre de ces congruences (v. [4]). Si cette courbe-1a est située sur la surface (Q) qui
représente dans I’espace de Klein une congruence L, alors a cette courbe il correspond
dans P’espace P, (sil'on se borne aux congruences de Segre) une congruence de Segre
tangente a L(v. [4], chap. 5).

Soient Let L' des congruences W en déformation projective et soit vrai (4.17). Ala
couche de courbes (4.24) sur la surface () qui correspondent aux asymptotiques des
surfaces focales de L, c.-a-d. pour

(5.1) c=+1,

il correspond les congruences tangentes de Segre dont les surfaces focales sont en-
gendrées par les droites ([4], p. 453)

(5.2) Xy = 2do,(t; £ 1,)([A145] F [4:4,]),
X, = 2dw,(t; + 1,)([4244] F [4142]), A * 0 arb.

qui sont tangentes aux surfaces focales de L. Les foyers correspondants des surfaces
focales des congruences de Segre ci-dessus sont donnés par les relations

(5.3) Ay =ad; + b(4, F A3), A, =ad, + b4, + 4,),
ou a, b sont des parametres arbitraires qui, natureliement, pour les cas ¢ = 1 et
¢ = — 1 ne sont pas, en général, égaux. L’équation différentielle des surfaces dévelop-

pables dont les arétes de rebroussement sont situées sur la surface focale (4,) ou (4,)
est

(5.4) bda —adb=[F a* — ab(z, £ z;) + b*(2 + $z5; — 2y, +

+p+ oz + 227 + 1)] o

ou
(5.5) bda — adb = [+ a* — ab(zy £ z,) — b*(2 + $z5; — 2y, *
+p+ 2y + 225 + 13)] 0

respectivement.
Pour la congruence L' on a sous la supposition ¢’ = + 1 dans (4.25), les relations
analogues aux relations (5.2) —(5.5).
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Nous allons étudier des propriétés des congruences de Segre tangentes a Let L, que
nous désignons Let L', en supposant que Let L sont en déformation projective.

L’homographie osculatrice (4.1) porte la droite géométrique X, (X,) dans la droite
géométrique X (X}) et le point géométrique A, (A,) dans le point géométrique
7, (43)2) -

Les congruences de Segre Let L' pour ¢ = ¢’ = 1 ou ¢ = ¢’ = — 1 tangentes aux
congruences Let L ne sont pas, en général, en transformation développable. La con-
dition nécessaire et suffisante pour que les congruences Let L' soient en transforma-
tion développable est que, en méme temps,

(5.6) pHti=p +12 et p+2=p + 1

ou

(5.6) p—p =t —ti=1t7—-13

sic=c =1ouc=c = —1, et Cest pourquoi les congruences tangentes Let L’
de Segre pour ¢ = ¢" =1 o0u ¢ = ¢ =— 1 sont ou ne sont pas en méme temps en
transformation développable qui est exprimée par les équations

(5.7) a=a, b=b, o, =0, =% 0, =+ 0

ou le signe supérieur (inférieur) se rapporte a¢ = ¢’ = 1 (¢ = ¢’ = — 1). Le théoréme

résulte par une comparaison des équations différentielles (5.4) et (5.5) des surfaces
développables avec des équations analogues pour la congruence L', parce qu’on a
W =0, 0, =0z, =z;(j=1,2), z; = zj (i, k = 1, 2) et les formes différen-
tielles b da — a db et b’ da’ — a’ db’ sont indépendantes.

Des relations (5.6) on obtient pour les congruences Let L

(5.8) n-t=0" =10 (+0)
et alors
(5.9) T =t =0, T =14 (+0).

La transformation développable (5.7) des congruences Let L' est une déformation
projective et les homographies osculatrices a la transformation développable (2.1)
et a la transformation développable (5.7) coincident. Au Mémoire [3], I'auteur
a démontré qu’une homographie osculatrice & une transformation développable des
congruences de Segre réalise en méme temps le contact analytique du second ordre le
long de toutes les génératrices des demiquadriques (de ces congruences) qui se cor-
respondent dans la transformation développable. Alors, il suffit, pour les congruences
Let L', que ’homographie osculatrice (4.1) réalise le contact analytique du second
ordre des génératrices [A4,4,] et [A;45]; or, comme I’homographie (4.1) réalise le
contact analytique du 2° ordre des génératrices [4,A4,] et [A}A5], elle réalise, en
vertu de (5.7)3, aussi le contact analytique du second ordre des génératrices [Z,ZZ] et
[4,45].

3) En coordonnées ponctuelles, ’homographie osculatrice (4.1) est donnée par les relations
Hod; = A5 (i =1,2,3,4).
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Les congruences de Segre tangentes aux congruences Let L pour lesquelles ¢ #+ ¢/,
ne peuvent pas étre des déformations projectives comme il résulte des relations (1.17);
p. ex. si on exprime H, d’[4,4,], alors pour w, = cw, le coefficient de [A4745] est
i(1 + ¢?) et il est différent du coefficient wi(1 + ¢’2) de [A4;A45] en d?[A474}] pour
w, = c'w,, tant que ¢ =+ ¢’. Mais il est ¢ = ¢’ (& =+ 1) seulement quand on a (4.25)
et alors ; = tty, t) = 11, (t + 0). D’aprés (5.6) il résulte p — p’ = (¢ — 1)1} =
= (% — 1) 13 ou (v* — 1)(t] — 13) = 0 de sorte que soit t; — t; = 0, ce qui est en
contradiction avec la supposition (4.17), soit 72 =1. Pour t = 1 il résulte p = p’ et
alors les congruences Let L sont projectivement équivalentes.

Soit 7 = — 1. Les équations différentielles des surfaces développables des congruen-
ces tangentes de Segre sont pour w, = cw; (¢ *++ 1) (v. [4], (5.29), (5.30))
(5.10) T,b, da, — a; d(Tyby) =
2 2 T, T3
=|ai — aibiTy(z; + ¢z,) = (Tyhy)* (031 + 2 F + ¢ — || oy,
T; T
(5.11) Tyb, da, — a, d(Tyb,) =

T. T
=|ajc — a,b,Ty(zy + cz;5) + (Tyby)* (way + 22 ¢ + ——% w;,
Tl Tl
oy Ty(Ty + cT)(T, + ¢Ty) 0
ou les paramétres a,, by, a,, b, sont liés par la relation

(5.12) abio(Ty + ¢Ty) + byayo(T, + ¢Ty) +
+ byb,[(TiZ, — T\T2Z,) 0, + (T, dTy — T, dT,)] = 0
ou
(5.13) Ty =t +the, Ta=t,+tic, Z; =z +z5¢, Z, =12, + zC.

Pour les congruences tangentes L. et L, de Segre dont les images sur les surfaces (Q)
et (Q') sont déterminés par I'équation w, = cw; on obtient, sous supposition t; =

= ti,

=Z‘, p,=p', l=1,2
La transformation développable '
(5.15) a, =ay, by=0>by, a,=4d5, b,=0D)

des congruences L, et L, est une déformation projective pour ¢ [ & — (t,/t,), — (Ty/T>),
— (T,/Ty), 0] arbitraire et son homographie osculatrice coincide avec I’homogra-
phie osculatrice de la transformation développable des congruences Let L qui sont
des dualisations 'une de I'autre.

Passons a la détermination de I’existence et de la généralité des déformations pro-
jectives L et L en supposant (5.6)’; ces déformations sont déterminées par le méme
systtme de Pfaff comme des déformations projectives pour lesquelles t; = tt,,
1y = tt, (v. p. 264), mais dans (4.48) ona p; = p, = 0.
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La fermeture du systéme examiné est formée par les relations (4.10)**, (4.11)**,
(4.13)**, (4.15)**, (4.47)*, (4.49)*, ou on peut écrire les deux derniéres sous la forme

(4.47)%* v [41) ,] + [4ty 0] =0,
(4.49)** [41) o] + [4t, w,] =0,
ou

Aty = dty — Ytz — tiz)) 0, + 32,1} — z215) o,
Aty = dty + (2, — t1z5) 0 — Az,1) — zp15) @, .

Le systeme envisagé est en involution et on a le théoréme suivant: Les déformations
projectives qui satisfont aux relations (5.6) dépendent d’une fonction arbitraire de
deux variables.

Si Let L sont des dualisations 'une de I'autre (t = — 1), alors chacune d’elles est
déterminée par 'autre automatiquement. En vertu de (4.10)* et (4.11)* les relations
(4.47)* et (4.49)* coincident. La classe de couples de congruences Let L (v = — 1)
dépend d’une fonction de deux variables, comme on pouvait prévoir, car cette classe
est identique a la classe des congruences W et leurs dualisations.

Dans le premier cas, si la congruence L est donnée, la fermeture du systéme qui
détermine la congruence L’ est formée par les relations (4.47)** et (4.49)**, et alors la
congruence L dépend de deux fonctions arbitraires d’une variable.
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Pezrome
K TEOPUU TTPOEKTUBHBIX M3IMBAHUN KOHIPYDHIUN W
BJIAIUMUP TI'OPAK (Vladimir Horak), EpHol

BropuyHble 06pa3bl CONPHKACAIOLIMXCS KOMILIEKCOB 2 Jydyed KOHrpy>HIHHM L,
ABJISFOLIENCS KOHIPYSHLKel W, 3amoNHSIOT B MATHMEPHOM NpocTpaHcTBe Kreitna
MHorooGpasue (), KOTOpoe SBNSETCS MOBEPXHOCTHIO C CONPSKEHHOM CETBHIO
B caywae, xorga obe ¢okaibHbIe IOBEPXHOCTH HE JMHeHYaThle, MM KPUBOH, Kaca-
TeJIbHbIE MPSMBIE ¥ COIPUKACAIOLIHMECS IJIOCKOCTH KOTOPOH HE SABJISFOTCS KacaTellb-
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HBIMM K runepksanpuke Kileiina, B ciyuae, xorma obe ¢okajibHbIE NOBEPXHOCTH
JIMHeHuaThie U, crenoBaTenbHo, L — xoHrpysHius Cerpe.

Ilycte L w L’ — xourpyssuuu W B pasBepThIBarouiemcs npeobpazoBanHuu T.
KacartenbHas kosuinHeanusi npeobpa3yeT kacaTesIbHble W CONpUKAcArOLIMecs Npo-
CTpaHcTBA MHOroo6pasuii (Q) u (') B cebs1, Ho He IpeobpasyeT, BoobLue FOBOPS, CO-
NpUKacaloLIyecs KOMIIEKCH Q U Q' 1ydeif, COOTBETCTBYIOLUMX IPYT OPYTY B Pa3BepThI-
BaroiLemcs npeobpasoBanuu T, B cedst. s Kaxaoi mapbl NPsSMBIX, COOTBETCTBYIO-
wux apyr apyry B T, Bcerma cyliecTByeT co? kacaTeJbHbIX KOJUIMHealuil, ipeobpa-
3YIOWMX HX CONpPMKACAIOLIMECs KOMIUIEKChI (Kak reoMeTpuueckne o6paski) B ces.
st Toro, uto6s! T GbLIO (oKaIbHBIM H3rnGanueM 1-ro (2-ro) pona, He0GXOAMMO U
JIOCTATOYHO, YTOOBI CyLLECTBOBAJIA KacaTeJbHas KOJIIMHEAIMs], IEPEBOISILAST HEKO-
TOPBIi apuMeTHUECKHUIA CONPUKAcaromuiicss komrieke ' Q mwin 2§, CooTBETCTBY FOLIMIA
KOMIUIEKCY 2 KOHIpYIHUMHM L B HEKOTOPBIH apu(pMETHUYECKUIl CONMPUKACAIOLMNCS
KOMILTEKC ' Q' nnu 2Q’, COOTBeTCTBYIOWMIA KOMIIeKCy ' koHrpysHuuu L. Vkazau-
HbIe KacaTeJIbHble KOJUIMHEALMH M apu(MeTHdecKue KOMIUIEKCHl DPa3IM4yHbl IS
(oxanbHbIX M3rubaHuii 1-ro u 2-ro pona; eciu 3TH ABE KacaTeJbHble KOJJIMHeAlun
cosnajaioT, To T — mpoekTuBHoe wuirubanue. IIpeoOpa3oBaHMs NSATUMEPHOIO
npoctpancTBa KieliHa, cOOTBETCTBYIOIIME MPOEKTUBHBIM Npe0OpPa3oOBaHUAM TPEX-
MEpPHOT0 MPOCTPAHCTBA, Mbl Ha3zoBeM K — mpeoOpa3oBaHUIMM.

ITycte L 1 L’ — xoHrpysHuuu W, cBsi3aHHblE NMPOEKTUBHBIM u3rubanuem. K —
— npeoGpazosanue H,, COOTBETCTBYIOIEE CONMPHKACAIONIEHCS KoJmuneammu H,
pa3BepThIBaIOLIerocs npeobpasoBadus T KOHTpysHLmi Lu L', ocyuiecTsisieT BooOIe
Mexaly oBepxHocTAMHE () 1 (Q7) (370 3HauuT, 4T0 LU L’ He ABISIOTCS KOHIPYdH-
wmsimu Cerpe) TeoMeTprueckoe KacaHue IepBOro NOpsika M IEPeBOJNT KacaTeslb-
HBIE K KPUBBIM CONPSIKEHHOW ceTH B cebsl. DTO KacaHUE SBJISETCS aHAJIUTHYECKUM
M axe BTOPOro NOpsAKa, €CIH M TOJIbKO ecli L1 L' BJI¥oTCSt KOHTpyaHIMAMH R H,
cnemoBatensHo, T — ocoboe npoektuHoe n3rubanue. fycrs (2. ), (Q-,) 1 (Q44),
(Q~,) — npeobpasosanus Jlamnaca nosepxuocteii () u (Q°). Ecan u Toabko eciu L
U L’ cyTb KOHIPy3HUUU D (R), TO ykazaHHoe K — mnpeoOpa3oBaHue OCyLUECTBISET
reoMerpuueckoe (aHaJUTHYECKOE) KaCaHHe NEePBOro HOpsiaka IOBepXHOCTeH (Q,4)
u (2 ;) oHOBpeMeHHO ToBepxHOCTeH (2 ;)1 (R ). Koo uuueHTs pacTsikeHus j
KacaHusi, ocyliectaisemoro K — mpeoOpazoBatueM H, MeXIy KPUBBIMH IOBEPX-
HOCTEHR (Q) U (Q’), 6ynyT BooOie pasinyHbl. CyluecTByeT Kjiace nap KOHrpysHumii L
u L’ B npoekTUBHOM M3rubaHuu, 3aBucsilas oT 8 QyHKLIUI ONHOIO NMEepeMEHHOro,
JUTSL KOTOPBIX j = konst & 1 1Jist BceX KpUBBIX Ha TIOBEPXHOCTSX (Q) u (Q), HMMEIOILMX
ob1uue kacaTenpHble. ECIM oHAa M3 KOHIPYHUUH yKa3aHHOM maphi JaHa, TO BTOpas
3aBUCUT OT O/HOH (yHKIMM OJHOTO mepemeHHoro. Ecau j = 1, To MBI nosyyaem
B TOYHOCTH Napy KOHIPY3HIMH R, OGLIHOCTb KOTOPBIX U3BECTHA. ABTOP UCCIEOYET,
aHaJIOrMYHBIM OOpa3oM U ciyyau, KOraa ojHa i obe u3 koHrpysHuuid L u L’
sIBJIsIFOTCS KOHTpysHuusmu Cerpe.

KpuBoii (3a HCKJIIOYEHHEM HEKOTOPBIX CIy4acB) Ha NOBEpPXHOCTH () cooTBeT-
CTBYeT T. Ha3. KacatesibHas koHrpysuuust Cerpe L k kourpysuumu L. Eciu Lu L
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CBSI3aHBl POEKTHBHBIM M3TMOAHMEM, TO KacaTeJbHble kourpysuuuu Cerpe Lu L’
BOOOIIIE HE CBSI3aHBl Ja)ke pa3BepThIBAIOLIMMCS mpeobpasoBanueM. HeobxoammbiM
ycoBueM Toro,uto0st Ly L’ BBLTH CBA3aHBI pa3BEPTHIBAIOILMMCS IPE06pa3OBAHHIEM,
SABJISIETCS yCIIOBUE, YTOOBI KPUBbIE, KOTOPBIE MX MPE/ICTABISIOT Ha OBEPXHOCTSX ()
u (Q'), GBLTA KPUBBIME COTIPSDKEHHOM CETH 1 YTOGBI IPOEKTHBHOE N3rMOAHME KOHIPY-
sHmui Ly L’ He 6b1110 0coObiM. CyuiecTByeT Kiiacc nap KOHrpyssHiuid Lu L’ B npoek-
THBHOM HU3ru0aHuu, 3aBUCAILMHA OT ONHOM (DYHKIMHU JBYX TE€PEMEHHBIX, Y KOTOPBIX
KacaTesibubie KOHrpysHuuu Cerpe Lu L', COOTBETCTBYIOUIME KPUBBIM COTIPSKEHHOM
CEeTH, CBSI3aHbl NPOEKTUBHBIM H3rubanueM. Eciau maHa olHa U3 KOHIPYSHLMH yka-
3aHHOI Mapbl, TO APYras 3aBUCHT OT ABYX (QYHKIA OHOTO MEPEMEHHOTO.
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