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Чехословацкий математический журнал, т. 12 (87) 1962, Прага 

ОБ ОБЛАСТЯХ ТИПА 9Î 

ИНДРЖИХ НЕЧАС (Jindfich Necas), Прага 

(Поступило в редакцию 28/VI 1960 г.) 

Области с границей, представленной функциями, удовлетворяющими 
условию Липшица — т. е. области типа У1 — имеют важное значение 
в теории пространств Беппо Леви (Верро Levi), которая является фун
даментальной для решения эллиптических дифференциальных уравнений 
по вариационному методу. В этой статье приводится доказательство 
теоремы об аппроксимации такой области при помощи областей с бес
конечно-дифференцируемой границей. 

1. ПОСТАНОВКА ПРОБЛЕМЫ И ОКОНЧАТЕЛЬНОЕ УТВЕРЖДЕНИЕ 

Пусть £„ — п-мерное пространство. Точку в £„ обозначим через [xj, Хз,..., х„'] 
или короче X. 

Ограниченная область, расположенная в Е„, является областью типа 9Î, если 
существует: 

1. m систем координат в £„ и m функций а^, г = 1, 2,.. . , m так, что каждая 
точка границы области Q представлена по крайней мере в одной из этих систем 
в виде: [x,i, х,2, ..., :>c,„_i, â ^̂ ĉ i, ..., x,„_i)], короче [Х„ а,(Х,)], Функции а, 
определены в сферической окрестности 

и удовлетворяют там условию Липшица: 
\а,{Х,) - a,{Y,)\ ̂  К\Х, - Y,\ ; 

2. число О < ^ ^ 1 так, что точки \Х,\ < а, а,(Х,) ~~ ß < х,„ < а,{Х,) в Q 
и точки |Х,| < а, а,{Х^) < х,„ < а,{Хг) + ß вне Q. 

Б третьем разделе приведем доказательство следующей теоремы об аппро
ксимации: 

Теорема. Пусть Q типа 91. Пусть[Х^, х^,^ и/шлсе а,., г = 1, 2,.. . , m — систе
мы координат или лее функции, упомянутые при определении области типа 
5R. Пусть р ^ I. 
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Тогда существует совокупность областей Qf,, О < h < HQ, hi < hi => Qhj ^ 
с Q,^^ так, что lim Qf, = Q и границы Q^ представлены в системах координат 

[Х^, х^„] функциями aXh). Функции aXh) бесконечно дифференцируемы в |Х^| < а, 
удовлетворяют там условию Липшица 

(1.1) \a,{h,X,)- a,{h, Y,)\ S ЩХ, - У,| , 

причем постоянная К не зависит от h. Далее, 

(1.2) 

(1 .3) lim I 

lim ( sup la^Qi, X^) — aJ^X^\) = 0 , 
Л-+0 lÄ'r |<a 

да^ 

dXri 

даЩ 

дх^ 
dX, О , г = 1, 2, , . . , m, i = 1, 2, . . . , M 1 . 

{Первые производные функции аХ^^ существуют почти всюду,) 
Мы д о к а ж е м теорему посредством лемм об аппроксимации функций 

и лемм о замене систем координат. Важно заметить, что значение лемм об 
аппроксимации функций выходит за пределы этой статьи, и можно ими с успе
хом воспользоваться после модификации, пригодной для изучения свойств 
пространств Беппо Леви. 

2. ЛЕММЫ ОБ АППРОКСИМАЦИИ ФУНКЦИЙ 

Через А^ обозначаем сферическую окрестность |Х| < а в Е„. Множество 
функций / , суммируемых с р-ои степенью в множестве М, мы будем обозначать 
через Ьр[М). Введем в множестве ЬДМ) норму 

f f -|1/р 
11/11 = \f\'àQ\ . 

LJM J 
Лемма 2.1. Пусть Q — ограниченная область. Пусть/eLp(Q), где р ^ 1. Пусть 

h — непрерывная функция вместе со своими первыми производными в О, ограни
ченными здесь постоянной К, и пусть — 1 ^ h{X) ^ 1 для X е Q. Пусть / = О 
вне Q, 

Тогда для каж:дого е > О найдется такое число ô > О, что \Z\ < ô => 

n/p 
(2.1) ï \f{X + Zh{X)) - f{X)f dX < e . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть e > 0. Теперь найдется число v ,̂ О < Vj < /i(ß), та
кое, что 

1 ^ л —ti / « 

[I' 
LJ M 

\f{XydX 
t/P 

< - если \х(М) < Vi . 
6 

Здесь р(Ы) означает меру множества М. По теореме Лузина найдется замкну
тое множество F а Ü так, что /i(F) > p{Q) - Vi/4 и функция / непрерывна 
в F. Пусть теперь <5i > О такое, что 

|Z| < ^ , => F z = ^ Ч ^ = ^ + 2:/î(X) , X е JP) cz о . 
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Теперь найдется ôj > О так, что 

\Z\ < Ô2 m < D{X) < 2 для XEQ , 

и отображение Y(X) = X + Zh{X) - простое. Здесь D(Z) — определитель 
Якоби отображения Y{X). 

Отсюда следует, что 

/,<Я,) = f D{X) dX > fi{Q) - "^ . 

Теперь существует ô^ > О так, что 

\Z\ <ô,^ \f{X + Zh{X)) - f{X)\ < 

если X яХ л- Zh[X) ~- элементы F. Пусть L^ = FH^^ Имеем L^ = F — (F — H2) 
и поэтому 

Пусть ô = min (ö^, Ô2, S^) и пусть \Z\ < ô. Тогда получаем 

(2.2) f \f{X + Zh{X)) /WrdX 
i/p г 

l \f{X + ZhiX)^ àX 

; Г f \f{x + zh{x)) - f{x)\'dxl " + 
LJ Lz J 

Q-Lz 

Первое слагаемое в правой части (2.2) < е/З. Не трудно видеть, что 

\f{x + zh{x)y dx 
Q-Lz 

UP fi{Q) 
1л{и) - vJ2 

Up г 
\f{YtdY 

LJYin-Lz) 

Up 

Теперь PL{Y{Q — L^)) ^ /i(ß — L^) . 2 < v^. Так как 

^i{n) - vj2) 
TO второе слагаемое в правой части (2.2) < е/З. Но третий интеграл в правой 
части (2,2) меньше чем г/6, чем завершается доказательство нашей леммы. 

Пусть / е Lp(A^). Следует определить среднюю функцию д л я / с изменяющим
ся параметром усреднения следующим образом: 

1 Г \Х - ¥\^ 
(2.3) 

где 

f(h, X) = ехр 
КЦХ)] , ; ,_„<„ , , ) \X-Y\'-h\X) 

f{Y)dY, 

ХеА^, h{X) = h ехр 
\Х\'-а 2 ' 

| Х 1 < 1 

ехр J ^ ^ dX. 
\Х\'- 1 

276 



прежде всего, очевидно, существует постоянная Я так, что для h ^ Нес 
множество S" {\Y — Х\ < h{X), X е А^) а А^. Всегда мы будем рассматривать 

Y 

только такие h. Можно сказать, что остают в силе те свойства средней функции 
(2.3), которые были доказаны для средних функций, введеных С. Л. Соболе
вым в [1]. Но кроме упомянутых выше свойств мы докажем еще другие свой
ства, касающиеся поведения средней функции вблизи границы А^. 

Лемма 2.2. Если feLp{A^, р ^ h то f{h) ELp{A^,f(h) бесконечно дифференци
руема в А^и lim/(/г) = feLp(A^). 

Доказательство. Мы можем записать интеграл (2.3) в виде 

(2.4) f{h, X) = 
К h%X)] 

ш(Х, y, / i ) / (y)d7, 

полагая 

ехр ^~ ^i для |Х - У| < h(X), 
œiX,Y,h)( ^ \Х - Y\^ - h^{X) 

^ О для \Х - Y\^ h{X) . 

Так как функция ш(Х, 7, h) бесконечно непрерывно дифференцируема для 
X е А^, Уе £„, то мы получим второе утверждение леммы 2.2 из хорошо из
вестных теорем о дифференцировании за знаком интеграла. 

В результате замены переменной мы получим из (2.3) 

(2.5) f{h, X) = i f ехр - J ^ [f{X + ZhiX)] dZ , 

одкуда следует 
11 ехр _ ^ [/(Z + Zh{X)) - fix)-] éZ 

|Z|<1 1̂1 ^ 
\\f{h) - /IIL(..) = f 

s const f àX f |/(X + Zh{X)) - /(X)r àZ = 
J j« J lZ |< l 

f dzf |/(x) + z/i(x)) - / (z) r dx 
J|Z|<1 J j« 

P 

éX < 

const 

Ho теперь по лемме 2.1 ко всякому Б > О можно подобрать такое ^ > О, что 
vah < дследует 

\f{X + Zh{X))~-f{X)\^&X<B I 
для Z е zli, чем лемма 2.2 полностью доказана. 
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Множество функций, непрерывных в J„, мы будем обозначать через C(zl̂ ), а 
норму в этом пространстве определять как обычно 

||/||с(,,) = max |/(Х)| . 
ХеАос 

Мы докажем теперь следующую лемму: 

Лемма 2.3. Если/е С(А^\ то lim/(А) = / в С(А^) и f{h, Х) = f(X) для \Х\ = а. 
/ j -»0 

Доказательство. Начнем с доказательством второй части леммы 2.3. 
В самом деле, пусть |Z| = а и пусть Xj, е zl„, Ху. -> X. Тогда 
(2.6) f{K X,) ~ f{X,) = 

= L__ Г ехр '^^ " ^ ' ' - [/(У) - fix,)] d r . 

Так как h{X^ -* О, то из равномерной непрерынвости в Л̂  и из (2.6) следует, что 
lim {f{h, Х^) - f{X,)) = О , откуда lim f{h, X,) = f{X) . 

Функция f{h, X) лежит в С{А^. Второе утверждение леммы 2.3 является почти 
очевидным следствием равномерной непрерывности f в А^ я неравенства 

1 \X^Y\ 

Таким образом лемма 2.3 полностью доказана. 
Пусть / е C(J„) и пусть она удовлетворяет в А^ условию Липшица, Тогда, 

определим 

Kif) = sup i m - И . 
Мы будем в дальнейшем пользоваться тем, что / имеет в А^ почти всюду пол
ный дифференциал, и что первые производные этой функции совпадают с пер
выми обобщенными производными. Доказательства этих утверждений при
ведены в [2] и в работе [3], стр. 315. 

Лемма 2.4. Если/е С(А^ и удовлетворяет там условию Липшица, то 

mnK{f{h))==K{f), ]Ш1^ = ^ в L , ( 4 ) , P ^ U/ = Ь 2 , . . . , п . 
h^O h-*0 CXi dXi 

Доказательство. Лишь для целей доказательства леммы 2.4 вводим 
обозначение Х^ = [х^, ^2,. . . , х,- + s, x^+i, ..., x j . 

Из (2.5) имеем 
(2.7) . 
f{h, X,) - f{h, x)_ir ^̂ p \z\' f{x, + zhjx,)) - f{x + zhjx)) ^^ _ 
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Имея в виду, что у / полный дифференциал почти всюду в А^ получаем для 
почти всех Z из /dl 

^.^fjx, + zhjx,)) - fix + zhjx)) ^ 

= i f - (X + zh{x)) z, -^ (x) + ~^{x + zh{x)). 
i = l CXj OXi CXi 

С другой стороны, 
\f{x, + zhjx,)) - fjx + zhjx))] \x, + z/»(x,) -X- zh{x)i ^ ^^^^^^ 

\x, + zh{x:) - x - zh{x)\ ' s 
и потому можно сделать предельный переход под знаком интеграла в (2.7). 

Итак, 
(2.8) М ^ = 

dxi 
= i [ e x p e r t |^(X + Z » « ) z » w l d Z + 

1 Г exp _ M _ _ î _ (X + Z .̂(X)) dZ . + 

Ho lim dhjdxi{X) = 0 в С{Л^\ итак, из (2.8), пользуясь леммой 2.2, получим 

вторую часть леммы 2.4. 
С другой стороны, из (2.8) следует 

(2.9) lim ^М/) 
* 1 

Оценка (2.9) не зависит от выбора системы координат, из чего следует ее не
зависимость от направления, в котором происходит дифференцирование. 
Итак, lim K{f{h)) "S ^( / )- Но знак < не возможен, потому что, во-первых, для 

h-*0 
каждого F > О найдется направление v и точка X е А^ таким образом, что 

|(Z) + e>X(/), 

и, во-вторых, существует последовательность hf^ -^ О для /с ~> оо, для которой 

fih,x)^fAx) 
ov cv 

по смыслу точечной сходимости. Лемма 2.4 полностью доказана. 
Теперь положим 

(2.10) f{h, X) = f{h, Х) - InKif) + 1] h(X) . 
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Тогда.. им,еет м'есто следуюида?! 

Лемма 2.5. Если f удовлетворяет условию Липшица, то J\h) -имеет, те .же 
свойства, что и функция /; приведенные в лемме 2.4, и кроме того 

ЛК Х) < f{X) и -"̂̂ ^̂̂  (Л, J ) < о для ХеЛ,. 
dh 

В само.м деле, 

fix) ^^ ЛК X) = ^-^ j^^^^^^ ^^^^^^^ ехр ^--^^^-^^ , 

- [/(X) - / (У) + nK{f) h{X) + h(X)] dJ > О , 

так как f(X) - /(Y) + nK{f) h(X) + h(X) > 0 для X G A^. 

Для. д о к а з а т е л ь с т в а последнего утверждения лем.:мы 2.5 .можно посту-
пит.ь так как же при доказат'ельстве леммы 2.4. Так14м: образом' получим. 

dh 

- nK{f) ü{X) - а{Х) 

ехр • 
\Z 2 

t ^^-{X + Zh(xy)zj.aix) 

dZ ^ - a{X) < 0 . Здесь a{X) = exp 
X\' 

Этим лемм:а 2.5 доказана. 
Пусть а̂  > а и функция / непрерыв.на в. А^^; мы определим" f{h, X) в А^^ 

следующим образом: 

ехр^ [ l . . : i l l / ( r ) d y - для ХЕА,, 
(2J0) / ( | | , Х ) / ^"^^•WJix-y|<Mx) • \X^Y\'^h'{Xy 

^- f{X) для. X Е А^^ - А^. 

.Из лемм:ы 2.3 вьггекает, что /(Л, X) непрерывна в А^^. 
Что касается поведени:,я производных, на .этот вопрос дает частичный ответ 

лемма 2.6. 

Лемма 2.6. .Пусть / е С(А^^) (это предполо-мсение не существенно) и пусть 
f бесконечно непрерывно дифференцируема в некотором от.крылюм. мно':жест.б€ 
G, расположенном целиком, в /î̂ .̂ Тогда f (h), определенная в (2.10), имеет то .лее 
свойство, 

Д о к а 3 а т е л ь с т в о. Обозначим 

j ; = #( l . J | =а) ( а < а О . 
X 

Если бы Г^, G ~ О, то нечего доказывать» 

Пусть r^G ф 0. Если i ~ целое, неотр.ицательн.ое число и i|, Î2, .»., i, — 
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целые неотрицательные числа, сум'ма которых равна L и XQ е Г fi, то для до
казательства нашей леммы достаточно доказать, что 

к-^ао дх\' ... cxlp dxY ... dxl," 

при условии, что Х^ 6 А^ и lim Х̂^ = XQ. 
fc --̂  OD 

В самом деле, исследуя формулу (2.5), мы получаем, начиная с к, достаточно 
большим' 

(2J 1) МЬ^ . I Г ехр ̂ i ^ ^ ^ Ж ± _ ^ ^ ) ,z Ч-
' !zi 

" ' i z | < i 

причем: lim д^. ... ,.̂^ (Х .̂. Z) = О равномерно для Z е А^ 

^A-'izV^i"'-^'-'''^-

Повторяя теперь первую часть доказательства леммы 2.3, мы получим таким 
образом наше утверждение, а, следовательно, и доказательство леммы 2.6, 

3. ЛЕММЫ ОБ ИЗМЕНЕНИИ, СИСТЕМЫ КООРДИНАТ И ДОКАЗАТЕЛЬСТВО 
ОСНОВНОЙ ТЕОРЕМЫ 

Леммы этого раздела тесно примыкаются к доказательству основной теоре
мы, и поэтому мы будем пользоваться в этом разделе обозначением, принятым 
для этого доказательства. U^ обозначает область, состоящую из точек 

S {\Х,\ < а, а,{Х,) ^ ß < X,, < а,{Х,) + ß) . 
X 

Через О мы обозначаем границу области Q типа 91, Пусть Г | , Г2, ...., Гр — 
m 

соствляющие Q. Очевидно, что О <= ^ Vr- -М̂Ь! будем' предполагать, что из 
г = 1 

^rt^st + ^у ^^2^52 + ^' '̂ 'i + -̂ 2 следует V^p,^ = О, не нарушая применения 
в общих случаях. Мы предполагаем еще, что каждая из окрестностей U^ не
обходима для покрытия о. 

Очевидно, что существуют убывающие последовательност'и а = «о > a'i > 
> «2̂  •••5 ^ = /-̂ 0 > ßi > ßi > '" таким образом, что области 

Vi = i (|X,i < а, , a^Xr) - ß, < ^rn < ûr(^r) + ßk 
X 

имеют те же свойства, что и 1/̂ . 
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Пусть теперь для г = 1, 2, ..., m 

(3.1) а,(к,Х, 

е^Рт^7™%^-^~^7^ «X^;)d>; - [пК{а,) + 1] h{x: 
Kh"~\X,) J |х,^,,,<„(х„ 1^. - yf - h\X, 

для X,.eA^^, где 

K^r) = h exp - i | ^ ^ . 

По лемме 2.5 можно найти hi ^ ос — а̂  так, что 

О < h S hi=> а,(Х,) - ßi < a,(h, X,) < a,{X,) . 

Пусть теперь г = 1. Можно предполагать, что UlUlÙ = Г^ ф 0. Обозначим 
через Л(Х) прямую, проходящую через точку X на Г^ и параллельную оси 
^2^, И через 

I\ = i{X = lX„a,{h,X,)-], \Х,\ < а О . 
X 

Покажем следующую лемм.у: 

Лемма 3.1.» Имеется, такое О < I ^ h^, что для О < h ^ I пересечение 
Г1,А(Х) cocmmim лишь из одной точки. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначая через Г = UiUiÙ, под G будем понимать 
проекцию множества Г на плоскость х^^ = О и под G/, или Go проекцию мно
жества Ff^UlUl или FoUlUl на ту же плоскость. Из непрерывности функции 
а^ и леммы 2.3 следует, что существует О < h2 ^ hi так, что h ^ h2 => Gf, cz G 
и расстояние G^ до границы множества G больше чем с > 0. 

Для доказательства леммы 3.1 мы можем предполагать, что первая систе
ма координат связана со второй соотношениями 

(3.2) ХЦ = X2i + А,-, г = 1, 2, ..., и - 2 , Xi„„_i = X2n-i cos ср - Х2„ sin ср + 
+ K-i^ ^in = Xin-i sm (p + X2n cos ф + Я„, 

где ~ n < ср < п. 

Если <р = О, то нечего доказывать. Итак, пусть <̂  ф 0. Так как граница Ù 
в первой и второй системе координат представлена в виде функции, удовле
творяющей условию Липшица, то имеем: 

(3.3) О < с/? < 71 => inf ^ (Xi) + cotg ср > cl > О , 

— п < ср < О => sup ^ (Xi) + cotg Ср < - d < Q , 
XieGÔXi^^l 
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Если h ^ h2 ^ h2, где /Î3 достаточно мало (нужно иметь h^ g с), то из (2.8) 
следует, что для: 

(3.4) О < ф < я ^ ^^l^îhlA + cotg <p>d^ 

да Ah, ХЛ ~ n < (p < О => -—^ ^ + cotg cp < — a для Xi G G,,. 

Рассмотрим ближе случай О < ф < TI. Итак, пусть 
X = [Х^, Х2„] G r,Ul . 

Из уравнения (3.5) имеем 

a^{h,X2i + Al, ...,Х2„-2 + Я„_2 , 
•̂ 2п~1 COS ф — Х2„ sin ср + A»,__i) — Х2„-1 sin ф — Х2„ COS ф — Я̂ , = о . 

Имея в виду теорему о неявных функциях и неравенство (3.4), можно выразить 
Х2„ как функцию Хз, Х2п ~ b(h, Х2). Обозначив теперь через К область опреде
ления этой функции, мы сразу видим, что h(h) в К бесконечно непрерывно 
дифференцируема. Но из этого следует, что можно найти О < h^, S h^ таким 
образом, что для h ^ h^ множество К не зависит от h и, точнее говоря, оно 
является проекцией Г^ на плоскость Х2„ = 0. Полагая h^ = I, мы завершаем 
доказательство леммы 3.1. Сейчас же видно, что из доказательства леммы 3.1 
вытекают и другие следствия. 

Почти очевидна 

Лемма 3.2. Если X = [Х2, Х2„], Х2 е J^^ иХф Г \ то А{Х) Г^ = 0. Далее, 

\ïm{mv\b{KX2)~ а2(Х2)|) = 0 . 

Весьма важное значение имеет следуюпдая 

Лемма 3 3 . Функция b{h, Х2) в К бесконечно непрерывно дифференцируема, 
первые производные ее ограничены постоянной, независящей от h g I, так что 
она удовлетворяет в К условию Липшица и, кроме того, 

^. Г \db{h,X\) да2{Х2)\'^ п ^ 1 - 1 0 1 
11Щ L__A_J—zL £v__fZ-| dX2 = О , _p ̂  1 для I = 1, 2, ..., n - 1 . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как в правильности первого утверждения леммы 3.3 
мы уже убедились, то теперь приступим к доказательству второго. 

В самом деле, 

(3 6) ^К^^ ^i) ^ [аа,(/г Х21 + 1,,...)1дх,;] 
дх21 [aai(/i, Х21 + Яь ...)/^Xi„_i] sine/} + cos ср 

для г = 1, 2, ..., IÎ — 2 и 

db{h, Х2) _ \da^{h, Х21 + Я ,̂ ...)/^Xx;,-i] cos ср - un (р 
^^2n-i [da^Qî, X21 + Al, .../5xi„_i] sin (p + cos <p 

Теперь из леммы 2.4 и неравенства (3.4) следует второе утверждение. 
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Посредством функции a^(h,X^) мы определим теперь отображение мно
жества Gh в К следующим образом: 

(3.7) X2i = ХЦ - ^i, г = 1,2, . . . , « - 2 , 
^2n~i = ^iij-i COS (р + üiQi, Xi) sin (p — A„_i cos (p — X„ sin cp 

и обозначим его через Z .̂ Это отображение непрерывно и взаимно однозначно, 
первые производные этого отображения непрерывны и его определитель Якоби 

D,{X,) = sin ср r ^^ l^ iZ l ) + cotg J Ф О . 
L ^-^in-i J 

Посредством функции а^^Х^) мы определим отображение множества GQ на 
К при помощи (3.7), если заменим a^Çh, Х^) через ^^(Xi). Обозначим это ото
бражение через Z. Это обторажение непрерывно и взаимно однозначно и обла
дает важным свойством 

(3.8) \Z{X,) - Z{Y,)\ S С\Х, -Y,\. 

Также и отображение Z~^ непрерывно и обладает свойством 

(3.9) \Z-\X2)-Z~\Y2)\uC\X2-~Y2\. 

Из (3.8), (3.9) следует: если m с: Go и /i(m) = О, то и IJ{Z{M)) = О, И наоборот. 
Итак, имеем для почти всех Х2 из К (полный дифференциал от «^(Xi) суще

ствует почти всюду в Go) 

/ = 1, 2, . . . и ~ 2 , (ЗЛО) ^^2(^2)^ da,{Z~'(X,))ldxu 
ôx2i \_da^{Z~^(Xi))ldxi„_i] sincp + coscp 

^^2(^2) ^ [aai(Z"XXi))/axi,„ J cos (p - sincp 

dx2n-i [^^i('^"4^i))/^^i"-i] ^i^ (p + coscp 

Из (3.6) и (3.10) следует, что для доказательства третьего утверждения леммы 
3.3 достаточно показать, что 

iim\n^{Kz;\X2))-^{z~\X2))\ 
h-^olJJdxu дхи 

dX, О 

для I 

< 

1, 2,... , /г — 1. Имеем 
da,{Kz;') da,{z-'') 

дхи дхи 
ôa^{h,Z;;^) aai(Z^"^)j| _ \\да^ 

dxii дхи Lp(K) 

Lp(K) 

(z-)-^(z-)| 
ôxu дхи I Lp(K) 

Что касается первого слагаемого в правой части то оно стремится к нулю, 
вследствие возможности применения теоремы о замене переменных. 
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Теперь существует последовательность функций /,, непрерывных в Л^,, равно
мерно ограниченных постоянной С и таких ,что 

lim 
1-* 00 

/, 
да А О, lim/,(Zi) = 

Lp(Aoci) ÔXu 

почти всюду в А^^. Пусть е > 0. Имеем 

(ЗЛ1) Г f 1 ^ (z-(^2)) - ^ {z~\xd dxT ^ 
г г 1 Ял '̂  l^^'p 

+ Г[ |/,(Z,-4^2))-/,(Z-4^2))rdJ 

+ [̂ £ l/,(z-(x,)) - ^(z-4^2))|''cix,j 

Ввиду ТОГО, ЧТО якобиян Dh ограничен и независим от h, можно найти такое IQ, 
что 

+ 
1/р 

^1о^\{ 11^ (z;4̂ 2)) - Uz;\xd dx,T < 
Что касается третьего интеграла в правой части (3.11), то он стремится к нулю 
ввиду того, что 

fiz-\x,))-.^{z'\x,)) 

почти всюду в X и ввиду того, что существует суммируемая мажоранта. Итак, 
можно считать IQ СТОЛЬ большим, что 

Т k(z-4x,))-|^M^"4^2))j dxj 

Но из леммы 3.2 следует, что lim Z,^^ = Z ^ равномерно относительно Х2 
h-*0 

из к. Так как / - непрерывная функция, то существует HQ таким образом, что 
для h S йо имеем 

11/р Р 
Uydz-lix,)) - fdz~\x,w^^2] < 

в результате чего лемма 3.3 полностью доказана. 
Обозначим 

Ml = i{X = [Xi, xi„] , X, e J ,„ a,{h, X,) й ^i„ < a,{X,)) 
X 

и положим Ql = Q — Ml» Тогда из леммы 3.1-3.3 вытекает следующая 
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Лемма 3.4. Мож^но найти О < HQ таким образом, что для h ^ h^ QI будут 
области, располоокенные в Q и удовлетворять следующим условиям: 

Ql а Q , lim Ql = Q , 

границы областей Ql MOJWHO представить в системах координат [Х^, х^.^ в виде 
функций al (h, Х^) удовлетворяющих в |XJ < а̂  условию Липшица, причем 
K{al(h)) ^ const. Далее, 

lim ( sup \al{h, X,) - al{X,)\) = О , 

lim 
dal{h,X,) dal{X,) 

dXri dx. 

p 

dX, = 0 , r = 1,2, ..., m, I = 1,2, ..., /1 - 1 . 

При этом a\{h, X^) — бесконечно непрерывно дифференцируемые функции. 
Во избежание излишнего усложнения этого доказательства мы не будем 

останавливаться на некоторых деталях, которые можно рассмотреть при 
помоиди рассуждений, сделанных в предыдущих леммах; для ориентировки 
мы укажем надлежащую лемму. 

В самом деле, первой стадией построения совокупности ß,, является лемма 3.4. 
Возмем теперь а2, j52? построим области U^,r = 1,2, ..., тл заменим функции 
al[h, Х^) функциями a^(h, Х^). (h в первой и второй стадии то же самое). Это 
значит, что исходной областью теперь будет ß^, причем граница изменяется 
в области и^. Таким образом получим область Ql, для которой 3.4 остается 
в силе при замене Ql посредством Q^, а^ посредством «2- (Если нужно, умень
шаем hg.) Третья стадия: Исходной областью является Q^, граница изменяется 
в Ul, и получаем Ql и. т. д. Таким образом получаем для h ^ HQ область Q^ 
так, что 

Qh а Q , /ij < h2 => Qh2 ^ ^ht 

и что границы Q^ представлены в виде функций а^(/г, Х^) в |XJ < а^ и удовле
творяют там условию Липшица 

\аХК X,) ~ a,{h, Y,)\ ^ К\Х, ~Y,\, 

где К — постоянная и . 

lim ( sup \a,{h, Х^) — а^(Х^)|) = О , 
h-^O Xre\Xr\<am 

л-oJ^^^J dx,i dx,i \ 

Надо еще доказать, что a^(h, Х^) в А^^ бесконечно непрерывно дифференци
руемы. Рассмотрим функцию a^(/z, Х^), Из построения вытекает, что беско
нечно непрерывно дифференцируемая функция — a[(h, Х^). Но в дальнейших 
стадиях это свойство не может быть потеряно. В самом деле, пусть Х^ е А^^^, 
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Пусть s > г - первый индекс такой, что 1/^. L/;" Ф 0. Если точка 

Х^ = [X, а^К Х^)] лежит в U'^U^ , 

то она может быть представлена в виде 

X=^lXlar\h,X^)-]. 
В s-той стадии функция al~^{h/X^) изменяется и приобретает вид a;'(/i, X,), 
которая бесконечно непрерывно дифференцируема — и по лемме 3.3 функция 
al{h, Х^) бесконечно непрерывно дифференцируема в окрестности точки Х^. 

Но может теперь случиться, что точка [Х^, a[{h, Х^)] будет на границе t/J, 
т. е. на границе цилиндра |XJ < а̂ . Но опять по лемме 3.3 al~^(h, X,) беско
нечно непрерывно дифференцируема в окрестности точки Х^. 

Но из леммы 2.6 следует, что функция al{h, Х^) также бесконечно непрерывно 
дифференцируема в этой окрестности в случае, если ее определить посредством 
oj"^(/î, Х )̂ для Х^фЛ^^. (Таким образом была определена граница области 
Ql) Но опять по лемме 3.3 функция al(h, Х^) бесконечно непрерывно дифферен
цируема в окрестности точки Х^. Итак, доказательство основной теоремы 
завершено. 
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Résumé 

SUR LES DOMAINES DU TYPE 51 

JiNDRiCH NECAS, Praha 

Les domaines dont la frontière est représentable par les fonctions satisfaisants 
à la condition de Lipschitz semblent avoir une grande importance dans la théorie 
des espaces de Beppo Levi. On montre dans cet article un théorème sur l'approxima
tion d'un tel domaine par les domaines aux frontières indéfiniment différentiables. 
Ce théorème est énoncé dans la première partie de l'article. 
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