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YEXOCJOBALIKMUN MATEMATUYECKUN XVPHAI

M. iym Yexoc. it Axao, Hayk

T. 13 (88) IIPATA 20. XI. 1963 r., No 4

LE CARACTERE OSCILLATOIRE DES SOLUTIONS
DE L’EQUATION
Y+ f(x)y*=0, n>1

IMRICH Li¢Ko et MARKO SVEC, Bratislava
(Regu le 18 mai 1961)

Dans cet article, on déduit les conditions nécessaires et suffisantes pour
que les solutions de I’équation y™ + f(x) y* = 0, n > 1, soient oscillatoires.
11 s’agit de généralisations de la condition d’Atkinson.

Le présent travail a pour but d’établir les conditions nécessaires et suffisantes du
caractére oscillatoire de I’équation différentielle

M YO+ f(x)y =0

ou o = p/q, p et q étant deux nombres impaires, premiers entre eux. Pour n = 2,
a > 1, ces conditions sont données dans le travail [1]; pourn = 2,0 < a < 1, dans
le travail [2].

Quant a la fonction f(x), nous supposerons qu’elle est continue et positive dans
Iintervalle {a, o). Par solution de 1’équation (1), nous entendrons une solution dans
Pintervalle (b, ), a < b. Par solution oscillatoire de ’équation (1), nous entendrons
une solution telle qu’il existe une suite {x;};>,, pour laquelle lim x; =00, y(x;) = 0
pour i =1,2,... e

Théoréme 1. Soit f(x) une fonction continue et positive, définie dans I'intervalle
{a, ©). Soitn > 1,0 < a < 1.

a) Soit n un entier pair. Alors la condition nécessaire et suffisante pour que
toutes les solutions de I’équation (1) soient oscillatoires est que

t

) J‘wx"‘("‘”f(x) dx =0, t>a.

b) Soit n un entier impair. Alors la condition (2) est nécessaire et suffisante
pour que toute solution de I’équation (1) soit ou bien oscillatoire ou bien telle que
¥(x) et ses dérivées jusqu’a lordre n — 1 (y compris) tendent, pour x — o0, vers zéro
d’une fagon monotone.

Démonstration. I. La condition est suffisante. En effet, soit (2) vérifié. Soit
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¥(x) une solution non-oscillatoire de I’équation (1) et supposons que y(x) > 0 pour
X = X, Xo = a. Alors pour X > x, nous avons y" = — f(x) y*(x) < 0.1l en résulte
qu’il existe un nombre z, = X, tel que les dérivées yU)(x), j = 0,1,...,n — 1 sont
monotones sur lintervalle {z,, 00). La condition ¥(x) > 0 entraine ensuite que
¥~ (x) est positive et décroissante dans Iintervalle {z,, c0) et que lim y (x) = 0
pourj=0,1,...,n — 1. x= o

Supposons que pour un entier k, 0 < k < n — 1, nous ayons

(3) lim y®(x) > 0, limy?(x)=0, j=k+1, k+2, ...n—1.

X0 X0

Nous en déduisons facilement que pour j = 0,1,...,k, ona

e)) y¥(x) > 0 pour x > zo, lim yY(x) > 0.

X o0

Pour x > z, et pour l'entier stel que k <n —2s <netk<n—2s+ 1 < n, on
a de méme

%) yOrET(x) >0, y"T(x) <0.

Dans ces conditions, I'intégration de ’équation (1) et I'intégration successive pour-
suivie donnent pour x > x,:

©) YO = j "1y at,

=2 = [ " =050 Y a1,

(= 1y y4 () = (..%27 j =) .

Une nouvelle intégration dans intervalle <u, v), z, < u < v, dénne
(=17 yOo) = (=1 7* y®(u) =
L ax| | =0 e+ |- xro 1) v a|.
(n — k- 2)' u x v

Un changement de I’ordre des intégrations conduit alors a
(=17 yP) = (=17 y®u) =

= m[ﬁ(f —u)" T () y(D) At +

+ Jw[(t —u) Rl — (= o) R () y(D) dt].

Comme pour u < v < t nous avons

(v _ u)n—k—l é (t _ u)n—k—l _ (t _ U)n—k—l R
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I’inégalité précédente denne I’inégalité
™ (=" = (1)) =
> 1 ( — ) Y () d 4 (o — uy R f(t)y(t)dt
T (n—k—2)
Soit n — k un nombre pair non-négatif, alors n — k — 1 est impair. D’apreés (5),
nous avons

y(k+l)(x) — y(n—(n—k—l))(x) >0

pour x > z. Or, cela signifie que y®(x) est une fonction positive et croissante sur
Pintervalle (zo, o). Il découle alors de I'inégalité (7) que 'on a

1 0
8 ko) > —————— (v — u)" 7 £ y¥(1) dt .
® 0> g - 0| 00
Supposons k positif. L’intégration de (8) dans I'intervalle {u, x)» donne
1
C=D(x) — y*EDu) > ——— .
YEx) = ) S

.{[”‘“) j f(r)y(t)dt] R f (0 = uy*£() ) dv}

D’aprés (4), nous avons y*~1(u) > 0. De 'inégalité précédente nous obtenons alors

©) Y > e [ .

En procédant de la méme fagon k — 1 fois de suite, nous arrivons a I'inégalité

2 1)7( —up f "1y .

Si k = 0, (8) et (10) sont identiques. A partir de (10) nous obtenons

() () > [(n — DI~ (x — wf @D £(x) [ j 1)y (0) dt]“ :

(10) y(x) >

d’ou
f :f(X) ¥(x) [ f :Of(t) 0 dr]'“dx > [(n - 1)!]"“‘[ ( — Wy 7o) d.

En évaluant le premier membre, nous obtenons I’inégalité

(1 - ) { - [ ff(t) yﬂ(t)dz]l'l [ 10 y«(,)d,]““} > [(n - 11",

f (x = WPV f(x) d,
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d’out pour v -0
(1= [wa(‘) yi(1) dt]l—a > [(n - 1)!]_aj®(x —u)*~D f(x)dx =00 .
Or, cela est une contradiction, car nous avons d’apres (6)
0< onf(x) Yi(x)dx <oo .
u

Nous venons donc de démontrer que les hypothéses (3) entrainent, dans le cas ou
n — k est pair, une contradiction.

Supposons maintenant que, les hypothéses (3) étant vérifiées, n — k soit un
nombre impair. Alors n — k — 1 est pair; il découle de (5) que I'on a y**1(x) =
=y C=k=1)(x) < 0 pour x > z,. Or, cela signifie, que y®)(x) est une fonction
positive, décroissante dans Pintervalle (z,, ), et que lim y¥(x) > 0. Alors, (7) donne

X0

= lim y®(x) + y®u) =z [(n — k = D1]7! J‘w(t — uy kL f(1) y*() dt,

x= o0
d’ou

(11) y®w) > [(n — k — l)!]“ljw(t —u)" L) y (D) dt, u> z,.

Supposons k positif. En intégrant la derniére inégalité dans I’intervalle {(u, x> et en
changeant I’ordre des intégrations dans le second membre, nous obtenons

R e e R K e (OPCLIE
— [(n - k)] U"(t — uyR () () At +
+ jw[(t —x)F =t —u)*] 1) y"(t)dt].

D’aprés (4), nous avons y*~V(u) > 0. Ensuite, pour u < x < tona (t — x)" % —
— (t —u)"* = (x — u)""* En vertu de ces relations, la derniére inégalité entraine

(12) YEPE) > [(n = D7 (x - u)""‘rf(t) y(n)dr.

C’est une inégalité presque identique a (9). En procédant d’une fagon analogue au cas
de I'inégalité (9), nous pouvons obtenir I’inégalité (10) a partir de (12); il en résulte de
nouveau une contradiction. Donc, les hypothéses (3) et I’hypothése que n — k soit
impair, k > 0, sont incompatibles.

11 nous reste donc & envisager le cas ol k = 0 et n — k = n est un entier impair.
Comme alors n — k — 1 = n — 1 est un entier pair, nous avons d’apres (5) I'inéga-
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lité y'(x) = y®~ ™" )(x) < 0. Cela signifie que y(x) est une fonction positive et
décroissante pour x > z,; sa limite pour x — oo est aussi positive. Posons lim y(x) =

X0

= ¢ > 0. Pour x > zo nous aurons 0 < ¢ < y(x) < y(z,). Il s’en ensuit
0 < ¢*f(x) < f(x) y(x) = =y"(x) < ¥*(20) f(x) -

En intégrant cette inégalité n fois et en tenant compte de la condition (3), c’est-a-dire
de ce que lim y¥)(x) = 0 pour j = 0, 1, ..., n — 1, nous obtenons

X=* 0

[(n = D1]7! C“Jw(t — zo)' T f(D) dt < y(zp) — ¢ <

<[ = DT (o) j "t = 2oy £ .
Comme a(n — 1) < (n — 1), il résulte de (2)

e}
f (t = zo)" P f(t)dt =0 .
Zo
Or, cela signifie que la derniére inégalité est contradictoire. Il faut donc que ’on ait
lim y(x) = 0.
X+ 0

En somme, nous avons donc démontré ceci: Si (2) a lieu, alors I’équation (1), dans
le cas ou n est un entier pair, ne peut pas avoir de solutions nonoscillatoires. Dan le
cas ol (2) est vérifié, n étant un nombre impair, I’équation (1) peut avoir seulement de
telles solutions non-oscillatoires qui tendent, avec leurs dérivées jusqu’a ’ordre n — 1,
d’une fagon monotone vers zéro.

II. La condition est nécessaire. Soit

‘[ =D (1) dt < o0 .

x

Alors il existe certainement un nombre x, > a tel que

0
(13) [(n - 1)!]““J (t — xo)* " Vf()dt < 1.
Xo
Considérons maintenant la solution déterminée par les conditions initiales
Y(xo) = V' (x0) = ... = YOI x0) = 0,y V(xo) = 1.

Supposons que x, soit le premier zéro de cette solution qui succéde  x,. Alors y(x)>0
pour (x,, x;)- Cela et I’équation (1) impliquent que la fonction y™~1(x) décroit sur
Pintervalle (Xo, x;). Comme y™~1)(x,) = 1, il doit y avoir un nombre ¢ € (x,, x,) tel
que y*~D(&) = 0, y"~1(x) > 0 pour x € <x,, ). En effet, 8’il n’existait pas de tel £,
on aurait y~(x) > 0 pour x € (x,, X;), ce qui signifierait que les fonctions y“(x),
j=0,1,....,n — 2, seraient croissantes sur I'intervalle {Xo, X;); on ne pourrait donc
pas avoir y(x;) = 0.
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Dr’apres le théoréme de Taylor nous avons pour x € {x,, X;

20 gyt g G

oun = xo + I(x — x0), 0 < 9 < 1. Nous en déduisons, en tenant compte de I’équa-
tion (1), que

y(x) = [(n = D] (x = xo)"™* — (n) ™1 (x = x0)" f(n) y(n) ,

y(x) S [(n = D] (x — xp)"" pour xe<{xg, Xy .
En appliquant cette inégalité a ’équation différentielle (1), nous obtenons
= ¥0() = () y(x) £ [(n = DTS ) (x = %)™

L’intégration de cette inégalité dans Pintervalle (X, £) donne

= YT + ¥ xo) £ [(n - 1)1 j (= sy dr.

y(x) =

d’ou

Comme nous avons y®~1(&) = 0, y*~1(x,) = 1, nous voyons, compte tenu de (13),
que ’'on a

4
1< [(n = D1 f (t = %V f(0) di <
<[(n - 1)!]"*[00(: — XV f(t)dt < 1.

C’est une contradiction qui montre que y(x) ne peut plus s’annuler au dela de x,.

Théoréme 2. Soit f(x) une fonction positive continue sur Uintervalle {a, ). Soit
n>1, a>1.

a) Soit n un entier pair. Alors la condition nécessaire et suffisante pour que
toutes les solutions de I'équation (1) soient oscillatoires est que I'on ait

@
(14) J x""1f(x)dx =00, t>a.
t

b) Soit nun entier impair. Alors (14) est la condition nécessaire et suffisante pour
que toute solution de I’équation (1) soit ou bien oscillatoire, ou bien telle que y(x)
et ses dérivées jusqu’a Pordre (n — 1) (y compris) tendent vers zéro d’une maniére
monotone.

Démonstration. I. La condition est suffisante. Soit (14) vérifié. Soit y(x) une
solution de I’équation (1), soit y(x) > 0 pour x > x4, X, > a. Alors y™(x) = — f(x).
. y(x) < 0 pour x > x,. Il s’en ensuit qu’il existe un nombre z, = x, tel que pour
x > zo les dérivées yY)(x), j=0,1,...,n — 1 sont monotones, Y I(x) > 0,
Y7 P(x) décroit et lim yU(x) > 0,j = 0,1,...,n — 1. '

X 00
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Supposons que pour un entier k, 0 £ k < n — 1, nous ayons

(15) lim y®(x) >0, limyPx)=0, j=k+ Lk+2,..,n—1.

11 en résulte que nous avons pour x > z,
(16) y9(x) >0, limyY(x)>0, j=0,1,....k;

pour 'entier stel que k <n —2s <nm k <n—2s+ 1 <n,ona

17) YOI >0, yPT(x) <0, x> zq.

Ensuite, il résulte de (15) qu’il existe deux nombres 4 > O et x; > z, tels que
(18) y®(x) > A pour x = x,.

Compte tenu de ce que y¥(x) > 0 pour x > x, et j = 0, 1, ..., k, nous obtenons de
(18) par intégrations successives I'inégalité

yx) > (k)P Ax — o), x>tz x.
Mais alors

(19) — y(x) = f(x) y(x) > Ak (x — 0 f(x), x>t=x.

Sik = n — 1, nous obtenons par intégration de (19) dans I'intervalle 7, c0), en tenant
compte de (14) et le fait que y®~1(x) décroit, 'inégalité

X 00

— lim y®D(x) + y=1(7) > A“(k!)‘“J (x — (D f(x) dx =00,
t

qui constitute une contradiction. Donc k ne peut pas étre égal a n — 1.

Supposons donc k < n — 1. Par intégrations successives de (19) dans I'intervalle
{t, ) et en tenant compte de ce que lim y¥)(x) = 0 pour j = n — 1 n—2,.
k + 1, nous obtenons xow

(20) (=1 *= 2y D) > A%(k!)7".
V(ek + 1) (ak 4 2) ... (ak +n — k — 2)]Jw(x — )**nk=2 f(x) dx .

Siak +n—k—22=n—1,(20) est en contradiction avec (14) Supposons donc
ok +n—k—-2<n-—1.

Sin — k — 2 est un nombre impair, le nombre n — k — 1 sera pair. En vertu de
(17) nous aurons alors y**)(x) = y-@=k=D)(x) < 0 pour x > z,. Donc y®(x)
décroit sur Pintervalle {z,, o) et lim y®(x) > 0. L’intégration de (20) dans l'inter-

X 00

valle (u, ), u > x,, donne
n—k—1
= lim 30 + 9w > KT TT [1/k + 0] j X — WPEHR1 f(x) dx = oo,

car ak + n —k —1=n—1+ k(x — 1) > n — 1. Mais c’est une contradiction.
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Soit n — k — 2 un entier pair, donc n — k — 1 est impair. Par intégration de (20)
dans lintervalle {u, v), X, < u < v, nous obtenons
n—k—2

(1) 00 = ¥¥) > [ TT [1(ak + 0] f "t j "(x — 02 f(x) dx .

A présent, nous allons appliquer le suivant lemme (cf. [3])

Lemme. Soit 0 <6 <1<m. Soit f(x)20 pour x = a, et [ x™ **° f(x) dx <0,

wa”'lf(x) dx = o0.

a

Alors pour le nombre u > a, et pour N > 0, il existe un nombre x, > u tel que

Jvdtjw(x — "2 f(x)dx = N(v — x,)°, v>x,.

Dans notre cas, nous avons m = n, § = k(a — 1). Si nous tenons compte de ce que
y®(u) > 0 et si nous posons
n—k—2

D = [A[k!]* El [1/(ak + )] N,

nous obtenons & partir de (21) I'inégalité
y®(@©) > Do — x )XV v > x, > xy.
En l'intégrant dans I'intervalle {x,, x) k-fois de suite, nous voyons que
(22) ¥(x) > R(x = x)*, x> x,.
Ici, nous avons pris en considération le fait que y¥)(x,) > 0,j = 0, 1, ..., k, en vertu
de (16), et nous avons posé R = D/ ]EIl (k(e — 1) + i). Il résulte alors de (22) que nous

avons
— y(x) = f(x) y*(x) > R(x — x,)*" f(x), x> x,.

En intégrant cette inégalité comme nous I’avons fait dans le cas de (19), nous obtenons
I'inégalité
n—k-2

0
yEO() > R* TT [U(ko* + )] | (x — )"+~ %2 f(x) dx .
i=1 ¢
C’est une inégalité ressemblante a (20). Si 'on a ka®> + n — k — 2 = n — 1, cette
inégalité méme est déja en contradiction avec (14). Si 'on a ka®> + n — k — 2 <
< n — 1, nous répétons notre procédé p fois, jusqu’a ce que nous ayons kaP ™! +
+n—k—-—2<n-—1, mais ka? + n — k —2 = n — 1. De cette fagon, nous
obtenons la contradiction en question. Le procédé decrit ci-dessus a un sens seulement
sik > 0. Si k = 0, nous avons a procéder comme suit:
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D’aprés (15) nous avons lim y(x) = 0 pour j = 1,2,...,n — 1. En intégrant

X— 0

(n — 1) fois I'équation (1) nous obtenons donc
y'(x) =1/(n — 2)! J (t = x)2f(0) y"()dt, x>a.
Une nouvelle intégration, dans 'intervalle {xo, v, donne

Y(0) = ¥xo) = 1(n = 2)!. f ” dxr(t PR £ () dt = 1(n = 2)!.

X0

de j :(t — XP2A(0) y() di + Eodx J :°(t O A0) dt],

d’ou
v

y@) > 1/(n — 1)! j (t — xo) "1 £(¥) y* (1) dt.

X0

Cette inégalité entraine

© = %™ (0) ) > [1/(n ) j

v

(t = X" (1) (1) dt]“ © = %oy 1),

d’ou par intégration dans l'intervalle vy, v,)

j h [1/(71 -1 .on(z = xo)" 1 (1) ya(t)dt]_“(v — xg)t £(0) y(v) dv >

vy X

X

> jvz(v — xo)" ! f(v)do.

vy

Une modification facile du premier membre aboutit &

[ = DI/ = o) {Uvz(v = xo)" "1 f(v) *(v) dv]l—a -

X0

vy 1-a v2
[[emmrsroa] 1> Mo - oo,
X0 vy

Or, ici le premier membre est une fonction bornée de v,, tandis que le deuxiéme
membre n’est pas borné; c’est une contradiction qui montre que le cas de k = 0 est
impossible.

Nous avons montré ainsi que les hypothése (14) et (15) sont incompactibles. Donc,
si (14) a lieu, et que 1’on ait y(x) > 0 pour x > X,, on doit avoir lim y’(x) = 0 pour

X0
i=0,1,..,n—1, et y* 2)(x) <0, y""2*D(x) >0, ot 0 <n—25s<n 0<
<n —2s + 1 < n.Sinest pair, n — 1 est impair, donc y'(x) = y*~“")(x) > 0. Or,
cela signifierait que y(x) croit, on aurait donc lim y(x) > 0, mais ce n’est pas possible.
X =00

Cette contradiction montre que I’équation (1) ne peut pas avoir de solutions non-
oscillatoires, lorsque (14) est vérifié.
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Si n est impair et (14) a lieu, alors toute solution y(x) de I’équation (1) est ou bien
oscillatoire, ou bien non-oscillatoire, mais dans ce cas-ci on a lim y¥)(x) = 0 pour
j=0,1,...n—1. x>

II. La condition est nécessaire. Soit [° x"~' f(x) dx <oo. Si n est un entier pair,
alors on peut facilement démontrer a I’aide des approximations de Picard I’existence
d’une solution y(x) de I’équation intégrale

yx)=1-=1/(n - 1) .J‘w(t — X)L f(0) yX() dt,

satisfaisant aux conditions lim y(x) = 1, lim y)(x) = 0, j = 1,2,...,n — 2. Cette
X o0 X 00
solution est également solution de ’équation (1).
Si n est un entier impair, on peut facilement démontrer I’existence d’une solution

y(x) de I’équation intégrale
y(x) =3+ (1/(n = 1)) Jw(t — x)"f(1) y*(r) dt

vérifiant les conditions lim y(x) =3, lim y?(x) =0, j=1,2,...,n — 1. Cette

solution est également solution de 1’équation (1).
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Pe3zrome
KOJIEBATEJIBHOCTb PELHEHI/IFI YPABHEHMU (1)

VMPUX JINYKO u MAPKO MIBEIL (Imrich Li¢ko, Marko Svec), Bpatncinasa

B paboTe BBIBOAATCS HEOOXOAMMBIC M JIOCTATOYHBIC YCJIIOBUS ISl KOJebaTesb-
HoctH quddepeHIaibHOro ypaBHEHHS

(1) Y™ + f(x)y* =0, the n> 1 — HaTypaibHOE YHCIIO, o = P
q

NpUYEM p U g — HEYCTHBIC U HEC UMCIOLIUC O0LIMX AeIUTeNe HaTypaJIbHBIC YHCJIA.
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Ilon pemieHHMeM 3TOTO ypaBHEHUs Mbl IMOHMMAaeM pelleHne Ha wHTEepBase (b, oo),
10/1 K0Je6aTENbHBIM PElICHHEM TO/IPAa3yMeBaeTcsi Takoe petuenue y(X), At KoTo-

POTO CyLIECTBYET NOCIEIOBATENBHOCTD {X;}{%  Takas, uTo lim x; = o u y(x;) = 0,

1= 00

i =1,2,... Joka3bIBalOTCS CJIEAYIONIHE TEOPEMBI:

Teopema 1. ITycms f(x) — Henpepvignas nosodxcumenvHas @GYHKYuA Ha unmepsadie
{a, ©). Iyecmbn> 1,0 < a < 1.

a) ITycmv n — uemnoe uucao. Toeda 044 mozo, umobwl 6ce peutenus ypasuenus (1)
Oblau KOMeDAMEALHLIMU, HEOOXO00UMO U OOCMAMOYHO, UMOObI

0
2 J‘ XD f(x)dx =0, t>a.
t
6) ITycmo n — neuemnoe yucao. To2da HeoOX0OUMbIM U QOCMAMOYHBIM YCAOBUEM
045 mo2o, umobwl Kaxcooe peuterue ypasvenus (1) viao uau KosedbamesHbiM UAU
umobbl 044 GOALUWUX X OHO CIPEMUAOCH MOHOMOHHO (8MecHie co c8oUMU NPOU3800-
HbLMU 00 NopAdKa n — 1 exalouumenvio) Kk Hyaio, aéisemca yciosue (2).

Teopema 2. ITycmb f(X) — HenpepviHAA NOAOIHCUMEAbHAA PYHKYUA HA UHMEpEale
{a, ©). Iycmb n > 1, a > 1.

a) Ilycms n — uyemnoe uucao. Toz2oa 045 mozo, umobwl éce peutenus ypasterus (1)
ObLIU KON1eDAMENbHBIMU, HEOOXO00UMO U DOCMAMOYHO, YMOObl

o0
(14) j Y S dx = 0, 1> a.
t
6) IIycmv n — neuemmoe uuciao. Toeda Heo6x00UMbIM U OOCMAMOUHBIM YCAOBUEM
045 moeo, umobsl kaxcooe peuienue ypashenus (1) uau 6viio KoaebamesbHbIM U
CIMPeMUNOCy, 6Mecme O CBOUMU RPOU3BOOHBLIMU 00 nopAdka n — 1 exaiouumenvHo
MOHOMOHHO K Hymio, Aeasiemca yciosue (14).
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