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YexocnoBaukuii MaTeMaTHyeckuii xypnai, T. 14 (89) 1964 Ilpara

EINE METRISCHE EIGENSCHAFT
DER CANTORSCHEN ENTWICKLUNGEN
DER REELLEN ZAHLEN UND IRRATIONALITATSKRITERIEN

TiBOR SALAT, Bratislava

(Eingelangt am 3. September 1962)

In dieser Arbeit studiert man die Eigenschaften der Folge {& (x)/q;}i% 4
0

(x = Y &(x)/(4145 .. q;) ist die Cantorsche Entwicklung der Zahl x) vom
k=1

Standpunkte des Lebesgueschen Masses und die Ergebnisse dieses Studiums
verwendet man in der Analysis ,,der Effektivitdt‘ der Irrationalitdtskriterien,
die von A. OPPENHEIM und P. H. DIANANDA stammen.

Einleitung. {q,};>, sei eine Folge von natiirlichen Zahlen die grosser als 1 sind.
Es ist bekannt (siche [1] s. 7), dass man jede reelle Zahl x € 0, 1) eindeutig in der
Form

0 x=y o)

k=141 .4z .-- G
darstellen kann, wo g(x); k =1,2,... eine ganze Zahl ist, 0 < g(x) £ q;_;
k=1,2,...undg(x) < g, — 1fiir unendlich viele k ist. Die Entwicklung (1) der Zahl x
nennt man die Cantorsche Entwicklung der Zahl x in Bezug auf das System, welches
durch die Folge {g,}r=; bestimmt ist. Die Cantorschen Entwicklungen der reellen
Zahlen sind eine Verallgemeinerung der g-adischen Entwicklungen, die man bekommt,
wenn man g, = ¢g; k = 1,2, ... setzt.

In den Arbeiten [2], [3] wurde gezeigt, dass fiir die Irrationalitdt der Zahl x
(siehe (1)) der Verlauf der Folge {¢,(x)/q,}i=1 eine wesentliche Rolle spielt. In den
erwihnten Arbeiten von A. OpPENHEIM und P. H. DIANANDA beweist man die folgen-
den Irrationalitdtskriterien fiir die Entwicklungen (1):

(K,) Wenn die Folge {g(x)/q,}i=, einen irrationalen Haufungswert hat, dann ist
die Zahl x irrational.
(K,) Wenn die Zahl 1 ein Haufungswert der Folge {&(x)/qi}i=, ist, dann ist die
Zahl x irrational. '
(K3) Es existiere eine solche Teilfolge {e(x)/qx}i=1 der Folge {e(™) i}z 15
dass &,(x) = 0; i = 1,2,3, ... und &,(x)/qx, = O ist; dann ist die Zahl x irrational.

254



B

(K4) Es scien alle Haufungswerte der Folge {&(x)/qi}rz; rational. Dann ist die
Zahl x immer irrational mit dieser Ausnahme: Wenn ganze Zahlen p, q; (p, q) = 1,
g > 0 und eine Folge von natiirlichen Zahlen k; < k, < ... < k, < ... s0 existie-
ren, dass

dann kann x eine rationale Zahl sein.

1. Die Verteilung der Folge {¢(x)/q,}r=; in <0,1). In diesem Teil der Arbeit
studiert man die Verteilung der Folge {&,(x)/q}r=1 in <0, 1> vom metrischen Stand-
punkte. Im folgenden benutzt man den Begriff der homogenen Menge.

Eine Menge M < 0, 1) nennt man homogen in <0, 1), wenn sie dieselbe Dichte in
jedem Teilintervall des Intervalles <0, 1> hat; genau, wenn eine Zahl d, 0 £ d < 1
so existiert, dass fiir jedes Intervall J = 0,1) d = [M n J|/|J]| gilt; |K| bedeutet
dabei das dussere Lebesguesche Mass der Menge K (oder das Lebesguesche Mass der
Menge K, wenn K messbar ist). Es ist bekannt (siche [4]), dass die messbare Menge
M <=0, 1) dann und nur dann homogen in <0, 1) ist, wenn sie das Mass 0 oder 1
hat. Dieses Erkenntnis wird beim Beweise des folgenden Satzes beniitzt.

Zuerst erwidhnen wir die folgende Beziechung. Wenn n eine (feste) natiirliche Zahl
ist, dann werden wir die Intervalle

k k+1
’,f=< , ); k=0,1,...,9:9,...9, — 1.
4192 ---4n 9192 -+ 9n

Intervalle n-ter Stufe nennen. Das ganze Intervall <0, 1) zerfillt in ¢q; .45 ... 4,
paarweise teilfremde Intervalle n-ter Stufe (n = 1, 2, 3, ...). Wenn
‘ _k _am e 8

9192 ---49n 91 41 -92 4192 --- 4n

ist, wo 0 < ¢; < g;, ¢ (i = 1,2, ..., n) ganze Zahlen sind, dann sagen wir, dass das
Intervall i¥ zur (endlichen) Folge ¢, ¢,, ..., ¢, gehort. Wenn x € i¥ ist, dann ist ihre

Cantorsche Entwicklung von der Form x =) &(x)/(q1 -9z ... 4i), WO ¢&(x) =
k=1
=¢g(=12,..,n)ist.
Jetzt wollen wir das folgende einfache Kriterium von Homogenitit der Mengen
in €0, 1) angeben.

Lemma 1. B sei eine messbare Menge, B = {0, 1). Setzen wir voraus, dass fiir
jede n =1,2,3,... die folgende Aussage richtig ist: Wenn k, k' zwei beliebige
Zahlen der Folge 0,1,2, ..., 4145 ... 4, — 1 sind, dann ist

|Bnif| =|Bniy].
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Behauptung. Die Menge B ist homogen in €0, 1) (und also [M| = 0 oder 1).

Beweis. Setzen wir bei festem n u(n) = |B N iy)/|ik|, dann ist nach der Voraus-
setzung des Lemma p(n) unabhingig von k. Wir zeigen, dass fir n = 1, 2, ... p(n) =
= |B] ist.

q192.--qn—1

Wenn n eine (feste) natiirliche Zahl ist, dann ist B= [} (B if) und aus
k=0

dieser Beziehung bekommen wir

q192.--9n—

Bl=" % [Bri= u(n)kZ': | = w(n).

Es geniigt noch zu zeigen, dass fiir jedes Intervall J < €0, 1) [B n J|/|J| = |B] ist.
Es sei also J < <0, 1) und es sei a(b) der linke (rechte) Endpunkt des Intervalles J.
Wir werden voraussetzen, dass 0 < a < b < 1ist (wenn a = 0 oder b = 1 wire, der
Beweis verldufe ganz dhnlich). Es sei e > 0. Wahlen wir n so, dass (q,q, ... ¢,)"" <
< min (1 — b, ¢/2) ist. Es seienis(k = r + 1, r + 2, ..., 7 + s) alle diejenigen Inter-
valle n-ter Stufe, die im Intervall J enthalten sind. Dann ist offensichtlich

r+s r+s+1
©) UikedJe U i,
k=r+1 k=r
und daraus bekommt man
r+s r+s+1
@ Y [Bni]£[BnJ[S Y [Bni.
k=r+1 k=r

Auf Grund vom (3) und der Wahl der Zahl n bekommen wir

r+s+1 r+s
Yol < +e Y |l > —e.
k=r k=r+1
Nach (4) und nach dem vorangehenden Teil des Beweises bekommen wir aus den
letzten Ungleichheiten
|—s<|BmJ|§!BllJ[+e
| 1] V] /]
und da ¢ eine beliebige positive Zahl war, ist |B n J|/|J| = |B|. Damit ist der Beweis
des Lemma beendet.

B

18] 1

Satz 1. (a) Es sei {q,}i=1 eine Folge von natiirlichen Zahlen, die grosser als 1
sind. Es sei (1) die Cantorsche Entwicklung der Zahl x in Bezug auf das System,

das durch die Folge {q,}r=1 bestimmt ist.
Behauptung. Fiir fast alle x € {0, 1) ist

(5) fim inf ) = 0.

n- o qn
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(b) Es habe {(h}f:l die vorangehende Bedeutung und es sei lim sup g, = + .

k— 0

Behauptung. Fiir fast alle x € <0, 1) ist

(6) lim sup &(x) =1.

n— o qn

Folgerung. Wenn {q,}>., die vorangehende Bedeutung hat und wenn lim sup q;, =
' k=0

= + o ist, dann gilt fiir fast alle x € €0, 1) gleichzeitig (5) und (6).

Bemerkungen. 1) Der erste Teil des Satzes wire eine einfache Folgerung der
Rényischen Verallgemeinerung des klassischen Satzes von Borel (siehe [5]), wenn

wir voraussetzen wiirden, dass ) g, ' = + oo ist. In diesem Fall enthalten fast alle
k=1

x €40, 1) in ihren Entwicklungen (1) die Zahl 0 an unendlich vielen Stellen (g,(x) =0

fiir unendlich viele n). Wir setzen jedoch iiber die Konvergenz der Reihe Y g, ! nichts
k=1

voraus. In der erwdhnten Arbeit von A. RENYI wurde auch gezeigt, dass wenn
L]

Y gy ' < + oo ist, dann gilt fiir fast alle x € 0, 1): Die Folge {g,(x)};>, enthilt nur

k=1

endlich viele 0. Der zweite Teil dieses Satzes folgt auch nicht aus den Rényischen
Ergebnissen bei den vorangehenden Beschrinkungen.

2) In der Arbeit [6] wurde von P. TURAN gezeigt, dass aus ), g, '< +oo die
© k=1

Divergenz der Reihe ). ¢,(x)/q, fiir fast alle x € €0, 1) folgt. Der Beweis dieses Ergeb-
1

k=
nisses beruht auf dem bekannten Cantor-Lebesgueschen Satze aus der Theorie der
trigonometrischen Reihen. Wir bemerken, dass dieses Ergebnis von P. Turdn eine

einfache Folgerung unseres recht stirkeren Satzes 1 (b) ist. Wirklich, aus ) g; ' <
k=1
< + oo folgt g, = co, und dann nach dem Satze 1 ist sogar lim sup g(x)/g; = 1
k=

fiir fast alle x <0, 1).

3) Die Voraussetzung lim sup g, = + oo im Teil (b) des Satzes 1 ist fiir die Giiltig-
k=

keit des Satzes 1 (b) notwendig. Denn wenn 1 < ¢, < K; k = 1,2, ... wire, dann
wiire jedes Glied der Folge {&(x)/qx}i= nicht grésser als (K — 1)/K < 1.

Beweis des Satzes 1 (a). Setzen wir

k— o0 qx

M=E[x;xe<0, 1), liminf@>01|.
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Es geniigt zu zeigen, dass |[M| = 0. Es sei 0 < t < 1. Setzen wir

M(r)=E [x; x €€0, 1), lim infe—"(zc) > 1] ;

koo gy

Mk = E[x; X € <O3 l)’ 8k(x) > qu] ;

N,= NMi;k,n=1,23,....
k=

Man kann sofort einsehen, dass

@ o] o]
) M) cU NM,=UN,.
n=1 k=n n=1
Ferner, die Funktionen ¢(x) und &(x)/q,; k = 1,2, ... sind beschrankt im Intervall
{0, 1) und stetig im Inneren jedes Intervalles k-ter Stufe. Daraus folgt, dass die
Mengen M(t), M,, N, messbar sind.

Es sei jetzt s eine beliebige natiirliche Zahl; wir zeigen, dass [N £ 1 — 7 < 1 ist.
Nach der Definition der Mengen M, und N, ist N, = M,. Betrachten wir die Zerle-
gung des Intervalles <0, 1) in Intervalle s-ter Stufe. Die Menge M ist in der Vereini-
gung derjenigen Intervalle s-ter Stufe enthalten, von welchen jedes zu einer solchen
Folge &, &5, ..., & gehdrt, in der ¢ eine der Zahlen [tq,] + 1, [tq,] + 2,...,q, — 1
ist (zusammen haben wir g, — [tg,] — 1 Werte fiir ¢). Die Anzahl aller dieser
Intervalle ist q,q; ... q;-1(q; — [tg;] — 1) und jedes von ihnen hat die Linge
(91-9;5---g,)""; deshalb

< -1,

IMsl < 4192 - 45-1(as — [1¢;] = 1) <9~ (tg, — 1) -1 _1
9192 --- 95-19s q

also auch |N| £ 1 — 735 = 1,2, .... Offensichtlich ist Ny « Ny = ...c N, <.
deshalb

[GN,[=lim[Ns[§ l-t<1.
s=1 s 00

Aus der Inklusion (7) folgt
®) M| <1 —7.

Jetzt zeigen wir, dass M(7) homogen ist. Nach dem Lemma 1 geniigt es zu zeigen,
dass fiir jedes n diese Aussage richtig ist: Wenn ¥, i¥" zwei beliebige Intervalle n-ter
Stufe sind, dann ist [M | = |M n i¥|. Dazu geniigt es zu zeigen, dass M(z) N i’
eine Translation der Menge M(t) n ik ist. iX(it) gehdre zur Folge &y, ¢, ..., &,
(¢1, €5, ..., &,); dann ist leicht einzusehen, dass M) n i*" sich durch Translation
der Menge M(7) N i¥ um die Linge
& — &

gy, — & g — &
+2 2+.”+ n n

A= B S
q1 9192 4192 --- 4n
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ergibt. Wirklich, wenn

xeM(tyoil, xl_zls,(x)/(qlq2 v q) (8(x) = ¢ fir 1=1,2,...,n),

dann

i &j(x) o

X =x+2i=Yy L2 eil,
1=14143.-- 9,

g(x)=¢ (I1=12,...,n)

und ¢)(x) = g(x) fiir I > n. Da die Cantorschen Entwicklungen der Zahlen x, x’ sich
nur an den ersten n Stellen unterscheiden, folgt aus der Giiltigkeit von (5) die Be-
ziehung lim inf &,(x")/g; = O und das bedeutet, dass x’ € M(t), also zusammen mit

k-
x" € if ist x" € M(z) n i¥’. Ahnlich kann man sich iiberzeugen, dass wenn x’ € M(t) N
ni¥, dann x’ — 2 = x e M(x) n i} so dass M(x) n it = f(M(7) n i¥), wo f(t) =
=t + A ist. Daraus folgt die Erfiillung der Voraussetzungen von Lemma 1, wenn
wir B = M(t) setzen, also |[M(z)| = 0 oder 1. Infolge der Beziehung (8) bekommen
wir |[M(7)| = 0.
Es sei jetzt {t,},= eine Folge von reellen Zahlen, 7, - 0, 0 < 7 < 1. Dann ist

M = U M(t,); nach dem vorangehenden Teil des Beweises ist |[M(z,)| =0 (n =
=1, 2 3 ..) und also |M| = 0.

(b) Setzen wir voraus, dass lim sup g, = + co. Bezeichnen wir

k— o
N = E[x x €0, 1), lim sup 22 "(x) ]
k= o [*%

Es geniigt zu zeigen, dass |N| = 0.

Wenn 0 < t < 1 ist, setzen wir

M'(1) = [x x €40, 1), lim sup £~ &) ) ]
k>w gy
Gangz dhnlich wie im vorangehenden Teil des Beweises kann man sich iiberzeugen,
dass die Menge M'(z) (0 < t < 1) eine messbare und homogene Menge ist. Setzen
wir weiter
M, = E[x; x €40, 1), g(x) £ 1q;]

N, =NM; (k;n=123,..).

k=n
Die Mengen M,, N, sind messbar, weiter

MI(T)CG NM;, = UN’

n=1k=n
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und
) NicN,c..cN,c....

Wir zeigen, dass fiir jede n = 1, 2, ... |N,’,] < (1 + 7)/2 < 1 ist. Nach den Voraus-
setzungen des Satzes existiert eine solche wachsende Folge von natiirlichen Zahlen
ki <ky,<..<ks<..., dass limgq, = +oo ist. Es sei n eine natiirliche Zahl;

§— 0

wihlen wir s so, dass k; = n und g, > 2/(1 — t). Dann haben wir

(10) N, M, .

M, ist in der Vereinigung aller solchen Intervalle k-ter Stufe enthalten, dass jedes
dieser Intervalle zu solcher Folge &y, ¢, ..., &, gehort, dass 0 < ¢ < q; — 1
(i=12,..,k,— 1), g, <[rq,] Die Anzahl aller diesen Intervalle ist q;q, ...

e @uy-1(1 + [7q;,]) und die Lénge jedes dieser Intervalle ist (g:q2 .- 4x,)” '
deshalb (auf Grund der Wahl der Zahl k)

IMk_J < ‘11‘12...qks-1(1 + ['qus]) < 1 + 1q,, < 1 -1 b 147 -1
4192 - 9, qx, 2 2

Nach (10) bekommt man |N,| < (1 + 7)/2 < 1 (n = 1, 2, ...). Mit Riicksicht auf (9)
bekommen wir jetzt

|U N = lim |V < % <1.
n=1 n—o

Daraus folgt |[M'(r)| = 0. Der Beweis kann jetzt dhnlich wie Beweis des Teiles (a)
fortgesetzt werden.
Wenn also lim sup g, = + o0, dann ist diese Aussage fiir fast alle x € €0, 1) richtig:

k— 0
Die Folge {&(x)/q:}i=1 hat die Haufungswerte 0, 1. Wir zeigen weiter, dass diese
Eigenschaft (ein Haufungswert der Folge {&,(x)/q,}r- fiir fast alle x sein) jede Zahl

z €0, 1) hat, wenn nur lim sup g, = + o ist.
k=

Satz 2. Es sei {q;}r=1 eine Folge von natiirlichen Zahlen, die grésser als 1 sind.
Es sei lim sup g = + o0. Fiir z € (0, 1) bezeichnen wir bei mit H(z) die Menge aller

k=0

derjenigen x €0, 1), die die folgende Eigenschaft haben: Die Zahl z ist ein Hdu-
fungswert der Folge {g,(x)/q}i~; = 1.
Behauptung: |H(z)| = 1. ‘
Beweis. Es sei z€(0, 1); wihlen wir n > 0 so, dass n < min(z, 1 — z). Fiir
natiirliche k, n setzen wir
= n],

RO = ORG), RO = U P

9k

R(n) =E [x; x €0, 1),
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Es ist leicht einzusehen, dass Ry(n) (k =1,2,3,..), P,(y) (n = 1,2,3,...), R(n)
messbare Mengen sind. Ganz #hnlich wie beim Beweis des vorangehenden Satzes
(Homogenitit von M(r)) kann man sich iiberzeugen, dass R() eine homogene Menge
ist. Nach den Voraussetzungen des Satzes existiert eine wachsende Folge von natiir-
lichen Zahlen ky < k, < ... < ks < ... so, dass lim g, = + oo ist. Es sei jetzt n

S 00

eine beliebige natiirliche Zahl; wihlen wir s so, dass k, > n, g,, > 27~ . Dann
(11) P,(n) = Ry(n) -

. Die Menge R, (1) ist in Vereinigung aller derjenigen Intervalle k -ter Stufe enthalten,
von welchen jedes zu einer solchen Folge ¢, €, ..., g_ gehort, dass 0 < ¢; < q; — 1
(i=1,2,...,k; — 1) und g, ist eine Zahl aus der Folge

0L...[C-nal [E+nal [C+na]+1..,q-1

(das ist zusammen [(z — n) q,,] + 1 + ax, — [(z + 7) q;,] Moglichkeiten fiir ¢, ).
Daraus folgt nach der Wahl der Zahl k,, dass

- 2+ g - 2
IR ()] < &= * :q"s (Z+”)q"s=1—2n+—q—<1—n.
ks ks

Aus der Inklusion (11) bekommen wir jetzt [P,(n)| <1 —n (n=1,2,3,...).
Nimmt man in Betrach, dass

Pi(n) = Py(n) = ... < P,(n) © P,yi(n) = ...

ist, so bekommt man
[R(| = [V ()] = lim [P,()] <1 —n <1

Da die Menge R(r) homogen ist, |R(n)| = 0.
Es sei jetzt {#,},= eine Folge von reellen Zahlen, 5, = 0,0 < 5, < min(z, 1 — z).
Nach dem Bewiesenen ist jede von Mengen R(,) (n = 1,2, 3, ...) eine Nullmenge,

so ist also auch | R(n,) eine Nullmenge. Es geniigt noch einzusehen, dass H(z) =

© n=1
= <0,1) — U R(n,) ist.
n=1
Eine einfache Folgerung der bisherigen Ergebnisse ist der folgende Satz, der einen
iibersichtlichen Anblick auf die Verteilung der Folge {e(x)/qi};~, im Intervall
<0, 1) bietet.

Satz 3. E sei {q}i=1 eine Folge von natiirlichen Zahlen, die grésser als 1 sind.

Es sei lim sup g, = + 0.
k— o0

Behauptung: Fiir fast alle x €40, 1) ist die folgende Aussage richtig: Die Hdu-
fungswerte der Folge {&(x)/q;}r=1 erfiillen das ganze Intervall <0, 1).
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Beweis. Es sei rq, 1y, ..., 1y ... die Folge aller rationalen Zahlen des Intervalls
<0, 1. Bezeichnen wir mit H die Menge aller derjenigen x € <0, 1), fiir welche die
folgende Aussage richtig ist: Jede Zahl r,; n = 1,2, ... ist ein Haufungswert der
Folge {&,(x)/q;}r=. Dann H = () H(r,) (siche die Bezeichnung im Satz 2), und nach

n=1
dem Satze 1 und 2 ist [H| = 1.

Wenn wir jetzt in Betracht nehmen, dass die Menge aller Haufungswerte der
beliebigen Folge eine abgeschlossene Menge ist, ist sofort ersichtlich, dass H die
Menge aller derjenigen x €<0, 1) ist, fiir welche die folgende Aussage richtig ist:
Die Hiaufungswerte der Folge {e(x)/qi}i=, erfiillen das ganze Intervall <0, 1.
Damit ist der Beweis des Satzes beendet.

In der bekannten Sammlung von Problemen aus der Analysis (siehe [7] s. 99,
Probl. 171) ist das folgende Problem angegeben: Es soll bewiesen werden, dass die
Folge {n! e — [n! e]};2, (e ist die Grundzahl der natiirlichen Logaritmen) nur einen
Héufungswert (gleich 0) hat. Zur Losung dieses Problems kann man leicht gelangen,
wenn man die Cantorsche Entwicklung von Zahl e in Bezug auf System, das durch die
Folge {k + 1};>, bestimmt ist, in Erwdgung nimmt, d.h. die Entwicklung e =
=2+ Y 1/(n + 1)! Im weiteren zeigen wir mit Hilfe des Satzes 3, das die erwihnte

n=1
Eigenschaft der Zahl e im gewissen Sinne zufillig ist, oder genau ausgesprochen,
die irrationalen Zahlen mit dieser Eigenschaft stellen nur einen ,,Ausnahmefall* unter
den irrationalen Zahlen dar.

Satz 4. Es sei {q,}i-, eine Folge von natiirlichen Zahlen, die grosser als 1 sind.
Es sei lim q, = +00. Wenn n eine natiirliche Zahl ist und x €40, 1), setzen wir

O‘,,(X) = {‘11‘12 qnx}’ ({u} =u- [u])

Behauptung. Fiir fast alle x €40, 1) gilt die folgende Aussage: Die Hdufungs-

werte der Folge {c,(x)}, erfiillen das ganze Intervall 0, 1).

9]

Beweis. Wenn x = Y. £(x)/(4142 --- 4;) die Cantorsche Entwicklung der Zahl x
k=1
ist, dann bekommen wir durch eine leichte Ausrechnung

o,(x) = {qlqz---qni ﬂ—} - {an 4 ¥ 9n_+1(1)}’

k=14193 ... gy dn+1 dn+1
wo a, eine ganze Zahl und 9,+1(x) gleich der Summe der folgenden unendlichen
Reihe ist:
5n+2(x_) + 8"+___3(x) + o+ Ep45(X)

. + ...
dn+2 qn+29n+3 Gn+2 ++ Qu+s
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Mit Hilfe der trivialen Abschitzung bekommen wir
0
0= 9,,4(x) < ”gﬁ"—l‘=l-
$=2qp4+2+--YGu+s

Deshalb
U”(X) - Ent l(x) + 9n+1(x) X
In+1 dn+1

Jetzt geniigt es zu betrachten, dass 9,+1(x)/g,+1 — O wenn n — oo und das Ergebnis
des Satzes 3 benutzen.

Bemerkung. Wenn wir g, =n + 1 (n =1,2,...) und x = e — 2 setzen, dann
ist 0,_4(x) = {n!x} = {n!e} und nach der erwihnten Losung des Problems 171
(siehe [7]) ist 0,,(x) — 0, also die Zahl e — 2 gehort zu der Nullmenge aller derjenigen
irrationalen Zahlen x € €0, 1), fiir die g,(x) — 0.

2. Die metrische ,,Bewertung® der Effektivitit einiger Irrationalititskriterien.
Kehren wir uns jetzt zum Studium von Irrationalitétskriterien, die von A. Oppen-
heim und P. H. Diananda stammen und die in der Einleitung dieser Arbeit erwidhnt
wurden. Alle vier Kriterien K; (i = 1, 2, 3, 4) bieten die hinreichenden Bedingungen
dazu, dass die Zahl x (siche (1)) irrational sei. Es entsteht das.natiirliche Problem,
die Effektivitit dieser Kriterien ,,metrisch zu bewerten‘. Darunter wird das folgende
gemeint: Bezeichnen wir mit S; (i = 1, 2, 3, 4) die Menge aller derjenigen irrationalen
Zahlen x €0, 1), deren Irrationalitit mit Hilfe des Kriteriums K; (i = 1,2, 3, 4)
fesgestellt werden kann (d.h. S; (i = 1, 2, 3, 4) ist die Menge aller derjenigen Irratio-
nalzahlen x €0, 1), die die Voraussetzungen des Kriteriums K; (i = 1,2, 3, 4)
erfiillen). Versuchen wir das Mass der Menge S; (i = 1,2, 3, 4) zu bestimmen und
ihrer Grosse nach iiber die Effektivitat des Kriteriums K; (i = 1,2, 3, 4) zu ent-
scheiden. Die Antwort auf dieses Problem bietet (bei gewissen Beschrankungen im
Falle des Kriteriums K;) der folgende Satz. ({g,};~ bezeichnet eine Folge von na-
tiirlichen Zahlen, die grosser als 1 sind).

Satz 5. (a) Wenn lim sup g, < + oo, dann Sy = 0 (und folglich |S,| = 0). Wenn
k—
lim sup g, = + oo, dann |S| = 1.
k=

(b) Wenn limsup g, < +oo, dann |S|; =0 (und folglich |S,| =0). Wenn
k= o0

lim sup g, = + o0, dann |S,| = 1.

k— o0

(c) Es sei ¥ q; * < +oo; dann |S;| = 1.
k=1
(d) Wenn limsup g, < +oo0, dann S, =<0, 1) — R. (R bedeutet die Menge
k-
aller rationalen Zahlen des Intervalles 0, 1)), also |S4| = 1.

Wenn lim sup g, = + 0, dann |S,| = 0.

k=
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Beweis. (a) Nach der Voraussetzung existiert eine solche natiirliche Zahl K, dass
g = K (k=1,2,3,...). Wenn x €0, 1), dann ist die Menge der Glieder der Folge

® Uoe

endlich und die Elemente dieser Menge haben die Gestalt p/g, 1 < g < K,0 < p <
< q — 1, wo p, g ganze Zahlen sind. Daraus folgt, dass die Folge (12) keinen irratio-
nalen Hiufungswert haben kann.

Wenn lim sup g, = + o0, dann ist die Behauptung eine einfache Folgerung des
k—

Satzes 3.
(b) Wenn lim sup g, < + oo, dann existiert eine solche natiirliche Zahl K, dass
k— 0

g < K (k= 1,2,...) ist. Es sei jetzt x € (0, 1) und (1) die Cantorsche Entwicklung
von x; dann

sl(i)§—K_1, limsupﬂx—)_s_——K—l,
i K kv K
so dass S, = 0.
Wenn lim sup ¢; = + o0, dann ist die Behauptung eine einfache Folgerung des

k=0
Satzes 1 (b).

(c) Aus dem erwihnten Rényischen Ergebniss (siche [5]) folgt, dass eine solche
Menge S < <0, 1) von Irrationalzahlen existiert, dass IS] = 1 und fiir jedes x€ S
folgendes gilt: {e(x)}s~, enthilt nur eine endliche Anzahl der Glieder gleich 0. Aus
dem Satz 1 (a) folgt wieder, dass eine solche Menge S’ < <0, 1) von Irrationalzahlen
existiert, dass |S’| = 1 und fiir jedes x € S” lim inf g(x)/q; = O ist. Bilden wir jetzt

k— o0

die Menge S n S’. Es ist |S N S'[ = 1 und wenn x € S N §’, dann existiert eine solche
Folge von natiirlichen Zahlen k; < k, < k3 < ... dass lim g (x)/q,, = 0 ist, und

k=
dabei g (x) = 0 nur fiir eine endliche Anzahl von s. Also SN S’ = S;, so dass
[Ss] = 1.

(d) Wenn lim sup g, < + oo, dann, wie wir schon gesehen haben, konnen die
k— o0

Hiaufungswerte der Folge (12) nur rationalen Zahlen sein, also S, = (0,1) — R,
wo R die Menge aller rationalen Zahlen des Intervalles <0, 1) ist.

Wenn lim sup g, = + o0, dann ist die Behauptung eine einfache Folgerung des

k— o
Satzes 3.
Am Ende dieser Arbeit machen wir noch eine kleine Bemerkung iiber die gleich-
missige Verteilung der Folge {&(x)/q;}i= im Intervall 0, 1>.
Wie bekannt, man nennt die Folge {x,}:%{, X, €<0, 1) gleichverteilt im Intervall
<0, 1), wenn fiir jedes t€<0, 1> 8[n; x, < t] = ¢ gilt. Erwihnen wir die folgende
iibliche Bezeichnung. Wenn A eine Menge von natiirlichen Zahlen ist, dann bedeutet
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die Zahl A(n) die Anzahl aller a € 4, fiir die a < n gilt. Die Zahl §(4) = lim A(n)/n

n—* oo
(wenn sie existiert) nennt man die asymptotische Dichte der Menge A. Ahnlich
definieren wir

8,(A4) = lim inf An ), 6,(A4) = lim sup ——= Aln)

n— oo n—> o n

und der Einfachkeit halber schreiben wir 6[n; x, < f] anstatt §([n; x, < 1]).

Nach der Definition der gleichverteilten Folge ist es leicht zu ersehen, dass, wenn
{x 2% eine im <0, 1) gleichverteilte Folge ist, dann jede Zahl des Intervalls <0, 1)
ein Haufungswert der Folge {x,},%, ist. Wenn wir dieses mit dem Satz 3 vergleichen,
kann die Hypothese entstehen, dass fiir fast alle x € €0, 1) (bei den Voraussetzungen
des Satzes 3) gilt: Die Folge {&(x)/q}r=1 ist im <0, 1) gleichverteilt. Wenn das dieser
Fall wire, dann wire der Satz 3 eine einfache Folgerung dieser Wirklichkeit.

Jetzt zeigen wir an einem Beispiel, dass die Hypothese im allgemeinen nicht
giiltig ist. Bezeichnen wir mit H* die Menge aller derjenigen x € <0, 1), fiir die die
folgende Aussage gilt: Die Folge {g(x)/g;}i-, ist im <0, 1) gleichverteilt. Offen-
sichtlich ist H* < H (die Bedeutung von H siehe im Satz 3). Jetzt zeigen wir, dass
sogar H* = Q und |H| = 1 sein kann. Es sei K eine natiirliche Zahl, K > 1. Trennen
wir die Menge N aller natiirlichen Zahlen in zwei teilfremde Untermengen N,, N,
und wihlen {g,}- so, dass

N;) = lim sup —~ (n)
34(N) = fim sy =

g, < K fiir jedes ne N,, lim g, = + 00 wenn n — o0, n € N,. Die Menge N, kann
die Menge aller Primzahlen sein; diese hat die asymptotische Dichte 0 und setzen
wir Ny = N — N,, dann wird 6,(N;) = 1 > (K — 1)/K. Es sei jetzt x €0, 1); wir
zeigen, dass die Folge {&(x)/g;};> im <0, 1) nicht gleichverteilt ist. Aus der offen-

sichtlichen Inklusion
[n;a—"(x-)él(—;i]b[n; 4n < K]

qn

folgt

2[,, G(x) R ]>62(N1)> Kl,

qn

o[ ) (K —T]_K -1
q, K K -
gelten, so dass {f:;((x)/tlk}’k~1 im <0, 1> nicht glelchverteﬂt ist. Also H* = @ und nach
dem Satz 3 ist |H| =

und so kann nicht
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Pe3omMme

OJIHO METPUUECKOE CBOYICTBO PA3JIOXXEHUI OEVMCTBUTEJBHBIX
YUCEJI 10 KAHTOPY U TIPU3HAKU NPPALIMOHAJIBHOCTU

TUBOP WIAJIAT (Tibor Salat), Bparuciasa

'naBHBIM pe3yJbTaTOM HACTOSILEH paboThI SBJIAIOTCS CIEAYIOLIME TEOPEMBIL:

Teopema 1. (a) IIycmo {q;};~, — nocaedo6amesbHOCMb HAMYPAALHBIX Hucen

@G> 1(k=1,2,3,...). Oycms x = Y. &(x)/q14; --- 4) — Kanmoposo pazioxncenue
k=1

Oeiicmeumenvrozo uucsa x €<0,1),0 £ g(x) £ qx — 1, k = 1,2, 3, ... u 021 becko-

Heunozo Koauuecmea k 6ydem e(x) < q, — 1. Ymeepaucoenue: [daa noumu ecex

x < <0, 1) (6 cmbicae mepor Jlebeza) lim inf g(x)/q, = O.

k- o
(b) Iycme cumeon {q,}r-, umeem mo xce 3HaueHue, KaK 6 npedvioyuwem, U nycmo
lim sup g, = + 0. Ymeepacoenue: Jaa noumu écex x€{0,1) 6ydem lim sup g,(x)/q, = 1.

k= k=

Teopema 1 sBIseTCA pacIIHpeHWEM M OGOCTPEHHEM HEKOTODBIX OoJiee paHHHX
pesyisTaToB A. Peubu u I1. Typana (cMm. [5], [6]).

Teopemy 1 (b) MOXHO 0GOOUIMTE CIEAYIOIEM 0Opa3oM:

Teopema 3. ITycmb {q;} -, umeem mo e 3HaueHue, KAk 6 npedvlOyuem, u nycmo
lim sup q;, = +o0. Ymeepaucoenue: [Jaa noumu ecex x € {0, 1) cnpasedauso caedyro-

k—
wee npedaoxcenue : npedevhvle 3HaueHus nociedosameshocmu {€(X)/q,} iy | 3anoana-
tom eecv unmepsaa {0, 1).

HakoHell, B CBSI3M C KPUTEPUAMH MPPAaNHOHAIBLHOCTH, CHOPMYIHPOBAHHBIMHA A.
OnnenxaiimMmoMm u II. I'. [IluaHaHay, aBTOp JaeT ,,METPUYECKYIO OLEHKY 3THX
KPUTEPUEB B TOM CMBICIIE, YTO /IS KaXJIOro M3 3TUX MPU3HAKOB OH YCTaHABJIUBAET
Mepy MHOXECTBA TeX MppanuoHabHBIX yucel x € <0, 1), HPPAHOHAIBLHOCTh KOTO:
PBIX MOXHO J0Ka3aTh IO 3TOMY NpPHU3HAKY.
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