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Чехословацкий математический журнал т. 14 (89) 1964, Прага 

ЛЕКСИКОГРАФИЧЕСКИЕ ПРОИЗВЕДЕНИЯ ЧАСТИЧНО 
УПОРЯДОЧЕННЫХ ГРУППОИДОВ 

ЯН ЯКУБИК (Jan Jakubik), Кошице 

(Поступило в редакцию 5/XI 1962 г.) 

Изучаются разложения в лексикографическое произведение определен
ного класса частично упорядоченных группоидов, в первую очередь вопро
сы существования изоморфных уплотнений двух лексикографических раз
ложений данного группоида. 

А. И. Мальцев в [2] изучал разложения упорядоченной (= линейно упоря
доченной) группы в лексикографическое произведение. В настоящей работе мы 
будем изучать разложения в лексикографическое произведение для некоторого 
класса Т частично упорядоченных группоидов. Класс Т содержит все частично 
упорядоченные группы, каждый лексикографический множитель которых 
является направленным множеством; в частности, Т содержит все упорядочен
ные группы. В § 1 исследуются разложения с конечным числом факторов; 
§ 2 посвящен разложениям, в которых может быть бесконечное число множи
телей. В § 3 изучается множество всех лексикографических разложений данного 
группоида, в котором естественным способом введено частичное упорядочение. 

В настоящем параграфе вводятся понятия м^-группоида и м-группоида. Затем 
определяется разложение w^-группоида в лексикографическое произведение 
с конечным числом множителей. Простым способом доказывается сзшдество-
вание изоморфных уплотнений двух лексикографических разложений w-rpyn-
поида (путем индужции по числу п\ + П2, где п^, П2 означают, соответственно, 
число множителей в первом и во втором произведении). 

1. Пусть Ä — частично упорядоченное множество (при помощи отношения ^ ; 
символ < имеет обыкновенный смысл). Если элементы а^, ^2 е Л несравнимы, 
то мы запишем это обстоятельство следующим образом: Ui \\ а2- Пусть M = 
== {<, II}. Предположим, что на Л определена бинарная операция +, обладаю
щая следующими свойствами: 
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a) существует нулевой элемент Ое Ä так, что для каждого а е Ä будет 
а-\-0 = 0-\-а = а; 

b) если X, у, Z Е А, se М, то xsy => (х + z) s(y + z), (z + x) s[z + y). 
При выполнении приведенных предположений называем множество А 

Wi-группоидом. Множество В cz А мы называем w ̂ -подгруппоидом в А, 
если О G Б и если из соотношения Ь ,̂ ^2 G Б вытекает Ь̂  + Ьз е Б. Если С, D ^ 
— Wi-группоиды, то символом С ^ D мы выражаем их изоморфизм (т. е. суще
ствование простого отображения С на D, которое является изоморфным 
отображением по отношению к частичному упорядочению и одновременно по 
отношению к операции -Ь). 

2. Пусть А, В — Wi-группоиды, пусть С — множество всех пар (а, Ь), а е А, 
b Е В, в котором определено частичное упорядочение лексикографически, (т.е. 
(а^, bi) < (fl25 ^2) тогда и только тогда, когда а^ < 02 или а̂  = «2 и одновре
менно bi < bjl сравни [1], стр. 9). На С определим операцию + по координа
там: (а^, bi) + («2, ^2) = {а^ + а2, Ь^ + ^2). Тогда С, очевидно, м^-группоид; 
мы назовем его лексикографическим произведением м^-группоидов А, В 
и обозначим через С = [Л о Б]. Множества А^ = {а, 0 )̂ | а е А}, Bi = 
= {(0 ,̂ Ь)\ЬЕВ} являются, очевидно, Wj-подгруппоидами ъ С ж А c^ri А^, В с^ В^. 
(Символы 0^ и Од означают, соответственно, нулевые элементы в Л и Б.) 

3. Пусть G — Mi-группоид, пусть Gj, G2 — Wi-подгруппоиды в G, удовле
творяющие следующим условиям: 

a) каждый элемент g EG МОЖНО ОДНИМ единственным способом представить 
в виде g = д^ + д^, д^ е Gj, gj Е G2; 

b) если X, у Е G,x = х^ + ^2^ У = Уг + Jz^ ^и Ji ^ ^и 2̂̂  У2 ̂  ^2* то х + у = 
= (%! + Уг) + {х2 + Уг); 

c) при условиях из б) справедливо соотношение х < у тогда и только тогда, 
когда либо Xi < у^, либо х^ = у^, Х2 < У2-

Легко МОЖНО обнаружить, что отображение g -^ {д^, g2) (пользуемся обо
значениями из а)) является изморфным отображением м^-группоида G на 
С = [Gl о G2]. При таком положении мы пишем: 

(3.1) G = G10G2. 

Мы говорим, что соотношение (3.1) определяет лексикографическоре разложе
ние Wi-группоида G. 

4. Пусть для и^-группоида G имеет место следующее: G = {А о В) о С, а е А, 
ЬЕВ, СЕС. Тогда (а + Ь) + с = а + (Ь + с). 

Доказательство. Так как а, b Е А о В, СЕ С, то согласно ЗЬ) а + (Ь + с) = 
= (а + 0) + (Ь + с) = (а + Ь) + (О + с) = (а + Ь) + с. 
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5. Псуть выполнены те же условия, как в 4, пусть, далее, а^еЛ, Ь^еВ, 
с^еС, :х; = (а + Ь) + с, х^ = {а^ + Ъ^ + с^. Пусть seM. Если а ф а ,̂ то 
согласно Зс) xsx^ тогда и только тогда, если asa^. Пусть а = а^, b ^ Ь^. Тогда 
xsx^ только в том случае, когда bsb^. 

6. Если G = (АоВ)оС, то G = Ао{ВоСУ 

Доказательство. Пусть D — подгруппоид в G, образованный множеством 
В и С. По предположению и по абз. 3 D = В о С. Согласно 4 выполняются 
для А, D условия За), Ь). Согласно 5 выполняется для А, D к условие Зс). 

Аналогичным способом можно доказать: G = А о [В о С) => G = (А о В) о С, 

Замечание. В силу 6 можем вместо выражения (А о В) о С писать А о В о С 
и аналогично (по индукции) можем писать без скобок выражение Л ̂  о ^2 о... о А„. 
Мы скажем, что А представляет собой лексикографический множитель (или 
лексикографический фактор) в G, если существуют w^-подгруппоиды Я, D в G 
так, что G = H о А о D. Напомним, что всегда G = {0} о G о {0}, G = G о {0} о 
о {0}, и т. под. 

Пусть G = Л^ о... о А„, пусть /с̂  — натуральные числа, 1 ̂  к^ < к2 < ... < 
< к^^п, пусть Cfc. — Wi-подгруппоид м^-группоида А^. (i = 1,..., m). Пусть 
С — множество всех с е G, которые можно представить в виде с = с^ + ... + с^, 
CiE С^.. (Из результата в 4 по индукции вытекает, что в предьщущем выражении 
можем опустить скобки; этим обстоятельством мы еще несколько раз восполь
зуемся.) Очевидно, что С является w^-подгруппоидом в G и что С = Q^ о 
о . . . о Ly]ç . 

Лекцикографическим разложением (с конечным числом множителей) w^-rpyn-
поида G мы называем представление G в виде G = А^ о А2 о,.. о А„. 

7. Пусть G — и ̂ -группоид, G = А о В. Mnooicecmeo В является выпуклым в G. 

Доказательство. Пусть Ь ,̂ ^2 е Б, zeG, Ь̂  ^ z ^ b2» z = а -^ b, а е А, 
b е В. Из соотношения О + Ь ^ ^ а + Ь ^ 0 + Ь2 вытекает а = О, значит, 
zeB. 

8. Если С является подмножеством м^-группоида G, то обозначим С^ = 
= {с I с е С, с ^ 0}, С" = {с\ с е С, с ^0}. G мы назовем м-группоидом, если 
он выполняет условие (Р): если А^, А2 — лексикографические множители в G, 
то 

^1 ^ ^2 =^ Al CI А2 , Aï с: y4J => Al с: ^2 • 

В абз. 9 — 18 мы предполагаем, что G — м-группоид. 

Замечание 1. Если А — лексикографический множитель в G, то Л является 
м-группоидом. Каждый лексикографический множитель В в А, то есть, является 
одновременно лексикографическим множителем в G. 
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Замечание 2. Так как всегда G = G о {0} = {0} о G, то из определения 
W-группоида непосредственно вытекает: если Ä — лексикографический множи
тель в G, Л Ф {0}, то существуют элементы а^, ^2 е Ä, а^ < О < «2-

9. Пусть G = АоВ, G = С oD, Тогда или В а D или D <=. В. 
Доказательство. Пусть D <^ В. Так как G w-группоид, то существуют 

элементы Jj , 2̂? ^i ^ ^^ "" ^^? <̂2 ^ ^~ ~ ^~- (Если X,Y — множества, то 
символом X — Y мы обозначаем их разность.) Пусть di = ai + Ь̂ , aie А, 
bieB; так как di^B, то а̂  ф О (z = 1,2). Из соотношения (î  > О вытекает 
тогда а^ > 0; аналогично а2 < 0. Для каждого ЬеВ будет, следовательно, 
d2 < b < dl, так что, солгасно 1, В а D. 

10. Пусть G = ЛоВ, С ÇZ G. Каждый элемент хеС представим в виде 
X = а Л- Ь, ае А, b ЕВ. Множество всех элементов а или Ь, полученных таким 
образом (если х пробегает множество С) обозначим символом C{Â) [Л о J5] или 
С{В) [Л о Б] (по случаю, не может ли возникнуть недоразумения, C{Ä) или 
С(Б)). ЕСЛИ С = {х}, то мы вместо указанных символов будем писать х{А) \_АоВ~\ 
или короче Х(Л) и аналогично для В. Подобными обозначениями мы пользуемся 
и в случае лексикографических разложений с п факторами. Если G = А^ о... о А„, 
то, очевидно, имеет место следующее: для г, j е {1,. . . , п}, z ф j , aie Ai будет 
а^А-) = at, ai{Aj) = 0; для xeG будет x{Ai oAi+i) (A,) = x{A,) (i = 1, ...,n - l). 

11. Пусть G = AoB, G = С о D, D с В. Тогда В = Е о D, причем Е = 
= В(С) [CoD] = ВглС. 

Доказательство. Обозначим В[С) = Е. Тогда Е является, очевидно, 
ы^-группоидом в G. Пусть се Е. Тогда существует be В так, что b = с -}- d, 
de D. Так как de В, будет, согласно ЗЬ) b = {С(А) + с(В)) + J = с{А) + 
+ (С(Б) + d) и, следовательно, в силу За) (однозначность представления) 
С(А) = 0, се В. Значит, Е является Wj-подгруппоидом в В. Для м^-группоидов 
Е, D в В, очевидно, выполняются условия За), Ь), с); следовательно, В — Е о D. 
Мы уже доказали соотношение Е с В п С. Пусть х е В п С. Тогда х(С) = х, 
значит, X е Е. Итак, Е = В п С. 

Замечание. Если G = ^ o B = CoD, то В(С) с: В, B(D) С В. Если, то есть, 
D с Б, то согласно И В(С) = ВпСс1ВяВ = ЕоВ, откуда вытекает B(D) а 
CZ D с: В; если В с: D, то B{D) = В, В(С) = {0}. Следовательно, во всяком 
случае В = (В п С) о{В п D). Из предыдущих результатов можно путем полной 
индукции доказать: Если G = А о В, G = С^ о С2 о... о С„, то В = {В п С^) о 
о... о (Б п С„) = B{Ci) о... о В{С„). 

12. Пусть G = А о В. Рассмотрим наименьшую конгруэнцию R{B) = R ив, 
группоиде G, в которой все элементы множества В принадлежат одному классу. 
Нетрудно убедиться в том, что каждый класс этой конгруэнции имеет вид 
{а + х |x 6 Б} при данном а е А. Класс этой конгруэнции, содержащий данный 
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элемент g е G, обозначим через д. Значит, каждый класс g содержит лишь одий 
элемент ае А,я отображение g -^ а определяет изоморфизм фактор-группоида 
G/R на группоид А. 

13.1. Пусть G = Ло В, G = АоС, Тогда В = С. Согласно 9, то есть, будет 
В CZ С или С с: Б. Пусть, например, В а С. Тогда по 11 С = Е о В, откуда 
получаем G = А о Е о В (*). Пусть е е Е. По преположению можно е записать 
в виде е = а + Ь, а е А, b е В. Из уравнений в = а + 0 + Ь, в = 0 + ^ + 0 
(в силу 4 можем в этих выражениях не писать скобок), учитывая равенство (*) 
й однозначность представления, получаем утверждение е = О, так что Е = {0}, 
С = В. 

13.2. Пусть G = Н^оАо D^, G = H2oAoD2,A Ф {0}, Тогда D^ = D2. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть d^e D^. Согласно 8 (замечание 2) существует 
^ 1 , «2 ^ ^5 ^1 < О < 02- Справедливо соотношение а^ < d^ < а2, и ввиду того, 
что множество А о D2 является в силу 7 выпуклым в G, получаем d^e А о D2, 
А о D^ CZ А о D2; подобным образом получается А о D2 cz А о D^. В итоге 
имеем Л^ о Dl = А2 о D2- По 13.1 тогда будет D^ = D2. 

Замечание 1. Для А = {0} аналогичное утверждение неверно. 

Замечание 2. Если G = H о Ао D, А ^ {0}, то лексикографический множи
тель В (однозначно определенный) называем концевым лексикографическим 
множителем, принадлежащим А. 

13.3. Пусть G =^ А о В, G = С оВ. Вообще не должно быть А = С. (Пример: 
Пусть D — упорядоченная (аддитивная) группа всех целых чисел, G = [D о D], 
А = {(х, 0)}, В = {(О, х)}, С = {(х, х)}, где х в каждом из предыдущих случаев 
пробегает множество D.) 

13.4. Пусть G = AoB, G = CoB. Соответствие а -^ с, где а = с + Ь, ае А, 
b е В, с еС определяет изоморфизм Ы-группиоида А на и-группоид С. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть jR имеет то же значение, как в отделе 12. По рас
суждениям отд. 12 отображение а -^ с (возникшее сложением отображений 
а -> ä = с -> с) является изоморфизмом по отношению к операции if. Пусть, 
далее, а^ == с^ + Ь^, а^е А, Ь^еВ, с^еС. Из определения упорядочения в лек
сикографическом произведении вытекает, что а^ < а тогда и только тогда, 
если Cl < с. 

14. Пусть 

(14.1) G = Gl o G 2 0 . . . o G „ , 

пусть для Ï = 1 , . . . , п выполняется Ĝ  = G^ о. . . о Gi^^^iy Тогда на основании 
ассоциативности получаем 

(14.2) G = Gil о Gi2 о. . . о Gfy о. . . о G„^(„). 
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Мы скажем, что лексикографическое разложение (14.2) является уплотнением 
лексикографического разложения (14.1). 

Пусть далее, 

(14.3) G = Hl о Я . о... о Я^ . 

Мы говорим, что лексикографические разложения (14.1), (14.3) изоморфны, 
если п = m и если для i = 1,..., и также Ĝ , Я^ изоморфны. 

15. Теорема. Лексикографическиеразлолсения G = Л^ о ... о А„, G = В^ о,., о В^ 
и-группоида G имеют изоморфные уплотнения. 

Доказательство произведем индукцией по натуральному числу п -^ т. 
Имеет место неравенство п + m ^ 2; если и + m = 2, то утверждение три
виально. Пусть и Н- m > 2. 

Согласно 9 можем, не умаляя общности, предполагать А^ <=• В^, следова
тельно, по И Б^ = £ о Л„, G = Bj о ^2 о ... о Б^_ 1 о Е о А„. Согласно 13.4 
Al о... о Л„_ 1 с^ JBI О ... о Б,„_ 1 о Е. По предположению индукции этим утверж
дение доказано. 

Следующие рассуждения из отд. 16—18, касающиеся лексикографических 
разложений с конечным числом множителей, используем и в дальнейшем при 
исследовании лексикографических разложений, в которых число множителей 
может быть бесконечным; 

16. Пусть G = АоВ, G = Q о С2 о... о С„, ^ Ф {0}. Тогда А = СМ) о ••• о 
о ему 

Доказательство. Если бы было С̂  cz В для i = 1,..., и, то мы получили 
бы G а В, А = {0}, что противоречит предположению. Следовательно, су
ществует i так, что Ci ф В; выберем наибольшее i, имеющее такое свойство; 
так как С̂  о C^+i о... о С„ ф Б, должно быть Б е С̂  о C^+i о ... о С„, так что 
Cf о ... о С„ = Z о В для удобного w-подгруппоида Z м-группоида G. Из урав
нений G = А о В, G = Cl о... о Ci^i о Z о В по рассуждениям отд. 13.4 выте
кает: м-группоид Zj = Cl о ... о Ci_i о z изоморфен с w-группоидом А; со
ответствующий изоморфизм дан отображением ẑ  ->/(zi) = Zi(A). Следова
тельно, А = f{Z,) = f{C, о... о C,_i о Z) = /(Cl) о... o/(C,_i) o/(Z) = С,{A) о 
о... о Ci^i(A) о Z{A). Если к > Ï, то С̂  с: Б, так что Cj^Ä) = {0}. Для окончания 
доказательства достаточно доказать равенство Z{A) = С (̂Л). 

Пусть X eZ. Тогда х е Ci о... о С„, следовательно, элемент х можно писать 
в виде х = Cf + Cf+i + ... + с„, Ск^ Ck, к = i, Ï + 1,..., п. Так, как c^+i,..., 
..., с„е В, то по предыдущему уравнению х{А) = с (̂Л), откуда вытекает Z(74) cz 
cz Ci(A). Пусть, далее, у е С^. Тогда j е Z о Б, так что у = z Л- Ъ для удобных 
z eZ, b Е В. Значит, у(А) = z(A) (потому что Ь(А) = 0), откуда получаем 
С^А) CZ Z{A\ и, в итоге, С^{А) = Z{A). 
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Предьщущий результат можно обобщить следующим образом: 

16.1. Пусть G = Я о >4 о D, G = Cl о С2 о . . . о С„. Тогда А = (AoD пС^) (А) о 
o,..o(AoD пС„) (А), 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно llAoD = (AoDn С^) о . . . о(А о D п С„), так, 
что ввиду 16 доказываемое равенство имеет место. 

16.2. В отделах 16.2—18 исследуем лексикографические разложения вида 

G = H оАо D, G = И' oBoD', 

В силу 9 множества А о D, D, В о D\ D' образуют цепь (в системе всех подмно
жеств множества G, частично упорядоченной при помощи множественного 
включения). Так как D cz А о D, D' а В о D\ то для упорядочения элементов 
этой цепи возможны следующие случаи: 

a) Б о D' с= D, 
b) D' а D cz В oD' Cl AoD, 
c) D Cl D' Cl В oD' Cl AoD, 
à) D' Cl D Cl AoD a BoD\ 
e) DCID'CLAODCIBOD', 

f) AoD Cl D\ 

Обозначим {AoD пВ){А) = E^, В случае г) В a D, так что В{А) = {0}, 
^1 = {0}- В случае f) А о D п В = {0}, Е^ = {0}. Во всех остальных случаях 
DKjD'ciAoDr\BoD\vL оба эти множества являются лексикографическими 
факторами в G, следовательно, в силу И D и D' — лексикографический мно
житель в м-группоиде А о D п В о D'. В принятых обозначенийх справедливо 
следующее утверждение: 

17. В случаях Ъ) - е) А о D п В о D' = Е^ о (D п D'). 

Д о к а з а т е л ь с т в о произведем постепенно для отдельных случаев Ь) —е). 

Случай Ь). Требуется доказать, что В о D' = Е^о D. Сначала докажем 
соотношение (В о D') (А) = В{А). Очевидно, что В(А) а (В о Z)') (А). Пусть 
X = b + d' еВ о D\ be В, d' eD\ Так как d' e D, то d'{A) = О, x{A) = b{A) e 
e B{A), T. e. {B о D') (A) a B{A). Теперь по отд. И имеем В о D' = {В о D' п А) о 
о {В о D' п D) = (Во D') {A)oD = В{А) о D == Е^ о D. 

Случай с). В этом случае также Е^ = В(А); требуется доказать, что В о D' = 
= В{А)с D\ Согласно 6.1 А = (Ао D п Н'){А)о{Ао D пВ){А)о{АоD п D'){A) = 
= (AoD пН') (А) о В{А) о D^A), так что А о D = {А о D п Н') {А) о В{А) о 
о D'{A) о D. Одновременно, в силу И, D' = D'{A) о D, следовательно, AoD = 
= (А о D п И') {А) о В{А) о D'. Значит, в G существует лексикографический 
фактор В{А) о D\ Остается доказать, что справедливо равенство В о D' = 
= В{А) о D\ Прежде всего В{А) а (В о D'){A) = В о D' п А ci В о D\ значит, 
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B(Ä) о D' cz В о D\ Далее, каждый элемент b е В можно представить в виде 
b = а -\- d, ае А, de D, Так как de D\ а е В(А), го be В{Л) о D\ откуда выте
кает BoD' CZ В{А) о D'. 

Случай d)--e). Обозначим А о D п В = В\ {А о D п В')(А) = Е[. Так как 
G = Я о (Л о D), G = {Н' oB)oD\ D' а Ао D, будет в силу 11 (вместо Б, С, D 
имеем теперь А о D, Н' о В, D') А о D = (А о D п Н' о В) о D'. Пусть h' е Н\ 
be В, h'-i-beAoD. Так как А о D а В о D\ то {А о D) (Н') = {0}, следова
тельно {h' + Ь) (Я') = {0}. Но одновременно {h' + b) {H') = h\ так что /i' = О, 
b е Ао D. Из этого вытекает AoDnH'oB = AoDnB, так что А о D = 
= (А о D п в) о D' = В' о D\ Согласно Ь) или же с) тогда будет 

(17.1) Ао D пВ'oD' = E[o{D^ D'). 

Ибо AoDnB=^AoDnB\ будет Е^ = Е[. Далее, в случаях d), о) А о D г\ 
nB'oD' = AoD = AoDr\BoD\ так что, в силу (17.1), доказываемое утверж
дение справедливо и в случаях d), е). 

17.1. Из 17 и 13.4 вытекает в качестве непосредственного следствия: В слу
чаях Ь) — ̂ ) El ф {0} тогда и только тогда, если D и D' Ф Л о D п Б о D'. 

17.2. Если в 17 заменим символы А, Ви D, D\ то получим: 

В случаях Ь ) - е ) А о D г\ В о D' = {В о D' ел А){В) o{D ^ D% 

18. {AoD ел В) {А) c^{BoD' пА) (В). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В случаях а), f) правая и левая часть приведенного соотно
шения равна {0}. В случаях Ь) — е) вытекает утверждение из 17, 17.2, 13.4. 

П 

В настояпдем параграфе мы определим лексикографическое произведение 
м^-группоидов Gi, где индекс i пробегает упорядоченное Множество / (оно 
может быть конечным или бесконечным). Затем при помощи „внутрених 
свойств" характеризуется разложение м^-группоида в такое лексикографическое 
произведение. Описано построение, посредством которого каждой паре а, ß 
лексикографических разложений данного w-группоида G поставлены в соответ
ствие лексикографически разложения /^(а, ß), /2(а, ß) так, что /^(а, ß) является 
уплотнением разложения а, /2(а, ß) является уплотнением разложения ß, 
и лексикографические разложения / i(a, ß), /2(а, ß) изоморфны. Аналогичный 
результат имеет место и для т. наз. а-разложений; таким образом получается 
обобщение одной из теорем А. И. Мальцева [2]. 

19. Приступаем к случаю, когда число лексикографических множителей 
может быть бесконечным. Пусть J Ф 0 — упорядоченное множество. Пусть 
для каждого iel Gt является м^-группоидом с нулем 0 .̂ Обозначим символом 
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[(/) I~[Gi (ï G/)] или же [ ( O n ^ J множество всех функций /, отображающих 
множество / B U Ĝ - И таких, что 

a) для каждого i е I f(i) е Ĝ ; 
b) для каждой / множество/(/) = {i | iel,f{i) Ф 0} является вполне упоря

доченным. 
Элемент /(г) мы также называем состовляющей элемента / в Ĝ . На мно

жестве [(/) Yl^î] определим операцию + по составляющим. Пусть f, g е 
^ [(О n^i]» f =^ 9- По предположению множество /^ = /( /) и 1(g) вполне 
упорядочено; пусть j — наименьший элемент в /i- Для se M положим fsg 
тогда и только тогда, когда f{j) s g(j). В таком случае [(/) Yl^i] <̂̂ ть м^-груп-
поид. Если / = {1, 2,.. . , п}, то [(/) Yl^ï] = C^i ° ••• ^ ^п]- Нулевой элемент 
в [(/) HG J обозначим 0. 

20. Пусть а — порядковое число такое, что сумма и произведение двух 
порядковых чисел, меньших а, опять-таки меньше а. Пусть [(а) HGJ — мно
жество всех / е [(О П ^ J ' ^^^ которых справедливо следующее: порядковый 
тип множества /(/) меньше а. Очевидно, что [(с^)Г1^»] является м^-подгруп-
поидом в [(/) П ^ J* (Сравни А. И. Мальцев [2].) 

21. Пусть G = [(/) Yl^i (̂  ^ ̂ )]- Для каждого j el пусть символы Dp Sj, Hj озна
чают соответственно множество всех/е G, для которых из соотношений / ^ j , 
i Ф j , i ^ 7 {i el) (соответственно) вытекает/(i) = 0. Тогда множества Dp Sp Hj 
являются Wi-подгруппоидами в G, Sj c^ Gj. Далее: 

a) для каждого j el G == Hj о Sj о Dp 
b) если X G G, то множество всех j e I, для которьгх x(Sj) Ф О, вполне упоря

дочено; 
c) если / i — вполне упорядоченное подмножество множества / и если для 

каждого j е 1^ выберем произвольно элемент Xj е Sp то будет существовать как 
раз один элемент х е G так, что для каждого i el^, j el — /^ будет x(S^ = Xi, 
x(S,) = 0; 

d) если i,j el, i < j , то Sj о Dj с D-, Hi о Si cz Hp 

22. Условия a) —d) из отдела 21 позволяют дать внутреннюю характеристику 
лексикографического произведения в случае бесконечного числа лексикографи
ческих множителей. 

22.1. Пусть G — и^-группоид. Пусть I — упорядоченное множ^ество. Пусть 
для каж:дого j е I существуют и^-подгруппоиды Hj, Sj, Dj в G так, что выпол
нены условия а) —d) из отд. 21. Элементу xeG поставим в соответствие 
функцию/, определенную на I следующим образом: f(i) = x{Si) для каэрсдого ie I. 
Тогда соответствие х -> / является изоморфным отобра:жением и^-груп-
поида G на и^-группоид [{ï)Y\Si{ie /)]. 
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Доказательство произведем в несколько приемов, 

а) Описанное отображение 
(22.1) х ^ / 

является простым отображением множ:ества G на множество [(/) J~[5'I(/G/)]. 
Далее, отображ:ение (22.1) является гомоморфным относительно операции + . 

Первое утверждение вытекает из с); второе утверждение очевидно. 
ß) Пусть i, j е 1. Справедливы утверждения: 
ßi) Пусть i < j \ хе Ht о S^. Тогда x(Sj) = 0. 
ßi) Пусть i < j , ye Sj о Dj. Тогда y(Si) = 0. 
ßg) Пусть i Ф j\xe S t. Тогда x(Sj) = 0. 
Если выполнены предположения из ßi), то согласно d) хе Нр так что x{Sj) = 

= 0. Если же выполнены предположения из ß2), то j G D^, y{S^) = 0. Утвержде
ние ß3) вытекает из ß )̂ и ß2). 

Y) Пусть iE I, x,ye G. Пусть для каждого jе I, j < i будет x(Sj) = y{Sj), 
Тогда х{Нд = у(Нд. 

Это утверждение докажем следующим образом. В силу а) можно х предста
вить в виде X = х{Н,) + x{Si о D,), и для каждого /се/ 

(22.2) x{S,) = х(Я,) (S,) + x{Si о Di) (S,) ; 

аналогично для у. Пусть к < i. Согласно ß) x{Si о D^ (S )̂ = О = y{Si о D^ (S^), 
и так как по предположению x{S^ = y{Sj^, должно, ввиду (22.2), быть 
х(Я,) (S,) = ><Я,) (S,), Если к > и то согласно ß) х(Я,) (S )̂ = О = у{И) (S,); 
эти равенства, очевидно, верны и для к = i. Следовательно по а) х(Я^) = 
= у{н,). 

S) Пусть X, у G G, X ф у, пусть J — наименьший элемент в I, для которого 

(22.3) х(5,)фХ5у). 

В таком случае соотношение xsy справедливо тогда и только тогда, если 
x{Sj)sy{Sj){seM). 

Доказательство. Отметим сначала, что согласно а) индекс у, имеющий 
требуемое свойство, существует. Далее, в силу у) л;(Яу) = y{Hj), так что по а) 
и по (22.3) соотношение xsy выполнено именно тогда, когда x[Sj) s y{Sj). 

Из а) —ô) теперь уже вытекает, что отображение (22.1) является изомор
физмом. 

22.2. Введем следующее понятие: Если выполнены условия а) —d), то мы 
скажем, что G является лексикографическим произведением своих м^-под-
группоидов Si и пишем 

(22.4) С = (/)П5Л'е/) 
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или более коротко G = (/) Yl^i- Соотношение (22.4) представляет лексикогра
фическое разложение м^-группоида G. 

Из этого определения и из 22.1 непосредственно вытекает: 

22.3, Пусть G = (ОП*^̂ * Тогда справедливы утвер:нсдения а) —б) из отдела 
22.1. 

23. Пусть а имеет то же значение как в 20. Пусть G — w^-группоид, пусть 
/ — упорядоченное множество. Пусть для каждого jel существуют м^-под-
группоиды Нр Sp Dj в G так, что выполнены условия а), d) из отд. 21. Пусть 
далее выполнено: 

Ь') если хе G, то множество всех j е /, для которьис x{Sj) Ф О, вполне 
упорядочено и его порядковой тип меньше о; 

с') если /^ — вполне упорядоченное подмножество множества /, причем 
порядковый тип множества /^ меньше а, и если для каждого jel^ выберем 
элемент Xj е Sj, то будет существовать лишь один элемент х Е G так, что для 
7 е / i или же j 6 / — /i будет x(Sj) = Xj или же x(Sj) = 0. 

При этих условиях Wi-группоид G изморфен с м^-группоидом [(сг) Yl^i (г е /)] ; 
доказательство производится подобным способом, как в отд. 22. В таком случае 
мы пишем G = (а) I^Sf (ï е/); мы говорим, что G является а-произведением 
Ml-группоидов Si. 

Замечание. Большинство нижеследующих результатов сформулированы 
для лексикографических разложений; нетрудно проверить, что аналогичные 
результаты верны и для сг-разложений. 

24. Пусть G = (/) Yl^i {i е /), G = (/) fl^k (^ e J^). Мы скажем, что эти лекси
кографические разложения изоморфны, если будет существовать изоморфизм ф 
множества / на К так, что для каждого / е / будет А^ ~ ^ф(о-

Пусть выполняется (22.4); пусть каждый м^-группоид Si можно разложить 
в лексикографическое произведение Si = (/) Yl^u U ^ ^è- Пусть Q — множество 
всех пар (i,j), iel, j е Ji, упорядоченное лексикографически, т. е. ( i \ , j \ )< 
< ihdi) тогда и только тогда, если или i^ < 1*2? или i^ = 12 и одновременно 
ji < J2' Пусть tel, jeJi, пусть (при аналогичных обозначениях как в 22) 
Si = H^j о Sij о D^j, значит, G = Я,- о H^j о Sij о D^j о Di (сравни отд. 6); обозна
чим Dij = D% о Di, Hij = Hi о Щ. Тогда 

(24.1) G = ( 0 № , ( ^ e 6 ) . 

Доказательство этого соотношения получим путем непосредственной про
верки выполнения условий а) —d) из отд. 21 (вместо Я ,̂ Di имеем теперь Я^ ,̂ Dij). 
Аналогичный результат имеет место и для а-произведений. Лексикографическое 
разложение (24.1) называется уплотнением разложения (22.4). 
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Замечание. Если G — м-группоид и если вьшолнено (22.4), то согласно 
21 а) все St являются м-группоидами. Всюду в дальнейшем мы предполагаем, 
что G — w-группоид. 

25. Пусть 0 Ф /^ cz /. Пусть для каждого i е I, будет Т̂- — w-подгруппоидом 
в Si. Обозначим Т= {x\xeG, х(5^) G Т,- для каждого iel,, x(Sy) = О для 
J el — / J . Из 22.1 получаем 

(25.1) T=(l)llTi{ieI,). 

Замечание. Если для i еГ cz I является Ẑ  w-подгруппоидом в Ŝ , то символ 
(О n ^ i i} ̂ ^) имеет всегда аналогичное значение, как в (25.1). 

25.1. Из изоморфизма (25.1) непосредственно вытекает: 
a) Пусть / i Ф 0 — выпуклое подмножество в /, пусть /2 или же /3 множество 

всех j G /, которые при каждом iel, выполняют неравенство j < i или же j > i. 
Пусть H = {l)JlSi (iE 12), Ä = {l)YlSi (iEI,), D = (On^ , (iG/з). Тогда 
G = H oAoD, n^i( iG^i) = Д \JSio Di{iEl,) = Ao D. 

b) Если / — множественная сумма взаимно непересекающихся множеств 
Jk "¥ Ф{кЕ К), из которых каждое является выпуклым в /, то G = (/) ДТ^ {к е К), 
где Г, = (/) П^, (i е Л). 

В отделах 26 — 32 мы считаем вьшолнеными равенство (22.4) и равенство 
G = ЛоВ. 

26. Обобщением результата из отд. И является соотношение: 

(26.1) ß = (0nß(s.)0e/) . 

Доказательство, а) Так как для i е / справедливо B(S^ а Si, то согласно 25 
имеет смысл символ (/)fJß(Si)(i б/) = Б'.ПустьхеБ, ÎEL ИЗ уравнения G = Я^о 
о S;-о Di вытекает, вследствие замечания из отд. И, x(Sio В{)Е В. Согласно 
тому же замечанию будет тогда x{S^) = x{Si о Dj) (Я^ о S^ е В. Следовательно, 
X Е в:, 

Ъ) Наоборот, пусть О Ф х Е В\ т. е. x^S^) е Б(5^) для каждого ieL Пусть 
j — наименьший элемент из /, удовлетворяющий соотношению x(Sy) Ф 0. 
Если бы в таком случае быдо В с Dy, то мы получим бы B(Sj) = {0} и, следо
вательно, x{S^ = О, что противоречит условию. Итак, должно быть Dj с: В, 
Далее, по 22у) х{Н^ = О, так что х Е SJ О DJ. Согласно 9 или Sj о Dj с В, или 
В CZ Sj о Dj. В первом случае ХЕВ.ВО втором случае, в силу И, В = (Б п Яу о Sj) о 
о Dj. Одновременно х = x{Sj) + x(Dy), x{Sj) Е HJ О SJ. Так как х е В\ то 
x(Sj) Е B(Sj), следовательно, существует элемент b Е В так, что x(Sj) == b(5j). 
Согласно части а) этого доказательства будет b[Sj) е В, значит, x[Sj) е В г\ Hj о 
о Sj. Из этого вытекает ХЕ(В г\ Hj о Sj) о Dj = В. 

Замечание. В силу а) имеем В(5^) а В.г\ Si; очевидно, В п Si = (В п Si) (S^ с: 
с: B{S,), так что B{S,) = Вп Si, В = (/) П(^ ^ ^г) (̂  е/). 

292 



27. Пусть G ф {0}, пусть Г — множество всех тех ie /, для которых St + {̂ }-
Тогда G = (/) П^^ (^ ^ П-

Доказательство вытекает непосредственно из определения лексикографи
ческого произведения (отд. 20, 21). 

В следующих рассуждениях предполагаем, что для (22.4) имеют место со
отношения G ф {0}, / = /'. Займемся подробнее разложением (26.1). 

28. Пусть В ^ {0}. Пусть 1(B) — множ:ество всех i е /, для которых В п Si Ф 
Ф {0}. Если г*!, /2 G /, ̂ 1 е 1(B), i^ < /2, то St^ с: В. 1(B) — двойственный идеал в L 

Доказательство. Пусть î , 12 ^ Д H < h^ h e/(ß). Согласно (26.1) В n Ŝ ^ 
является лексикографическим множителем в G и по предположению В п Si^ Ф 
Ф {0}, так что, в силу замечания 2 из отд. 8, существуют элементы х^, Х2 е 
€ В п Si^, XjL < о < Х2. Пусть X е Si^. Тогда х е D̂ -̂ , следовательно, х̂  < х < ^2-
Из выпуклости в вытекает х е В, так что Sĵ  сг В. Второе утверждение является 
непосредственным следствием первого. 

Теперь будем различать два случая: 
a) Пусть в 1(B) нет наименьшего элемента. Тогда по (26.1) и 28 

(28.1) B = {l)YlS,{ieliB)). 

b) Пусть ï'o "" наименьший элемент в 1{В). Тогда 

(28.2) В = (S,, п В) о (О ЦБ, (/ El,i> io) . 

29. Пусть ср — изоморфное отображ:ение и-группоида Р = (/) YlPt (i е /) на 
и-группоид Q, пусть для каж;дого ie I Qi — образ множ:ества Pi в этом измор-
физме. Тогда Q = (I) Y\Qi (i е /) . 

Это утверждение вытекает из определения лексикографического произве
дения. 

30. Пусть выполняется (28.1). Тогда А = (I) Y[Si{A) (i е I ~/(Б)). 

Доказательство. Очевидно, что G = (/) fl -̂ ï ° (О П ^t^ так что G = 
tel-1(B) iel(B) 

= (О П Si о В. Обозначим (/) fl Si = С. Из уравнений G = А оВ^ 
iel-I(B) tel-1(B) 

G = С о В вытекает по 13.4 соотношение С с^ А, причем соответствующий 
изморфизм определен отображением с -> c{À) (с е С). Итак, согласно 29 бз^ет 
A = {l)USlA){ieI-I{B)). 

31. Пусть выполняется (28.2). Тогда А = (1)11 -̂ iC )̂ ° (-̂ -о ° -̂ -о <^ ^)-
i < io 

Доказательство. Так как (/) Y[Si (i > i,) = Di^ (сравни 25.1), то Б с S,-̂  о D^̂ . 
Согласно 11 S, о D,̂  = (5,^ о D^^ п А) о (S,-, о D^^ п В) = (S^^ о D^^ п А) о В. Сле
довательно, G = Hi^o (Si^ о Di^ n A) о В. Обозначим С = Е^^о {S^^ о D^^ п А). 
Ибо (Si^ о Di^ о А) (А) = Si^o Di^ n А, получаем подобным образом как в 30 
л = (О П 5,(Л) о (S,„ с/),„ n л). 

i<io 
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32. A ={l)YlS,(A){i el). 
Доказательство. В случае выполнения (28.1) для каждого 1Е1(В) S,- с В, 

значит, Si{Ä) = {0}, так что доказываемое равенство имеет место. В случае 
(28.2) Si а В для каждого i > ÎQ. Пусть b е В. Для i < ÎQ b(S^ = О по опреде
лению элемента ig; следовательно, в силу 22.3 и 22у) b е Sf^ о Di^, так что В с: 
с Si^ о DjQ. Из соотношений G = А о В, G = Hi^o {Si^ о /),^) затем по И выте
кает Si^ о Di^ п Л = {Si^ о DQ (А). Пусть X е Si^ о D,-̂ . Тогда х = s + d, s е S,.̂ , 
de Di^ с В (из соотношения В cz Di^ вытекало бы В п Sf^ = {0}, что противо
речит предположению). Итак, d{A) = О, х(А) = s(v4), (Ŝ ^ о D̂ )̂ (А) = SiJ^A). 

33. Пусть для w-группоида G справедливы уравнения: 

(33.1) G = {l)l\Äi{i€l), 

(33.2) G = (l)YlBjijeJ). 

Не умаляя общности, можем предполагать, что I п J = 0; это условие будем 
в нальнейшем считать выполненным. Значит, к любому i е I или же j е J су
ществуют лексикографические множители Hi, Di или же Нр Dj так, что G = 
= Hi о Ai о Di,G = H J о Bj о Dj. Согласно 26 Ai о Di = (l) f](^t о JD̂  n Б )̂ (j G J ) . 
Тогда, в силу 32, Л,- = (/) П(^» ° ^i ^ ^у) (^î^ О ^ *̂ )- Обозначим 

Е.̂ . = (Л, о Di п В,.) (Л,) . 

Следовательно, для каждого tel 

(33.3) Л, = (ОП£м (^•eJ')-
Пусть /^ — множество всех пар (г, j), г el, j е J, упорядоченное лексикографи
чески. По (33.3) 

(33.4) е = (ОП£. (fce/i); 

это лексикографическое разложение является уплотнением разложения (33.1). 
Обозначим далее Eji = (Bj о Dj n A^) [Bj); пусть J^ — множество всех пар 

(j, i), j e J, ie I, упорядоченное лексикографически. Аналогично тому, как 
в предыдущем случае, получаем 

(33.40 Bj^{l)llEji {г el), 

(33.5) G - ( О да. (keJ,). 

33.1. Если Di и Dj ID AioDiH Bj о Dj, то Eij = {0}. 
Доказательство. Пусть приведенное соотношение выполнено. Пусть 

Di cz Dj, Если при этом еще Aio Di-=:> Bj о Dj, то по предположению Dj з 
1э Bj о Dj, так что Bj = {0}; значит, Eij = {Ai о Di n Бу) (А,) = В/Л^) = {0}. 
Если Ai о Di cz В̂ . о Dj, то (Л,- о D̂  п В )̂ (Л,) с (Dj п Bj) (А,) = {0} (AJ) = {0}. 
Пусть, далее, Dj с D .̂ Если Ai о Di cz Б^ о Dj, то по предположению D,- Z5 
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=5 Л̂  о Di, следовательно, Äi = {0}; очевидно, что Е^ с А^, значит, Eij = {0}. 
Предположим, что Bj о Dj с Л̂  о D .̂ Тогда Bj о Dj cz Di, следовательно, Ai о 
о Di n Bj cz Bj cz Di, откуда вытекает Eij cz Di{A^) = {0}. 

33.2. Из (33.4') и из определения лексикографического произведения вытекает, 
что существуют лексикографические множители Hij, Dij так, что G = Hij о Eij о 
о Dij. 

Пусть Eij Ф {0}. Тогда Dij = DiU Dj. 
Доказательство. Так как Eij Ф {0}, то по 33.1 D,- и Dj С Л,- о D,- п Bj о Dj.^) 

Согласно 17 Ai о Di п Bj о Dj = Eij о (/),• и Dj). Ибо Ai о Di n Bj о Dj является 
концевым лексикографическим фактором в G, можем писать G — H o(Ai о Di п 
n Bj о Dj), так что G = H о Eij о (Di u Dj). Согласно 13.2 тогда будет Dij = 
= DiU Dj. 

34. В следующих отделах пользуемся таким же обозначением, как в 33. 
Пусть (i,j) ell, (к, I) ell, к < i, I > j , Eij ф {0}. Тогда Ej,i = {0}. 
Доказательство. Так как Eij Ф {0} является согласно 33.4 лексикографи

ческим множителем в G, существует, в силу отд. 8 (замечание 2), элемент 
а е Eij, а > 0. Далее существует элемент х е Aio Di п Bj так, тчо x(/4j) = а. 
Следовательно, должно быть х > 0. Для каждого ye(Bio Di)^ с Dt тогда 
будет у < X, так что Bio Di а Ai о Di cz D̂ .̂ Из этого вытекает Bi(Aj^) = {0}, 
Eut = {0}. 

Следствие. Пусть 1[ — множество таких {i,j)eli, для которых Eij ф {0}. 
Если (il, ji), (ï2.J2)e/i, (ii,;i) ^ {iiJi)^ то 1\ ^ /2, Л ^ Л -

Замечание. Аналогичный результат имеет место и для J^. 

35. Теорема. Два произвольных лексикографических разлолсения и-группои-
да G имеют изоморфные уплотнения. 

Доказательство. Если G = {0}, то утверждение тривиально; пусть G ф 
Ф {0}. Легко можно обнаружить, что производя доказательство, можем огра
ничиться случаем, когда все множители исследуемых разложений отличны 
от {0} („нулевые" лексикографические множители можем в любом количестве 
добавлять или выпускать). Пусть заданы лексикографические разложения (33.1), 
(33.2). Пусть для каждого iel ж для каждого je J будет Ai Ф {0} ф Bj. По 
(33.4) и (33.5) 
(35.1) G^{l)Y\Eij {(ij)el[), 

(35.2) G = {l)llEji {Ji)^Jd' 
Согласно 18 для каждого {ij)eIiEij ^ Eji. В частности, {ij)el[ тогда и толь
ко тогда, когда {j, ï) е J[. По 34 (следствие) соответствие (i,j) ^ (;, Ï) опре-

)̂ Если Р CZ ß, Р ф Ö, то мы пишем Р С Q-
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деляет изоморфизм упорядоченного множества 1[ на J[. Лексикографические 
разложения (35.1), (35.2), следовательно, изоморфны. Очевидно, что (35.1) 
и (35.2) служат соответственно уплотнением разложений (33.1) и (33.2). 

Замечание . Если символами а, ß обозначим соответственно разложения 
(33.1) и (33.2), то символы /^(а, ß) или же /2(а, ß) будут обозначать разложение 
(35.1) или же (35.2). 

35'. Теорема. Два произвольных а-разложения и-группоида G имеют изо
морфные уплотнения. 

Д о к а з а т е л ь с т в о производилось бы одинаковым способом, как в преды
дущей теореме. (Изоморфные уплотнения данных разложений являются в этом 
слз^ае опять-таки а-разложениями.) 

35.1. При аналогичных обозначениях, как в 33.2, справедливо: Если Eji Ф {0}, 
G = Hji о Eij о Dji, то Dji = Di u Dj. (При доказательстве используется 17.2.) 

36. Пусть G — и^-группоид. Пусть G по отношению к операции + является 
квазигруппой. Тогда каж;дый лексикографический мноэюитель А в G является 
квазигруппой. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть G = И о А о D, а^, a2G А. По предположению су
ществует (единственный) элемент х так, что а^ + х = 02- Для любых Z е 
е (Я, Л, D} будет a^{Z) + x(Z) = a2{Z). Ибо а^Н) = a^D) = О (i = 1, 2), по
лучаем х{Н) = х{В) = О, так что XG А. Аналогичный результат имеет место 
и для элемента у е G, удовлетворяющего уравнению у -Ь ах = а2-

Следствие . Если G — и^-группоид и если G является по отнопиению к опе
рации Н- группой, то каждый лексикографический множитель в G является 
группой. 

37. Пусть G — и^-группоид и пусть одновременно G — группа. Пусть А, В — 
— направленные лексикографические множ^ители в G,A^ с: В^. Тогда А cz В. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По 36 А, В — направленные группы. Пусть z G А. Тогда 
существуют элементы а^, «2 G А'^ такие, что z = а^. — ^2- По предположению 
одновременно а^, a2G В^, следовательно, z G В, А а В. 

Подобным способом доказывается аналогичное утверждение в случае А~ cz 
с В-. 

Следствие . Пусть G — частично упорядоченная группа. Пусть все лексико
графические множители в G направлены. Тогда G — м-группоид. 

Из этого и из теоремы 35' получим: 

37.1. Теорема. Пусть G — частично упорядоченная группа, пусть все лекси
кографические множ:ители в G направлены. Тогда два любых а-разлож^ения G 
имеют изоморфные уплотнения.^') 

•^) Замечание при корректуре. См. тоже L. FUCHS: Partially ordered algebraic systems. 
Oxford 1963 (Chap. II, Theorem 9). 
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Замечание. Из этой теоремы вытекает в качестве частного случая теорема 2 
А. И. Мальцева [2]. 

38. Относительно формулировки предьщущей теоремы заметим следующее: 
Если все лексикографические множители частично упорядоченной группы G 
направлены, то G, очевидно, также направлена; обратное утверждение не имеет 
места. Пример: Пусть Ä — аддитивная группа целых чисел, натурально упоря
доченных; пусть В — аддитивная группа целых чисел с тривиальным частичным 
упорядочением (т. е. для х, у е В будет х ^ у только тогда, когда х = у), 
G = [Л о Б] является направленной, но В нет. На этом примере одновременно 
видно, что направленная частично упорядоченная группа не должна быть 
обязательно w-группоидом (справедливо, то есть, ({0} о В)^ cz {О}"*", {0} о Б ф 
ф {0}). Наоборот, направленный w-группоид может не быть группой. Пример: 
пусть G — множество всех целых чисел, натурально упорядоченных. Положим 
X @ у = 2х + 2у(х, у Е G). Тогда G = G(®, ^ ) — и^-группоид. В G существуют 
только тривиальные лексикографические множигели (т. е. {0}, G), так что G 
является м-гр5шпоидом, но не группой. 

Ш 

Ход рассуждений в этом параграфе мотивирован такой мыслью: Предполо
жим, что G ф {0} была бы направленной группой; пусть ^ — множество всех 
ее прямых разложений, не содержащих лексикографические множители с одним 
элементом (сравни [3], [4, § 2]). Для а, ß е^ положим а^ ß, если а будет 
уплотнением разложения jÖ. Если а, ß — произвольные элементы из ^, построим 
их общее уплотнение /(а, ß) при помощи построения, описанного в [3, § 5]. 
Легко можно доказать, что Да, ß) = int {а, ß}. 

Зададимся подобными проблемами для лексикографических разложений 
w-группоидов. Если G ф {0} — г -̂группоид и если ^ — множество всех лексико
графических разложений w-группоида G, несодержащих тривиальных факторов, 
равных {0} (частично упорядоченное при помощи отношения ос^ ß, выражаю
щего факт, что разложение а является уплотнением разложения ß), то ^ не 
должно быть вовсе направленным множеством (сравни отд. 39). На ^ мы опре
делим эквивалентность ^ ; затем докажем, что а '^ ß тогда и только тогда, 
когда /i(a, ß) = ос, /2(а, ß) = ß) т. е. когда / i , /2 „не нарушат" исходные разло
жения а, ß). Множество классов по отношению к эквивалентности ^ естествен
ным образом частично упорядочено; доказывается, что это множество является 
структурой, и исследуется связь между структурными операциями и операция
ми fufz^ определенными на G. 

Пусть G — W-группоид, G ф {0}, пусть ^ — множество всех лексикографи
ческих разложений м-группоида G вида G = (/) Y[Gi {i е /), в которых для 
каждого tel G-, ф {0}. Для a,ße^ будем писать а ^ ^, если разложение а 
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будет уплотнением разложения ß; если при эгом а Ф ß^ то пишем а < ß. Мно
жество ^ с отношением ^ является частично упорядоченным множеством. 
(Сравни отд. 24.) 

В ^ всегда существует наибольший элемент (это тривиальное разложение, 
соеержащее лишь один лексикографический множитель G), следовательно, 
^ направлено вверх. Напротив, ^ не должно быть направленным вниз. Пример: 
Пусть G w-группоид, описанный в отделе 13.3. Потому что D (а также и Ä, Б, С) 
лексикографически неразложимый w-группоид, то лексикографические разло
жения G = А о В, G = С о В являются минимальными элементами в ^; оче
видно, что эти разложения несравнимы в ^. 

Пусть (x,ße^, пусть а и jS — соответственно разложения (33.1) и (33.2). 
Тогда Да, jß) е ^ (i = 1, 2), /i(a, ß) ^ а, /2(а, ß) ^ ß и разложения /^(а, )ß), 
/2(а, ß) изоморфны. 

Может встретиться такое положение, что уже „исходные" разложения а, ß 
изоморфны, и что при этом /i(a, ß) < а, /2(а, ß) < ß. (Если бы дело касалось 
только изоморфных уплотнений, то построение разложений /^(а, ß), /^(а, ß), 
описанное в отд. 35, было бы лишним.) Пример: Пусть / — множество всех 
рациональных чисел интервала <0, 1), пусть для каждого iel означает Ai 
аддитивную группу всех целых чисел, натурально упорядоченных, G = 
= [(О П^» (^^^)]- Если X — иррациональное число, хе(0, 1), пусть А^ или 
же В^ множество тех /е G, которые для каждого î el выполняют соотношение 
i > X => f{i) = О или же г < X => f{i) = 0. Тогда, очевидно, G = А^ о В^. Поло
жим х^ = ^ ^2, ^2 = I л/З. Разложения (а) G = А^^ о В^^, (ß) G = А^^ о В^^, 
очевидно, изоморфны. При этом, как легко проверить, /^(а, ß) = /2(а, ß), и это 
разложение имеет как раз три множителя А^^, А^^ п В^^, В^^. , 

Мы докажем, что между /i(a, ß) и /2(а, ß) имеется, помимо изоморфизма, 
еще другая узкая связь. 

39. Разложения а, ß назовем эквивалентными (символически а ^ ß) если 
существует отображение ф множества / на J так, что для каждого i е I 

а) Di = D (̂̂ ,, b) Ai о Di = B^^i^ о D^^iy 
Так как все множители Ai отличны от {0}, вытекает из соотношений î , /2 е/ , 

H < h^ что должно быть D,., с: D̂ ,̂ D̂ ^ Ф Di^, следовательно D^^^ с D (̂î ), 
Ф̂(Г2) + ^ф(11)' ибо Bj ф {0} для всех; е J, то ф(1\) < 9(1*2)- Значит, отображение 

Ф — изоморфизм. Далее, из Ь) в силу 13 вытекает соотношение Ai с^ 5ф(1), 
значит, эквивалентные разложения изоморфны. Обратное утверждение неверно 
(смотри приведенный выше пример). Отношение ^ является рефлексивным, 
симметрическим и тразитивным, так что оно определяет разбиение на мно
жестве ^; систему всех классов этого разбиения обозначим через ^^ и класс, 
содержащий лексикографическое разложение а е ^ через ^(а). 
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40. Теорема. Если (x,ße^, то /^(ос, ß) '^ ЛСа, ß)-

Д о к а з а т е л с т в о . Пусть а и ß — соответственно лексикографические разло
жения (33.1) и (33.2). Согласно 35 /i(a, ß) и /2(а, ß) являются соответственно 
разложениями (35.1) и (35.2). Согласно 35 отображение ф: (i, j) -> ( j , i) ((i, j) e I\, 
(j , i)G J\) является (простым изотопным) отображением множества 1[ на J[. 
Согласно 17 каждое из выражений Е^ о [Di и Dj), Е̂ -̂  о (D^ и Dj) является кон
цевым лексикографическим множителем в G и Eij о (Di и Dj) = Л^о Di п 
п Bj о Dj = Eji о (Di и Dj). Далее, по 13.2 

(40.1) Dij = Dji = Diu Dj . 

Этим утверждение доказано. 

41. Пусть а, ß имеют то же значение, как в предыдущем. Введем в ^ еще 
одно бинарное отношение -< следующим образом: ос ^ ß именно тогда, если 
к каждому i е I существует j е J так, что 

(41.Г) Dj Cl Dicz Äio Did Bj о Dj 

(сравни 16.2, с) или d)). Из определения отношения -< непосредственно выте
кает, что это отношение рефлексивно и транзитивно. Далее, из любого из 
соотношений си ^ ß, а^ ß вытекает а -< jS. 

42. При помощи отношения -< можно дать следующую характеристику 
эквивалентности ^: 

Сотношение ос ^ ß выполнено тогда и только тогда, когда одновременно 
a<ß, ß <0L, 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Утверждение ,,только тогда" имеет место по 41. Пусть 
а -<i ß, ß < ос. Выберем i е I; потому что ос -< ß, существует j е J так, что выпол
нены неравенства (41.Г). Если j ^ е J, ji > j , то согласно 21d) Bj^ cz Dj, значит, 
по (41.1') {Äi о Dl n Б,,) (Ä,) cz Bj^{Ä,) cz Dj{Ä,) = {0}, £,,-, = {0}. Если j , e J, 
j i < j , то в силу 21d) Bj о Dj cz Dj^, так что Bj о Dj n Bj^ = {0}, откуда полу
чаем при помощи (41.Г) Ai о Di п Bj^ с= Bj о Dj n Bj^ = {0}, так что также 
^ijt = {^}- Для каждого j i G J, j i ф ; будет, следовательно, Eij^ = {0}. Если бы 
для ji Ф j выполнялись соотношения, аналогичные (41. Г) (где вместо j пи
шем 7i), то мы получили бы, в силу 17, Ai о Di = Eij^ о Di, следовательно. 
Ai ^ Eij^, Ai = {0}, что противоречит предположению. К каждому iel су
ществует, следовательно, один единственный элемент j е J, удовлеворяющии 
соотношению (41.Г). Далее, (так как ß -< ос) существует i' е I так, что 

(42.1) Dr cz Dj cz Bj о Dj cz Ay о Di. . 

Из (41. Г) и из (42.1) получаем 

(42.2) Dr ^ Di cz Ai о Di cz Л^, о D^,. 

299 



Если i < i' или же i > î\ то в силу 21d) Л ,̂ о Di> с Df или же Ai о D,- с: D .̂; 
из (42.2), следовательно, в обоих случаях получаем At о Di = Di, что противо
речит предположению Ai ф {0}. Из этого вытекает i = V. Из последних рас
суждений вытекает: если элементу tel поставим в соответствие тот элемент 
j G J, который удовлетворяет соотношениям (41. Г), получаем простое отобра
жение ф множества / на множество J; из (41.Г), (42.1) и из равенства i = V 
вытекает далее Ai о Di = Bj о Dj, Di = Dj, так что а ^ ß. 

43. Пусть а, ß,(Xi, ß^e'^,(x< ß, а^ ^ а, ß^ ^ ß. Тогда а^< ß^. (Утверждение 
вытекает непосредственно из определений отношений К, '^.) 

44. Для t{a), t{ß) е ^^ положим г(а) -< t{ß) тогда и только тогда, когда для 
каждого а̂  е г(а), ß^ е t(ß) будет ос̂  -< j^p Тогда '^i(-<) является частично упоря
доченным множеством. Это вытекает из результатов 41 — 43. 

45. Отношение < на ^ можем также характеризовать при помощи опера
ции / i или /2, опеределенной на ^. 

Отношение ос -^ ß справедливо тогда и только тогда, ecAufi(cc, ß) ~ а. 
Доказательство. Пусть/i(a, ß) = а. Согласно 40 будет тогда а ^ /^(а, ß) ^ 

^ ß, так что по 41 и 43 а •< ß. Наоборот, пусть а -< ß. Аналогично тому, как в 42, 
доказывается, что для каждого i el существует j е J так, что Eij = Ai, Eij' = 
= {0} для / Ф j . Следовательно, /i(a, ß) = а. 

Подобное утверждение справедливо для операции /2. 
Замечание. Пусть и — произвольный из элементов /^(а, ß), /2(а, ß) к v — 

произвольный из элементов а, ß. Очевидно, что и ^ v. 

46. Пусть a,ß G ^. Следующие условия эквивалентны: 
г) a^ß, Ъ) Л(а, ß) = а, ^(а, ß) = ß. 

Утверждение вытекает из 42 и 45. 

47. Пусть ос, ß, у е ^, пусть у имеет вид G = (/) П^^(^ ^ ^ ) ' У ^^^ У < ß^ 
Тогда y<f,(a,ß). 

Доказательство. Выберем кеК; по предположению существует tel, 
j Е J так, что 

2), с: D, с Q о D, с Л, о D,, Dj cz D, с: С, о D^ cz Bj о Dj 

(причем Dfc — концевой лексикографический множитель принадлежащий С^; 
не умаляя общности можем предполагать KnI = 0 = KnJ). Из этого 
вытекает 

Di U DJ Œ DJ, Œ Cko Dk С^ Aio Din Bj о Dj . 

Так как £̂ у о (D^ u Dj) = Aio Di n Bj о Dj, утверждение этим доказано. 
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47.1. Теорема. В частично упорядоченном мнолсестве ^^ к двум произвольным 
элементам t{ix), t(ß) существует точная нижняя грань (инфимум) и 

mf{t{a), t{ß)} = t{Ua, ß)). 

Утверждение вытекает из 45 и 47. 

48. Для ос, ß пользуемся обозначениями из предыдущего. Если f̂ , i'ie/, то 
будем писать Ï\5Z2 В ТОМ случае, когда существует j е J так, что для г = ï\ и для 
i = 1*2 

(48.1) D^u Dj (L Aio DinBjo Dj. 

В слзгчае Di u Dj ZD Aïo Di n Bj о Dj no 33.1 будет E^ = {0}. Если Dj u Dj с 
с: Ai о Din Bj о DJ, ТО Л^ О D^ n Bj о Dj = Eij о (/),• u Dj). Условие (48.1), следо
вательно, выполнено как раз тогда, когда Eij Ф {0}. Пусть i е 1. Потому что по 
предположению Ai ф {0}, существует согласно (33.3) по крайней мере одно 
j е J так, что Eij Ф {0}, т. е. для пары i, j выполняется (48.1), так что isi. 

Мы пишем Ш', если существуют î , i2, ..., i„ так, что i = iiSi^s ... si^ = i'. 
Соотношение t является рефлексивным, симметрическим и транзитивным, 
значит, оно определяет разбиение множества I на дизъюнктные классы; класс, 
содержащий элемент i, обозначим через i. 

49. Пусть i^si2S ... si^, пусть элемент V леж:ит в интервале, ограниченном 
некоторыми из элементов г\, ..., г̂ ,. Тогда 1^ = i'. 

Доказательство посредством индукции по числу п. Если п = 1, то утверж
дение тривиально. Предположим, что n > 1 и что утверждени справедливо для 
п — 1. Допустим, что i' лежит в интервале, ограниченном элементами i^^, 1^, и ^ 
^ V, и, V е {1,. . . , п}. Если и, v е {1,..., п — 1} или u,ve {2,..., п}, то по предпо
ложению индукции i^ = V\ очевидно, что i^ = i^, так что i^ = i'. Далее доста
точно исследовать только случай, когда Г находится в интервале, ограниченном 
элементами i^, i„, и при этом i' не находится ни в каком из интервалов, ограни
ченных элементами î , î^ (/с = 1,..., п — 1). В таком случае V должно лежать 
в интервале, ограниченном элементами i„_i, i„. Мы докажем, что fsi^ (откуда 
вытекает Г = /̂  = ij. 

Предположим, что например, i„_i ^ i„ (в случае i„_i ^ i„ рассуждения ве
дутся по правилу двойственности). Если i' = z„ или /' = i„_i, то очевидно i'5i„. 
Пусть i„_i > i' > i„. Тогда, в силу 21d) Л,.(„_.1̂  о -D,(„_i) с Di, Ai. о Di> cz D̂ („) 
(в индексах пишем i{n), i(n — 1) вместо i„, Ï„_I). По предположению существует 
индекс; так, что выполнено соотношение (48.1) для i = i{n) и для i — \{п — 1). 

Если бы было Di(„) cz Dj, то мы получили бы Л (̂„_1)о /)((„_i) <=- Dj, что 
противоречит (48.1) (для i = i{n ~ 1)). Следовательно, Dj G De(„). Согласно 
(48.1) (для i = i{n)) тогда будет 0,(„) (L Bj о Dj, так что и D ,̂ G 5j о Dji из этого 
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и из предположения Bj Ф {0} получаем Dj- и Dj G Bj о Dj. Остается доказать 
соотношение D .̂ и Dj G Л .̂ о D .̂. Но если бы было Л;, о Di' с Dj, то мы 
получили бы ^i(„_i) о 1>1(„-1) с: Dj, что привело бы нас к противоречию с (48.1) 
(для i = i{n — 1)). Этим доказательство закончено. 

50. Пусть I множ:ество всех классов i.iel. Для ка:ждого iel обозначим 
А. = (l)llAi{iel). Тогда G = (l)Y[A.(ïel), 

Доказательство вытекает из 48 и 49 (сравни тоже 25.1)). 
Приведенное выше лексикографическое разложение обозначим /з(а, ß). Оче

видно, что а й /з(а, ß)' 

51. ß<Ua,ß). 

Доказательство. Нам надо доказать, что к любому j е J существует I'l е /, 
удовлетворяющее неравенству 

Dj^ CZ DJ С= BJ О DJ С А^^ о D-^ , 
где Di^ означает концевой лексикографический фактор в G принадлежащий 
к Aj^, Пусть j е J. Пусть l(j) — множество всех i е / таких, что Eji ф {0}. Поэто
му, в силу 18, также и Е^ ф {0}; если Ï,- е /(j), то для каждого i е l(j) выполнено 
по 48 соотношение i^si, i е i^. 

Пусть iEl(j); рассмотрим разложение G = Hji о Ejio Dji. По 32.2 и 35.1 
Dji = Di^ DJ = Dij. Согласно 49 i является выпуклым подмножеством в /. 
Значит, если G представим в виде G = Hjo Ajo Dj, то согласно 25.1а) и 13.2 
будет ^у = п Dk{ke i); в частности, Dj с: Di, следовательно, Dj а D^j. Соглас
но 25а) OJ^ji (ï*e^(j)) = ^ß так что Dy ci Dj. Далее, для iel{j), в силу 17. 
Eji о Dji = Al о Dl п BJ О DJ = Eij о Du a Ai о Di c: Aj о Dj, так что и [JEji о 
о Dji {i е I{j)) с: Aj о DJ. Согласно 25a) и (33.4') будет однако [jEjioDji 
(i el{j)) = BJ О Dji этим утверждение доказано. 

52. Пусть ос, ß, у е^, а -< у, ß -< у, пусть у имеет вид G = (/) f^Q (к е К). 
Пусть для выбранной пары iel, jeJ имеет место соотношение (48.1) 
и пусть, далее, для некоторого ке К будет D^ cz Di а Ai о Di а Cj, о Dj, {Dj, — 
концевой лексикографический мноэ^ситель, принадлео^ащий к Q). Тогда 
maKOice Dj^ с= Dj с: Bj о Dj cz Cj^ о Dj,. 

Доказательство. По предположению существует к^еК так, что D/̂ i ^ 
с: DJ а В J о Dj а Q^ о Dj^^. Предположим, что к^ ф к. Пусть к < к^. Тогда 
Qi ° f̂ci ^ ^ъ так что В J о DJ CZ DJ, а Di, что противоречит (48.1). Аналогично 
из соотношения к^ < к получаем Q о D̂  а D^^, Aïo Di cz Dj,^ с Dj, что опять-
таки противоречит (48.1). Итак, должно быть к^ = к, чем доказательство 
закончено. 
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53. Пусть oc,ß,ye^, (х<у, ß <у. Тогда /з(а, ß) < у. 
Доказательство. Пусть у имеет вид из 52. Пусть /̂  е /. Нам дано доказать, 

что существует ке К так, что 

(53.1) D,cz Dr^czAj^oDj^c:C,oD,. 

Так как ос ^ у, существует ке К такое, что 

Пусть îi5Ï2. Тогда существует Bj так, что для i = г^и i = 1*2 выполнено соотно
шение (48.1). Согласно 52 в таком случае также Dj, с Dj с Bj о Dj с: С^о Dj^; 
используя опять 52 (для], 12) получим Dk с: i),^ а Ai^o Di^ с= Q о Dj,. Из дока
занного по индукции вытекает: если Ш^ (т. е. если i е i j , то Dj^ а Di а Ai о 
о Di а Cj, о DJ,. Потому что D^^ = f)^/ (i ^ ~hl Aj^ о Dj^ = U^i о Dt (i E ÏJ, 
вытекает из предыдущего неравенства соотношение (53.1). 

54. Теорема. Если а, ß е^, то в ^^ 

if,{а, ß)) = sup «а ) , t{ß)} . 

Утверждеяяе вытекает из 50, 51 и 53. 

Из 54 и 47.1 получаем: 

54.1. Теорема. Частично упорядоченное MHOjfcecmeo ^^ является структурой. 
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Zusammenfassung 

LEXIKOGRAPHISCHE PRODUKTE VON HALBGEORDNETEN 
GRUPPOIDEN 

JAN JAKUBIK, Kosice 

Es sei G Ф 0 eine (durch die Relation ^ ) teilweise geordnete Menge, in der eine 
binäre (nicht notwendig kornmutative) Operation + erklärt ist, so dass aus x, y, z E G, 
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xsy immer (x + z) s{y + z) und (z + x) s{z + j^) folgt; dabei ist s ein beliebiges 
Element der Menge { <, ||} (x || j ; bedeutet, dass x und y unvergleichbar sind). Es sei 
weiter vorausgesetzt, dass es in G ein Nullelement 0 gibt, das für jedes x e G den 
Gleichungen x + 0 = 0 + x = x genügt. Dann wird G ein Wj-Gruppoid genannt. 
Ist A c: G, bezeichnen wir A'^ = {a \ a e A, a ^ 0}, A~ = {a \ a e A, a ^ 0}; A 
heisst Mi-Untergruppoid von G, wenn 0 e ^ und wenn x, ye A=^ x + y e A.Es seien 
A, В Wi-Untergruppoide von G, die den folgenden Bedingungen genügen: 

a) А + В = G und aus a^ + b^ = a2 + b2 (a^e Л, bieB) folgt a^ = «2, 
bi = Ьг; 

b) aus g- = ai+ bi {а^еА, bieB, i = 1,2) folgt: gi + g2 = («1 + «i) + 
+ (bi + b2), gi < di^^ ^1 ^ ^25 ö̂ î i* ^1 = ^2 ^̂ 11̂  ^1 < ^2-

Unter diesen Voraussetzungen wird G ein lexikographisches Produkt von A, В 
genannt (im Zeichen G = v4 о ß). Es ist bewiesen, dass die Operation о assoziativ ist, 
d. h. dass die Beziehungen G = (A о B) о C, G = А о {B о C) äquivalent sind. Es sei 

(1) G = A^o A20 . . . о Л„ , 

(2) G = ВI о ^2 о ... о В^ . 

Ai, В J heissen lexikographische Faktoren von G. Die Zerlegungen (1) und (2) werden 
isoniorph genannt, wenn n — m und wenn Ai und Bi{i = 1, ..., n) isomorph sind. 
Die Zerlegung (2) ist eine Verfeinerung von (l), wenn jedes Ai ein lexikographisches 
Produkt von gewissen Bj ist. Ein Wi~Gruppoid G wird u-Gruppoid genannt, wenn 
A^ ci B^ =^ A cz В und A~ cz B~ => А cz В für je zwei lexikographische Faktoren 
von G. Das Hauptergebnis von § 1 ist Satz 15: Ist G ein w-Gruppoid, so besitzen die 
Zerlegungen (l) und (2) isomorphe Verfeinerungen. (Bemerken wir, dass eine ge
meinsame Verfeinerung von (l) und (2) nicht immer existiert.) 

Im § 2 wird eine lexikographische Zerlegung G = (/) Yl'^i (̂  ^ ^) ^^ einer be
liebigen Anzahl von Faktoren Ai erklärt, wobei Ai Wi-Untergruppoide von G sind und 
M eine geordnete Menge ist. Die im § 1 eingeführten Begriffe der Verfeinerung und 
der isomorphen Zerlegungen werden in naheliegender Weise für Zerlegungen mit 
beliebiger Anzahl von Faktoren verallgemeinert. Es sei G ein tf-Gruppoid und es seien 
a, ß beliebige lexikographische Zerlegungen von G. Es werden neue Zerlegungen 
/ i (a , ß) und/2(06, ß) konstruiert, so dass/i(a, ß) bzw./2(a, ß) eine Verfeinerung von a 
bzw. ß ist. Wir beweisen den Satz (Satz 25): Die Zerlegungen/i(a, ß) und/2(a, ß) sind 
isomorph. Durch eine kleine Modifikation des vorigen Satzes erhalten wir den Satz 
35, der eine Verallgemeinerung eines Ergebnisses von A. I. MAECEV [2, Satz 2] dar
stellt (der Satz von Mal'cev bezieht sich auf den Fall, wenn G eine geordnete Gruppe 
ist). 

Im § 3 wird die Menge ^ aller solchen lexikographischen Zerlegungen eines 
M-Gruppoids untersucht, in denen lauter von {0} verschiedene Faktoren auftreten. Für 
OL, ß e^ setzen wir oc ^ ß, wenn a eine Verfeinerung von ß ist; dann ist ^ eine halb-
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geordnete Menge. Es wird gezeigt, dass ^ im allgemeinen kein Verband zu sein 
braucht. Es sei 

a: G = {l)llAtiieM), ß: G = {l)YlBj {jeN) . 

Aus der Definition der lexikographischen Zerlegung folgt, dass es für jedes i e M und 
für jedes j E N lexikographische Faktoren Я^, Di, H^ Dj von G gibt, so dass G = 
= Hio Aio Di und G = Hj о Bj о Dj gilt; der Faktor Di bzw. Dj ist durch Äi bzw. Bj 
eindeutig bestimmt. Wir setzen а '^ ^, wenn ein Isomorphismus ц> : M -^ N existiert, 
so dass 

^i = ^ Ф ( 0 ' ^ ï ° ^i = ^ Ф ( 0 ° ^ Ф ( 0 

für jedes i e M ist. Wenn a ^ ß gilt, so sind die Zerlegungen a und ß isomorph (für 
isomorphe Zerlegungen a, ß braucht die Beziehung a '-̂  j5 im allgemeinen nicht zu 
gelten). Es ist bewiesen, dass ^ eine Äquivalenzrelation auf der Menge ^ ist; die 
Menge der entsprechenden Klassen bezeichnen wir mit ^^ und die das Element a ent
haltende Klasse sei ä. Jede Klasse ÖL ist eine konvexe Teilmenge von ^ . In ^^ ist in 
natürlicher Weise die Halbordnung definiert (ä ^ ß wenn es Elemente â  G ä, ßi e ß 
gibt, so dass â  ^ j^i). Es ist bewiesen, dass / i (a , jS) '^ /2(0̂ » î ) gilt und dass die Be
ziehung a ~ jß mit / i(a, ß) = a,/2(a, ß) = ß äquivalent ist. Die halbgeordnete Menge 
^1 ist ein Verband, in dem ä n ß = /^(a, ^) = /2(0^, ß) gilt. 
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