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YEXOCJIOBALUKUN MATEMATUYECKUMN XVYPHAIJ

M.

KUt iym Yexoc. yKoii Axao: HAYK
T. 16 (91) TIPATA 19. III. 1966 r., No 1

UBER DIE TRANSFORMATION UND AQUIVALENZ
HOMOGENER LINEARER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN
VON HOHERER ALS DER ZWEITEN ORDNUNG

ZDpENEK Husty, Brno

(Eingelangt am 24. Januar 1962, in umgearbeiteter Form am 3. Juli 1964.)

(1. Fortsetzung)

II. TEIL. AQUIVALENZ REGULARER GLEICHUNGEN MIT DIMENSION

VORBEMERKUNGEN
Es sei
(a) 3 (n) afx)y" P (x) =0, xel,
k=0 \k
resp.
(b) Y <n> b)) =0, tel,
i=o \ i

eine reguldre Gleichung mit Dimension im Intervall I, resp. I,. Wenn @ I, < I,
0 + I,, = 1, ist, so bezeichnen wir mit den Symbolen 0,(I1,), Po(I.), Ku(I1,) resp.
0y(15,), Py(I,), Ki(I,,) die Mengen der Bilder von (a) resp. (b), deren Koordinaten
Elemente der Menge M(I,,) resp. M(I,,) sind und mit den Symbolen o0,(I,), p,(I,,)
resp. 0y(I,), Po(I,) die Mengen der Bilder von (a) resp. (b), deren Koordinaten
Elemente der Menge m(I,,) resp. m(I,,) sind, s. Def. 3,1.1 und 3,2.7 aus Teil T — kurz
[1;3,1.1], [1; 3,2.7]. Wenn

(0.1) ‘ 91 Co-i(I})
do
resp.
(0.2) biec, (1)
: b_ n—1\*2
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gilt, so ist v

ofcen(- [ et
(B) {t, c. exp(— J;Z—: ds)} epfl,), 0+ cekE,

das halbkanonische Hauptbild von (a) resp. (b); U; = A;/4, resp. B, =B,[B,,
i =23,...,n sind die Hauptkoeffizienten von (a) resp. (b), wobei 4; resp. B,, i =
=0,2,3,..., n die Koeffizienten von (A) resp. (B) darstellen und mittels der Formeln
(3,2.8) aus Teil I — kurz [I; (3,2.8)] — definiert werden. Es sei ferner

resp.

a

(03) - € Cn—i(Il) > i= 15 2
. a,
resp.
b; .
(04) 'b_e C,,—,'(Iz), 1= 1,2

0

Dann bezeichnen wir mit dem Symbol k,(I,,) resp. k,(I,,) die Menge der kanonischen
Bilder von (a) resp. (b), wobei ihre ersten Koordinaten die Gleichung

3

0.5 T, x} = — Uy(x), xel;,

©3) (T3 = 2w, xel,

resp.

(0.6) (X, 1) = —>—By(1), tel,
n+1

befriedigen.

Es seien v,, 4 = 1,2, ...,j natiirliche Zahlen, die die Ungleichungen 2 < v; <
< v, <...<v; <i= nerfillen. Es sei

0.7) I, (x), X, (%), ... o, (X)] kurz L[A,(x)]

ein Polynom der Elemente U, , u=1,2,...,j mit Dimension i und es sei ferner
(a)e M < o,(Iy,).

Definition 0.1. Gilt fiir die Hauptkoeffizienten 2, (x), # = 1, 2, ..., j eines beliebi-
gen Bildes (a) {T(x), u(x)} € M die Gleichung

LIA,(x)] = L{A[T)] [T'(*)], xely,

so nennen wir die Funktion (0.7) eine Invariante von (a) im Intervall I, auf der
Menge M der Dimension und des Gewichtes i. Den Grad [die Ordnung] des Polynoms
(0.7) bezeichnen wir a s Grad [Ordnung] der Invariante.
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Definition 0.2. Die Invariante auf der Menge o,(I,,) nennen wir die Hauptinvarian-
te der Gleichung (a) im Intervall I, . Die Hauptinvariante der Gleichung (a) im Inter-
vall I, nennen wir kurz Hauptinvariante von (a).

Es sei (o) eine kanonische Gleichung von der Gestalt
(o) a0y ™(x) + Y <'.l)oz,-(x) Yo x) =0, xel,.
i=3 1

Definition 0.3. Die Invariante auf der Menge k,(I,,) nennen wir die kanonische
Invariante der Gleichung (o) im Intervall I,,. Die kanonische Invariante der Glei-
chung (o) im Intervall I; nennen wir kurz kanonische Invariante von (o).

1. EIGENSCHAFTEN QUASIIDENTISCHER BILDMENGEN

Definition 1.1. Die Menge 0,(1,,) ist quasiidentisch mit der Menge 0,(1,,), wenn
jedes Element von O,(I,,) in seinem ganzen Definitionsbereich mit einem Element
von O,(I,,) quasiidentisch ist. Bezeichnung

(L1) 0y(I2) = Ou(I1s) -
Biindigkeitshalber fiithren wir nicht in den Bemerkungen 1.2 und 1.4 zweite Koordi-

naten der Bilder an.

Bemerkungen 1.2. a) Es gelte (1.1). Wenn das Bild (b) {X(¢)} € 0,(I,) in seinem
ganzen Definitionsbereich X(I,,) mit dem Bild (a) {T(x)} € 0,(I,,) quasiidentisch ist,
so ist X(I,,) = T(I4,).

b) Wenn (1.1) gilt, so ist P,(I,,) = P(I,,), Ky(I5,) = K(I1,).

Definition 1.3. Die Mengen O,(I4,), 0,(I,) sind quasiidentisch, wenn (1.1) und

(12) Oa(llx) : Ob(Izz)
gilt. Bezeichnung
(1.3) 01, = O(I).

Bemerkungen 1.4. a) Es gelte (1.3). Wenn die Bilder (a) {T(x)} € 0,(I,,), (b) {X(t)} €
€ 0,(I,,) quasiidentisch sind, so ist X(I,,) = T(I,,).

b) Wenn (1.3) gilt, so ist P,(Iy,) = Py(I5,), K,(I1,) = Ky(I,).

c) Die Bezichung (1.3) ist reflexiv, symmetrisch und transitiv.

Satz 1.5. Die Beziehung (1.3) gilt dann und nur dann, wenn ein Bild (b) {X(t),
uy(t)} € 04(1,,) in seinem ganzen Definitionsbereich X(I,,) = I,; mit einem Bild
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() {T(x), u(x)} € O,(I,,) in seinem ganzen Definitionsbereich T(I,,) = I,; quasi-
identisch ist.

Beweis. Es seien die Bilder (b) {X(1), u,(t)} € 0,(I,,), (8) {T(x), u(x)} € 0,(I,,)
in I,; = X(I,,) = T(I,,) quasiidentisch. Wihlen wir ein beliebiges Bild (b,) {Y(¢),
v(t)} € 04(I,,) und es habe das Bild (b) € 04(I,,) die Koordinaten

1.4 Y[X_ ox 1(5)]}5M L)

(14) froccon 2= e mr

Die Gleichungen (b), (b,) sind nach den Hilfssitzen [I; 3,1.16] und [I; 3,1.17] im
Intervall I, = Y(I,,) quasiidentisch. Die Gleichung (b) ist gemdB [I; 3,1.17] quasi-
identisch in I,, mit dem Bild (a,) € O4(I,;) mit den Koordinaten (1.4), so daB auch
die Gleichungen (&), (b,) in I, quasiidentisch sind. Nach [I; 3,1.18] ist (a,) € O,(I},)
mit den Koordinaten

u(x) . (X, [T()])
(19) {Y(X_I[T(xm T }eM(zlx),

so daB (1.1) gilt. Auf gleiche Art beweisen wir (1.2). Der Beweis der hinreichenden
Bedingung ist einfach und darum laBen wir ihn fort.

Folgerung 1. O,(I,) = Oy(1,,) < P,(I,,) = Py(I,,) < K,(I,) = K,(I,,).

Folgerung 2. Es gelte (1.3). (b) {X(¢), u,(t)} € O,(I,,) = (3) {T(x), u(x)} € 0(I,,) =

OO0 0,02 - 1YL T -, T - LT

Hilfssatz 1.6. Es gelte (1.1). Dann existiert ein derartiges nicht leeres Intervall
I, <1,,,dap

(16) Ob(IZt) = Oa(le)
ist. .

Beweis. Es gelte (1.1) und es sei das Bild (b) {X(t), u,(t)} € 0,(I,) in seinem ganzen
Definitionsbereich I, = X(I,,) quasiidentisch mit dem Bild (a) {T(x), u(x)} € 0,(I.),
so daB I, = T(Iy,). Es sei ferner T_,(I,;) = I,,, wobei @ # I, < I,,. Nach
[1; 3,1.7¢)] ist (a) {T(x), u(x)} € O,(I,). GemiB des Satzes 1.5 gilt (1.6).

Hilfssatz 1.7. Es gelte (0.1), (0.2), (&) {T(x)} € pa(I1,), (B) {X(2)} € py(I,,). Wenn
die Bilder (A),(B) im Intervall I, = T(I,,) = X(I,) quasudenttsch sind, so
befriedigt die Funktion

(1.7) 1(x) = X_ [T(x)] € m(I,.)
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resp.

(1.8) x(t) = T_,[X(t)] € m(1,,)
die Gleichung
(1.9) {t, x} + 3 B,(1) 12 = 3 y(x), xely,
n+1 n+1
resp.
3
1.10 x, t} + W,y (x) X2 = ——— B,(t), tel,,.
R O T Lt YURRLO®

Beweis. Sind die Bilder (A), (B) in I, quasiidentisch, so sind die Normalformen
von (A), (B) in I, identisch. GemdB [T; (3,2.12)], [I; (3,2.13)] gilt in I,

(1.11) frrerg, (e LT

x=T-1(8)

= fpory, (poerama) =20

t=X-1(%)

wobei ny = T"(x)[T'(x), nx = X(1)/X(f) zu nehmen ist. Wenn wir i = 2, & = T(x)
in (1.11) einsetzen, erhalten wir nach [I; (3,2.15)] und [I; 0.1b)] die Beziehung

(1.12) (T - —— W, -
dT dX_\* [ x> 3 . e
_ (d?’d?) ( {x-l,g}[ = ] S x (1 ))]), ..
GemiB (1.7), [1; (0.2)] gelten die Formeln

dx_, dT
de dx

(1.13) v r(x) =

(1.14) fhx) = (X_,, 8 (‘%)2 T x)

Wenn wir (1.13), (1.14) in (1.12) einsetzen, erhalten wir (1.9). Den zweiten Teil der
Behauptung des Hilfssatzes 1.7 beweisen wir auf gleiche Weise, wenn wir in (1.11)
i =2, &= X(r) setzen.

Bemerkung 1.8. Es gelte (0.3), (0.4), () {T(x)} € k,(I,,), (B) {X(¢)} € ky(I,,). Wenn
die Bilder (), (B) im Intervall I,, = T(I,,) = X(I,,) quasiidentisch sind, so erfiillt
die Funktion (1.7) resp. (1.8) die Gleichung (1.9) resp. (1.10) und gleichzeitig gilt
(0.5) resp. (0.6).



Satz 1.9. Es gelte (0.1), (0.2), (&) {T(x), u(x)} € 0,(I), (b) {X(2), us ()} € 04(I,).
Wenn die Gleichungen (a), (b) im Intervall I, = T(I,,) = X(I,,) quasiidentisch
sind, so gilt die Behauptung des Hilfssatzes 1.7.

Beweis. Es sei (&) {T(x)} € p(I.), (B) {X(?)} € py(I2,). Nach [I;3,2.17] ist die
Gleichung (A) resp. (B) die halbkanonische Hauptform von (a) resp. (b). GemiB der
Voraussetzung und der Folgerung des Satzes [I; 3,2.17] sind die Bilder (A), (B)
quasiidentisch, so daB die Behauptung des Hilfssatzes 1.7 in Kraft ist.

2. AQUIVALENZ

Definition 2.1. Die Gleichung (b) ist im Intervall @ # I,, = I, mit der Gleichung
(a) dquivalent, wenn ein derartiges nicht leeres Intervall I,, < I, existiert, daB
0y(I,,) = 0,(I,) ist.

Definition 2.2. Die Koordinaten des Bildes () € 0,(I,), das im Intervall I,, mit
der Gleichung (b) quasiidentisch ist, werden wir als die Triger der Aquivalenz (b)
mit (a) bezeichnen.

Bemerkung 2.3. Es sei (b) in I,, dquivalent mit (a) und es seien die Funktionen
T(x), u(x) die Triger der Aquivalenz (b) mit (a). Nach der Definition 2.2 ist die Gleich-
ung (b)in I,, quasiidentisch mit dem Bild (&) {T(x), u(x)} € 0,(I,,), wobei I,, =
< T(I,). Es sei z(f) eine Losung von (b). Laut [I; 3,1.15a)] ist die Funktion
¥(x) = u(x) z[ T(x)] im Intervall T_,(I,,) eine Losung von (a). Wenn die Funktionen
z{t), i = 1,2,..., n ein Hauptsystem von (b) bilden, so sind nach [I; 3,1.15g)] die
Funktionen y(x) = u(x)z[T(x)] im Intervall T_,(I,,) unabhingige Losungen
von (a).

Definition 2.4. Wenn derartige nicht leere Intervalle I,, < I, I,, < I, existieren,
daB (b) in I,, mit (a) und gleichzeitig (a) in I,, mit (b) dquivalent ist, so sagen wir,
daB die Gleichungen (a), (b) in den Intervallen I,,,I,, einander dquivalent sind.

Um auszudriicken, dass die Gleichungen (a), (b) in den Intervallen I, I, einander
dquivalent sind, schreiben wir

(2.1) {X(2), uy(0)} (@) I, ~ (b) L {T(x), u(x)} ,

wobei die Funktionen {X(¢), u,(t)} [{T(x), u(x)}] die Tréger der Aquivalenz (a)
[(b)] mit (b) [(a)] sind und T(Iy,) = I,,, X(I,,) = I, gilt.

Bemerkungen 2.5. a) Die Gleichungen (a), (b) sind in den Intervallen I, I,,
einander dquivalent dann und nur dann, wenn (1.3) gilt. Die Triger bestimmen
wir nach der Definition 2.2.

6.



b) Laut [I; 3,1.17] konnen wir z.B. X(t) = T_,(t), u,(t) = 1Ju[ T-(¢)] setzen und
daher fithren wir statt (2.1) die einfachere Bezeichnung ein:

(22) (@) I, ~ (b) I, {T(x), u(x)}
oder

(2.3) (6) Ine ~ (a) s {T_l(t), ;[Tl—l(t)]} .

Esist noch zu bemerken, daB z.B.in (2.2) stets I, = I,,1,, = I,, {T(x), u(x)} € M(I,,),
T(I,) = I, (b) = (3) {T(x), u(x)} € O(I,,), x€l,,, tel,, vorausgesetzt wird.

¢) Da die Beziehungen (2.2), (2.3) symmetrisch sind, gelten alle Behauptungen,
die fiir die Elemente der Menge O,(I,,) und fiir die Triger {T(x),u(x)} in
Kraft sind, mit einer gewiBen Modifikation auch fiir die Elemente der Menge O,(I,,)
und fiir die Triger {T_,(¢), 1/u[ T-(?)]}.

d) (@) = (b),xel =1, nI,<(a)l ~ (b)I{x,c},0 + ceE,.

Hilfssatz 2.6. Es sei (b) in I,, dquivalent mit (a) und es seien die Funktionen
T(x), u(x) die Triger der Aquivalenz (b) mit (a). Dann gilt (2.2), wo I, = T_,(I,,).

Der Hilfssatz wird mittels des Hilfssatzes 1.6 und der Bemerkung 2.5a) leicht
erbracht.

Bemerkung 2.7. Nach dem Hilfssatz 2.6 sind zwei Gleichungen einander dquivalent
dann und nur dann, wenn eine Gleichung mit der zweiten dquivalent ist. Daher
werden wir uns nur mit solchen Gleichungen beschiftigen, die einander dquivalent
sind und dann werden wir kurz sagen, daB diese Gleichungen dquivalent sind. Um
auszudriicken, daB die Gleichungen (a), (b) dquivalent sind, benutzen wir hiufig die
Bezeichnung (2.2), s. Bem. 2.5b). Wenn uns die Tréger oder auch die Intervalle nicht
wichtig erscheinen werden, konnen wir (2.2) ohne Triger oder auch ohne Intervalle
schreiben, also (a) I, ~ (b)I,, oder (a) ~ (b).

Hilfssatz 2.8. Die Beziehung (2.2) ist reflexiv, symmetrisch und transitiv.

Beweis: Die Reflexivitit und die Symmetrie ist klar. Es sei (a)l;, ~
~ (b) I, {T(x), u(x)}, (b)I,, ~ (c) I5:{X(2), us(t)}. Nach der Definition 2.4 und
2.2 ist das Bild () {T(x), u(x)} € 0,(I,) [(b) {X(?), us(t)} € 0,(I,,)] quasiidentisch
im Intervall I,, = T(I,,)[Is; = X(I5,)] mit der Gleichung (b)[(c)]. GemiB des
Hilfssatzes [I; 3,1.17] ist das Bild (b) {X(¢), u,(t)} € 0,(I,,) und auch die Gleichung
(c) € O[I5¢) quasiidentisch in I, mit dem Bild (a) {X[T(x)], u(x)u,[T(x)]} e
€ 0,(I,), wobei X[T(I,,)] = I, GemidB des Satzes 1.5 gilt O,(I;,) = O(Is,).
Nach der Bemerkung 2.5a) ist (a) I, ~ (c) Is{X[T(x)], u(x) u, [ T(x)]}.



Satz 2.9. Die Beziehung (2.2) gilt dann und nur dann, wenn

| L) B AN PRV
4 bo[T()] [T ()] o (k) ao(x) #eslale) 4]

xel,,, i=12,..,n

mit
(2'5) 'I(X) = ::gg € Cn—Z(IIx) s
(2‘6) . C(x) = @ € Cn—l(le)

u(x)

in Kraft ist.

Beweis. I. Gilt (2.2), so ist

(2.7) T(I,y) = I,

und die Gleichung (b) ist in I, quasiidentisch mit dem Bild (2) {T(x), u(x)} € O(I,,).
Wenn wir die Normalformen von (a), (b) vergleichen, erhalten wir mit Riicksicht
auf [1; (3,1.4)] die Beziehungen

e e B () e o)

tel,,, i=12,...,n

x=T_1(t)

wo (2.5), (2.6) zu nehmen ist. Wenn wir ferner in (2.8) ¢ = T(x) einsetzen, erhalten
wir (2.4). ' \

II. Laut (2.5), (2.6) und [I; 3,1.9] existieren derartige Funktionen T(x), u(x), daB
{T(x), u(x)} € M(I,,). Es etfiillen ferner die Koeffizienten der reguldren Gleichungen
mit Dimension (a), (b) die Beziehungen (2.4) und es gelte (2.7). Wenn wir in (2.4)
x = T-(t) einsetzen, erhalten wir (2.8). Die Gleichung (b)ist im Intervall (2.7)
quasiidentisch mit dem Bild (&) {T(x), u(x)} € O,(I,,), denn laut (2.8) haben die
Gleichungen (a), (b) in I, dieselbe Normalform. Gemifl des Satzes 1.5 und der
Bemerkung 2.5a) gilt (2.2).

Bemerkung 2.10. Es gelte (0.1), (0.2), (2.2). Dann ist
(2.9) T(x) = (1),

g



s.[1;3,2.7]. Wenn wir i = 1 in (2.4) einsetzen, erhalten wir mit Riicksicht auf
[L;{2.3.4)] die Gleichung

BT ey = 7= Ly 4 oy 4 D) e
1) QTR TE =) + )+ S vl

Daraus folgt n € C,_(I,,), so daB (2.9) laut (2.5) gilt.

Satz 2.11. Es gelte (2.2), (2.9). Dann ist
b (1) ) . ax)
2.11 P e (1), j=12.ie% e, (1),
( ) bo(t) J( Zt) J ao(x) J( 1 )
i=1,2..,i, 1<i<n.
Beweis. I. Es sei aj(x)[a¢(x)€ C,—(I1,), j = 1,2, ..., i <n. Laut (2 9), (2.5) ist

neC,_y(I,), so daB &%, (n,0)e C,_;4i(I1x) < C,- ,(Iu) k=0,1,...,j. Nach
(2.4) ist

bj[T(x)] — 1 ! ak(x) L
(2'12) bO[T(x)] - [T'(x)]j k;()( > 0( ) d)J k[n(x)’ C(x)] € Cn—j(IIX) 4

i=1,2...i

Wenn wir in (2.12) x = T_,(t) einsetzen, folgt daraus b,(f)/by(t) € C,-(I2.), j =
= 1,2, ..., i. IL. Es sei umgekehrt a;(x)/aq(x) ¢ C,- (I1,) und es sei a; der erste Ko-
effizient, der diese Eigenschaft besitzt, so daB a,faq € C,—(I1), k= 1,2,...,j — 1.
Dann existiert ein natiirliches v < j derart, daB b,/b, ¢ C,_,(I,,). Denn im entgegen-
gesetzten Falle ist b,[T(x)]/bo[T(x)] € C,_,(I,) fiir ale v = 1,2,...,j und laut
(2.12) kommen wir zum Widerspruch

) _ oo DT 5 (Nl g once (1)
ey = T P = %, (1) 205 234 9]« o 1)

Folgerung. Es gelte (2.2), (2.9). Die Gleichung (a) ist eine reguldre Gleichung mit
stetiger Dimension in I, dann und nur dann, wenn (b) eine regulire Gleichung mit

stetiger Dimension in I,, ist.

Bemerkungen 2.12. a) Es gelte (2.2). Dann ist

(2.13) b;((t)) eCo(ly), j=1,2 .., i< Z;((’)‘C)) € Co(I1y) »

j=12..i, 1<i<n.

Diese Behauptung beweist sich auf dieselbe Art wie der Satz 2.11.



b) Es gelte (2.2). Die Gleichung (a) ist in I, requldr dann und nur dann, wenn
die Gleichung (b) in I, reguldr ist. Diese Behauptung folgt unmittelbar aus (2.13).

Satz 2.13. Es gelte (0.3), (0.4). Die Beziehung (2.2) gilt dann und nur dann, wenn

i (1) O T T34 e,

cor e o] (o -2

O+ceE;, xely,

(214)  B[T(x)] =

mit Ay = 1,A, = 0, n = T"|T' € Cy—y (I,,) in Kraft ist, wobei die Funktion t =
= T(x) die Gleichung (1.9) erfiillt.

Beweis. Gilt (2.2), (0.3), (0.4), so gilt (2.7), (2 9) und die Gleichungen (a) {T(x),
u(x)} € 0,(I4,), (b) {t, 1} € O4(I,,) sind quasiidentisch. Aus dem Satz 2.9 folgt (2.4).
Wenn wir in (2.4) i = 1 einsetzen, erhalten wir bei Beachtung von [I; (3,1.7), (3,1.8)],
(2.5), (2.6) die Bezichung (2.15). Gemif der Bemerkung 2.5a) gilt (1.3), so daB nach
dem Satz 1.5 (Folg. 2) die Bilder (B) {t} € py(I1,), (A)}{T(x)} € p.(I,,) quasiidentisch
sind. Wenn wir die Normalformen von (A&), (B) vergleichen, erhalten wir mit Riick-
sicht auf [I; (3,2.12), (3,2.13)] die Bezichungen

7 5 (1) B

"l(t)’ tEIZt’ i=2,35--‘9n

(2.16) B,(1) =

mity = T"/T', Ay = 1, Ay = 0. Wenn wirin (2.16) i = 2, ¢t = T(x) setzen, erhalten
wir mit Riicksicht auf [I;(2,3.6)] die Gleichung (1.9). Durch die Transformation
t = T(x) gehen die Gleichungen (2.16) fiir i = 3,4, ..., n in (2.14) iiber. II. Es gelte
(2.14) mit n = T"/T’, o = 1, A, = 0, wobei T(x)in I,, eine Losung von (1.9) ist.
Es gelte ferner (2.7). Laut (0.3), (0.4), (1.9)ist T(x) € u(I,,). Wenn wir in (1.9), (2.14)
x = T_,(z) setzen, erhalten wir (2.16). Die Gleichung (B) {} € p,(I,,) ist im Intervall
(2.7) quasiidentisch mit dem Bild (A) {T(x)} € p (I ,), denn nach (2.16) haben beide
Gleichungen in I,, dieselbe Normalform. GemiB des Satzes 1.5 gilt (1.3). Nach
der Formel (1.5), wo wir Y(t) = X(t) = 1, u,(t) = exp {— [}, [b,(s)/bo(s)] ds}, u(x) =
exp {— %, [ai(s)/ao(s)] ds}, v(t) = 1,0 & ce E, setzen, ist die
Gleichung (b) im Intervall (2.7) quasiidentisch mit mit dem Bild (2) € 0,(I,,), das die
Koordinaten T(x), (2.15) hat, so daB (2.2) in Kraft ist.

Bemerkung 2.14. Den Satz 2.13 kénnen wir folgendermaBen formulieren: Es gelte
(0.3), (0.4). Die Gleichungen (a), (b) sind in den Intervallen I, I,, dquivalent dann
und nur dann, wenn eine derartige Losung von (1.9) existiert, daf3 (2.14), (2.7) gilt.
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GemilB der Bemerkung 2.14 schlieBen wir, daB3 dié Aquivalenz der Gleichungen
(a), (b), die die Eigenschaften (0.3), (0.4) besitzen, durch die Funktion T(x) bestimmt
ist. Daher fithren wir die folgende Definition ein.

Definition 2.15. Es gelte (0.3), (0.4) und es seien die Gleichungen (a), (b) in den
Intervallen I,,, I,, dquivalent. Die erste Koordinate T(x) des Bildes (a) € o,(I,),
das im Intervall (2.7) mit der Gleichung (b) quasiidentisch ist, nennen wir den Trager
der Aquivalenz (b) mit (a) — kurz den Aquivalenztrdger und fiir die Aquivalenz
fithren wir die einfachere Bezeichnung

(2.17) (a) I1x ~ (b) L{T(x)}

ein.

Bemerkungen 2.16. a) Es ist zu bemerken, daB in (2.17) stets vorausgesetzt wird:

(0.3), (04), I, = Iy, I, < I, T(x) € p(l1y)s T(I1y) = Ly (b) = (&) {T(x), u(x)}
€ 0,(I1,), wo (2.15) zu nehmen ist. Die Funktion (2.15) bezeichnen wir oft als den
Hilfstriger der Aquivalenz (b) mit (2) — kurz den Hilfstréger der Aquivalenz.

b) Es gelte (0.3) (0.4). Aus der Bemerkung 2.16a) folgt, daB (2.17) genau dann gilt,
wenn (2.2) mit (2.15) in Kraft ist.

¢) Wenn wir in (2.4) i = 1 einsetzen, erhalten wir nach Umformung die Beziechung

__a _n b, [T(x)] T(x) .
(2.18) (== L+ bl 1] T'(x)

d) Auf dhnliche Weise wie im Satz [I;3,2.15] kann man zeigen, daB sich die
Gleichungen (2.4) fiir i = 2, 3, ..., n mit Hilfe der Substitution (2.18) in (1.9), (2.14)
iiberfithren lassen.

e) Laut (2.18), (2.5), (2.6) schlieBen wir, daB die Funktion (2.15) eine Losung der
Gleichung

LT el BITEITE)
I S at = v R+ 1) i ERLELLY

ist.
f) Die Gleichung (1.9) [(2.19)] nennen wir die Glelchung des Trigers [die
Gleichung des Hilfstrégers] der Aquivalenz.

g) Es sei (a) {T(x)} € 0,(I1.), (b) {X(t)} € 0,(I,,). Wenn die Bilder (3), (b) quasi-
identisch sind, so ist (a) I, ~ (b) I, {X _,[ T(x)]}

h) Es gelte (2 17) Das Bild (b) {X(t) ul(t)}eo,,(Iz,) ist im Intervall X(IZt)
quasiidentisch mit dem Bild (a) {X[T(x)], U(x)} € 0/(I,,), dessen zweite Koordinate
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U(x) eine beliebige Lésung der Gleichung

(220) ' + ﬂ+"_“i—~ by yn—1X 4y y=0, xel,,
aQ 2 X b 2 X u

ist, wo wir t = T(x) setzen.

Beweis. Es sei (a) {X(t), u(t)} € 05(I,,), wo () {T(x), u(x)} € 0,(I,), (2-15) gilt.
GemiB des Hilfssatzes [I;3,1.17] sind die Bilder (a), (b) quasiidentisch. Jedoch
(@) {X[T(x)], U(x)} € 0,(I},), U(x) = u(x)u,[T(x)], wobei u(x) der der Gleichung
(2.19) entsprechende Hilfstriger ist. Wenn wir in (2.19) u(x) = U(x)[u;[T(x)],
T'(x) = X'|X, T'(x) = (X" — XT'?)|X, einsetzen, erkennen wir leicht, daB U(x)
eine Losung von (2.20) ist. -

Satz 2.17. Es gelte (0.3), b, =0, i = 1,2 in 12, Die Beziehung (2.17) gilt dann
und nur dann, wenn die Gleichungen

(2.21)

B 0109] = e SO L[/ 1)) e .

xely,, i=34...,n,

mit =TT, Wy =1,A, =0 erfullt sind, wobei T(x) in I, eine Losung von
(0.5) ist.

Den Satz 2.17 beweisen wir auf dieselbe Art wie den Satz 2.9, wenn wir statt

[L; (3,1.4)] die Formeln [I; (3,3.8), (3,3.9)] beniitzen.

Satz 2.18. Es sei a; = 0 in I;,, b, = 0 in I,,, i = 1,2. Die Beziehung (2.17) gilt
dann nur dann, wenn die Gleichungen

(w)%mm[mﬂ§(§©ny%wmy

xel,,, i=3,4,...n

mitn = T"|T', o = 1, W, = 0 erfiillt sind, wobei T(x) in I, eine Losung der
Gleichung {T, x} = O ist.

Den Satz 2.18 beweisen wir auf dieselbe Art wie den Satz 2.17, nur verwenden wir
statt [I;(3,3.9)] die Formeln [I; (3,3.11)].

Fiir die dquivalenten kanonischen Gleichungen (a), (b) ergeben sich aus dem Satz
2.18 die folgenden Folgerungen:

Folgerung 1. b; =0 in I, j=3,4,...,iwa;=0in I, j=3,4,...,i, i=
=3,4,...,n
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Folgerung 2.
(2.23) b;=0, j=3,4,..,i—1, b;£0 in I,,<aq;=0,
j=34,..,i—1, a;£0 in I,,, i=3,4,..,n.

Folgerung 3. Wenn (2.23) gilt, so ist
(2.24) BT [T'(x)] = Afx) in I,,.

Bemerkung 2.19. Es gelte (2.23). GemiB der Definition 0.3 ist die Funktion 2,(x)
die kanonische Invariante der kanonischen Gleichung (a) im Intervall I,.

Hilfssatz 2.20. Es gelte (0.3), (0.4), (3){Y(x)}€o,(I,), (b){X(t)}€o,(I,),
Ly = Y(I,), I, = X(I,). Dann ist  (a) Iy, ~ (b) I {T(x)} < (3) I;s ~
~ (b) LAX(T[Y_,(&)])}-

Beweis. Es gelte (2.17). Nach [T; 3,1.18] und der Bemerkung 2.5a) geniigt es zu
zeigen, dal3 die Funktion

(2.25) X(T[Y-4(&)])

der Triger der Aquivalenz der Gleichung (b) mit der Gleichung (a) ist. GemaB der
Bemerkung 2.16h) ist das Bild (b) {X(¢)} € 0,(I,,) in I,, quasiidentisch mit dem Bild
(a) {X[T(x)]} € 0,(I,,). Jedoch (a) {X(T[Y_,(¢)])} € 0/(I;;). Die umgekehrte Be-
hauptung wird auf dhnliche Weise bewiesen.

Folgerung 1. (a)I,, ~ (b) I, {T(x)} < (A)I,, ~ (B) I,,{T(x)}. Der Hilfstrager
der Aquivalenz (B) mit (A) wird durch die Formel [I; (3,2.18)] bestimmt.

Folgerung 2. Es sei (B) {X(1)} € ky(I,,). Dann ist (a)I,, ~ (b)I,{T(x)} =
< (a) I, ~ (B) I,{X[T(x)]}, wobei die Funktion X[ T(x)] eine Losung von (0.5) ist.

Folgerung 3. Es sei () {Y(x)} € k,(I;,). Dannist (a) I, ~ (b) [, {T(x)} < (&) I, ~
~ (B) L.{X(T[Y-4(¢)])}, wobei die Funktion (2.25) eine Losung der Gleichung
{X, &} = Oist.

Folgerung 4.:(a) I, ~ (b) I {x} < (&) I,; ~ (b) IZ,{X[Y;l(f)]}. Wenn wir (a) =
= (b), (b) = (a) {X(x)} € 0,(I,), setzen, s0 st (@) I ~ (a) I {X[Y_4(&)]}. Wenn
wir noch (3) = (a) setzen, so ist (a) Iy, ~ (a) I.{X(x)}.

Bemerkung 2.21. Es sei die Gleichung (a,) [(b,)] die Normalform von (a) [(b)].
Dann ist .

(@) Iix ~ (0) L{T(x)} < (@) Lix ~ (b,) L{T(x)} -

(Fortsetzung)
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