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Yexoc/ioBalKHii MaTeMATHYECKHI KkypHa, T. 16 (91) 1966, Ilpara

LES INEGALITES ISOPERIMETRIQUES
POUR LES COURBES GAUCHES

ZBYNEK NADENIK, Praha

(Regu le 25 mai 1965)

Dans I’espace euclidien a 2n dimensions (n > 1), dans lequel nous avons choisi
Porigine O et la base des coordonnées rectangulaires x;, X», ..., X,,, considérons une
courbe C réelle fermée avec le paramétrage x = x(B) de la classe 2n et avec les rap-
ports constants et positifs de ses 2n — 1 courbures. Désignons par n(f) le vecteur
unitaire de la derniére normale de la courbe C et tenons f pour I’arc de I’indicatrice
sphérique I' des vecteurs —n(p); appelons b la longueur de I

Les rapports des courbures de la courbe C étant constants et positifs, la courbe
sphérique I' a toutes les courbures constantes non nulles, c’est-a-dire, elle est une
hypercirconférence (pour les propriétés nécessaires des hypercirconférences, voir [5]
etsin = 2, encore [3] et [4], part I). Si I'on choisit convenablement les axes coordon-
nées, on peut donc écrire les équations de I' de cette maniere

1) Xpimq = risin;f, xp; =r;cos [, (i=1,2,...,n),
ou r; et I; sont des constantes positives certaines telles que

(2 ri>0,01,>0, ;%1 pour i=*j (i,j=12,..,n),
Yri=1, Yri2=1.
i=1 i=1

La projection orthogonale de I’indicatrice I dans le plan axial «; de I' (c’est-a-dire
dans le plan des axes des coordonnées x,;_; et x,;) est donc une circonférence A-fois
comptée, le nombre naturel 1; étant déterminé par la relation

b . .
©) Ai=—1 (i=12,..n)-
2n
Nous désignons par o; (i = 1,2, ..., n) la i®° fonction symétrique des nombres
B, Petpar o (i=1,2,...,n—1;j=1,2,...,n) la i* fonction symét-
rique des nombres 3, I3, ..., I avec omission du nombre 7 et nous posons o, = 1,

o5l = 1. Particuliérement, o, = 1212 ... I2.
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Nous convenons d’appeler la fonction d’appui de la courbe C la fonction de la
classe 2n

4 h(B) = —x(B). n(B).

Naturellement, elle dépend du choix de I’origine O, mais elle est univoque, abstrac-
tion faite de I’addition d’une solution arbitraire x(f) de I’équation différentielle

linéaire (toujours [.]" = d[.J/dB et [.] =[.])
©) 2. ot V(B) = 0;
v=0
cette addition signifie géométriquement la translation de I’origine O (voir le n°4).

A Taide de la fonction d’appui (4), le rayon P(B) de la derniére courbure de la
courbe C s’exprime par la formule (voir le n°3)

(©) PB) = 43 0, hp),
ou
n 1 1/2
) =[5 I
i=1 312 2 _ 2)2
ry I j];[l(lj I7
Jj¥i

b
Pour la longueur L = J P(B) dp de la courbe C, il résulte de 1a
0

(8) L=od J h(B) 4B .

Désignons par €; la courbe plane suivant laquelle se projette orthogonalement la
courbe C dans le plan axial «; et puis encore appelons s; I'arc, £ ; lalongueur et h;
la fonction d’appui (dans le plan «;) de la courbe plane &; (i = 1,2,...,n). Les
intégrales '

1 L
9) 9’1=5f hids, (i=1,2,...n)

]

ont la signification géométrique évidente; si, en particulier, 4; = 1, alors, comme il
est bien connu, & ; est I’aire du domaine convexe plan avec la frontiére €.
Mais aussi les intégrales

L
(10) o, = %f K ds, (0= 0,1, n — 1)

0

ou s est l’arc de la courbe C, ne dépendent pas du choix de P’origine O (voir le n°4).
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De plus, les fonctionnelles & ; et @, sont liées par les équations linéaires aux coefficients
constants

n n—1
(11) F.=[4A. r,?li;[[(lf - 2! -Zof,'lv_ld% (i=12..,n)
i v
(voir aussi le n%4). Le déterminant de la matrice de ce systéme n’étant pas nul (voir

le n°4), le systéme (11) présente aussi la signification géométrique des fonctionnelles
@,. L’intégrale

1 [®
(12) F=ty = j ) PR

qui sera I’objet dominant de nos considérations suivantes, s’exprime donc comme la
combinaison linéaire des intégrales (9) avec les coefficients constants, dont la détermi-
nation d’aprés (11) est immédiate.

Considérons deux courbes distinctes C; et C, avec les mémes propriétés comme
notre courbe C et avec la méme indicatrice sphérique I' des opposés des vecteurs
unitaires de la derniére normale comme la courbe C. Pour la géométrie des courbes C,
et C,, nous conservons les mémes désignations comme dans celle de la courbe C
discernées seulement par les indices 1 et 2. La courbe avec le paramétrage

(13) X =1 xl(ﬂ) + 1, xz(ﬂ) s

ou t, et t, sont les nombres tels que t;, = 0, ¢, = 0, t; + #, = 1, a aussi les mémes
propriétés comme la courbe C (voir le n°5) et, par conséquent, nous pouvons tenir la
courbe (13) pour notre courbe C. Certaines propriétés bien connues des séries linéaires
des courbes convexes planes sont susceptibles de la généralisation sur les courbes du
type considéré.

Parmi les fonctions d’appui h(B), h4(B), h,(B) et les rayons de la derniére courbure
P(B), P1(B), P2(B) des courbes C, Cy, C, il y a des relations (voir le n°5)

(14) h(B) = t; hy(B) + t2 ha(B), P(B) = t; Py(B) + t, Py(B)

et on peut exprimer la fonctionnelle (12) comme le trinome quadratique (voir le n°5)

(15) F = 2F; + 2t;t,M + £3F,,

ou, naturellement,

(16) 2F, = thk(ﬁ) P(B)dp (k=1,2)

et (voir le n°5) 0

(17) oM = J:hl(ﬁ) PA(B) df = f:hz(ﬁ) P.(8) dp.
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Les fonctionnelles F,, M et F, et eventuellement les longueurs L,, L, des courbes
C,, C, sont liées par les inégalités qui sont analogues a celles de Frobenius et de
Minkowski pour les courbes convexes planes:

Théoréme 1. Supposons que n soit impair et qu’un de nombres naturels Ay, A,, ..., 4,
(voir (3) pour leur définition) soit égal & 1 et les restants de ces nombres forment les
groupes dans lesquels se trouvent toujours uniquement les nombres voisins en
nombre pair. Alors
(15 BoLLtose

Ly LiL, L;

Pégalité n’ayant lieu que si les courbes C, et C, sont directement homothétiques
(voir le n°7).

Théoréme 2. Supposons que n soit pair et que les nombres naturels Ay, Azy ...y A,
forment de nouveau les groupes dans lesquels se trouvent toujours seulement les
nombres voisins en nombre pair. Puis

(19) M? - F,F, <0,

Pégalité n’ayant lieu que si les courbes C, et C, sont directement homothétiques
(voir le n°8).

Par un procédé élémentaire (voir [1], p. 107), on tire de la relation (18) I'inéga-
lité M®> — F,F, 2 0, et de la relation (19) 'inégalité F,/[? — 2M/L,L, + F,/L} = 0.

Le théoréme 1 est une conséquence facile du lemme suivant, qui est une généralisa-
tion du lemme bien connu de Wirtinger:

Lemme: Désignons par f() une fonction de la classe n définie sur Pindicatrice T,
et soit

(20) f :f(ﬁ) ap=0.

Partant des suppositions du théoréme 1 ou du théoréme 2, on a I'inégalité

n b
(21) 30 | O a8 20,
v=0 0
dans laquelle le signe d’égalité est valable si et seulement si la fonction f(B) est
de la forme

(22) f(B) =.—i (az,cosI; B + by, sin 1),

oit les @y, ..., a5 by ..o by, sont les constantes arbitraires et 1; = 2nd;/b (voir
le n%).

366



Voici encore un cas particulier des théorémes 1 et 2, dans lequel on peut voir une
généralisation naturelle de I'inégalité isopérimétrique classique (voir le n°9):

Théoréme 3. Sous les suppositions du théoréme 1, on a
(23) L} — 2bo,AF, = 0
et, sous les suppositions du théoréme 2, on a, au contraire,
(29) L} — 2bo,AF; £0.

Dans les inégalités (22) et (23), le signe d’égalité a lieu si et seulement si la courbe C,
est une hypercirconférence.

Nous allons démontrer les assertions énoncées dans cette introduction.
1. Désignons par x,(B), xXp), ..., X2.(B) les coordonnées du rayon vecteur x(f)
de la courbe C dans le systéme dans lequel le radius vecteur — n(f) de I’hypercircon-

férence I' a les coordonnées (1). Parce que x'(B).n™(B) =0 pour m =0, 1, ...,
..., 2n — 2, nous avons

0,

Il

(1,1) Y A{x5i4(B) . rdF T2 sin 1 + x54(B) - ril272 cos 1.8}
i=1
j=L12,..,n;

(171*) > {xIZi—l(ﬁ) . ril?j—l cos I;f — x;i(ﬂ) I sin liﬁ} =0,
i=1
j= 1,2,....,n—1.

En dérivant succesivement (2n — 1)-fois I'équation (4) et en tenant compte de (1,1)
et (1,1*), nous obtenons, I’équation (4) incluse, le systéme

(1,2) i {x2i-1(B) - 11272 sin 1B + x,(B) . ril2 "% cos 1B} = (—1)/~1 hI=2)(p),
(129) 3 Leaima(B) B30 cos 1 = x2() . P/~ i ) = (=1~ 1K),
j=12,..,n;

(1.3) .gl{x'Zi~1(B) crl2 " cos I — x5(B) . 3" sin 1B} —
= L {aia(B) r2nsin 1 + x,(B) - 3" cos 1B} = (= 1)1 h(B).

Si Pon multiplie la jime ¢q4ti0n (1,2) par (—=1)’"" 0,_;, (voir Ia convention con-

sécutive 4 la formuje (3) de lintroduction) et aprés, si I'on additionne toutes les
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équations (1,2) ainsi multipliées, on obtient

IIM;

(oaina(B) - 1l sin L+ x,.(8) 2 cos 1) = ( 1)n—{ila”_,.+1h<2f-2>(ﬁ) .
=

Par conséquent I’équation (1,3) peut se mettre sous forme

(1.9 ii {x5i-1(B) 2"t cos I, — x4(B) . r;l2" "' sin 1B} =

NE

2. Dans le systéme (1,1) + (1,1¥) + (1,4) avec les inconnues x}(8), x5(8), ..., x5,(B),
nous changeons I’ordre des équations de maniére suivante: Nous 1ntercalons la jiéme
équation (1,1*) entre la ji™ et (j + 1)me equatlon (1,1) et nous laissons I’équation
(1,4) de nouveau 2 la fin.

Le déterminant D(B) de la matrice du systéme des équations (1,1) + (1,1*) + (1,4)
ainsi ordonnées est — au facteur r2r% ... r2 prés — le déterminant wronskien W(p)
du systeme des fonctions

(2,1) sin 1,8, cos 1B, sin 1,4, cos LB, ..., sin 1,8, cos B ,

qui sont linéairement indépendantes en vertu de (2). L’équation différentielle linéaire
avec le systéme fondamental (2,1) étant précisément 1’équation (5), la formule de
Liouville conduit dans notre cas & la relation W(f) = W(0). On constate facilement

que
2.2) w(0) =
0 1 0 1 0 1
I 0 IR 0 I, 0
0 - 0 13 0 -2
= - 0 - 0 -3 0
0 (—1)"_1 l%n—z 0 (_l)n—l lin—Z 0 (__l)n—l lﬁn—z
(__1)n—1 lf"_l 0 (_1)1:—1 l;n—l 0 (_1)n-1 lin-l 0

En somme, on a d’aprés le théoréme de Laplace:

) o) = 1141 W) = (~1y [T AV B o P

J= J=
ot ¥(ay, a, ..., a,), m = 1, signifie le déterminant de Vandermonde dont la s
ligne (s = 1,2, ..., m) est formée par les (s — 1)®™* puissances des nombres a4, a,, ...,

ces Oy
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Le déterminant D,;_,(B) (i = 1,2, ..., n) qui se forme du déterminant D(f)
par I’omission de la derniére ligne et de la (2i — 1)®*™ colonne, est — au facteur
(=1t riry...rkr7" prés — le déterminant wronskien W,;_;(f) du systtme de
2n — 1 fonctlons que nous obtenons, si nous omettons dans le systéme (2,1) la
(2i — 1) fonction sin ;8. On vérifie sans difficulté que I’équation différentielle
linéaire avec le systéme fondamental formé par ces 2n — 1 fonctions en question

est de la forme
n

Y, 2Ly (B) cos 1ip + Ly =P(B)sin 1,f] = 0.

Par conséquant, la formule de Liouville appliquée au déterminant wronskien W,;._ I(B)
donne la relation W;_(f) = W,;_,(0) cos I,8. Mais W,;_,(0) est le déterminant qui
se forme du déterminant W(0) dans (2,2) par 'omission de la derniére ligne et de
la (2i — 1)*™ colonne et donc

D) = & i)" l[ﬁ 2] Wi () = (ST 08 "”[n 2] Waror(0)

r;

ou, d’apres le théoréme de Laplace,
0—(—_—1E "1 VI 12, .. ). V(312 . . 12, 12 12
WZi—l()“l 1 [1_[1 j]- (1’ 2500 ) ( o bim bk e n)'
i j=

Mais les propriétés bien connues du déterminant de Vandermonde conduisent 3 la
relation suivante

@4) V(B B, ..., 12) = (~1)i- 1[[[(12 S VBB By Py ).

J*l
En somme, nous avons
cos I, " il
(2,5) Dy 4(B) = rl' L= NG I
OG-
j=1
j*i

La dérivée x3;_,(B) qui figure dans le systéme ) des équations ordonnées (1,1) +
(1,1*) + (1,4) (voir le commencement du n°2) est

’ D21 I(B) n—1 2v)
i) = = PP 1y o)

donc, d’apres (2,3) et (2,5)

(2»6) Xy 1(ﬁ) — 2 llﬁ

r,l,H e-n"
j=1

jEi

Z 0,-,h®7(B) ; 2,..,0.
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A Paide de (2,4), nous vérifions déja par un calcul facile que (2,6) et
sin ;3

I_I(l2 - 12)

1#:

(2,7) x5-4(B) = za B i=1,2, 0,0,

représentent la solution de notre systéme ) .

3. Si nous dérivons 2n-fois ’équation (4), nous obtenons, en tenant compte de
x'(B) = P(B) t(B), ou t(B) est le vecteur unitaire tangent et P(B) le rayon de la derniére
courbure de la courbe C, par un calcul facile

2n—2
kln 1

kiky ... ks,

(3.1) P() = - V() + Z( ) KE(B),

ky, ko, ..., kg, étant la premiére jusqu’a la derniere courbure de la courbé C.

Parce que [x/(ﬂ)[ = P(f), on tire de (2,6) et (2,7) la formule P(B) =
= A ian_vh‘z")(ﬁ)l, ol A est la constante (7). Mais a I'aide de (3,1), ou le coeffi-
cient vgeoh(z”)(ﬁ) est positif, il est facile de constater que

n

(3:2) Y 0,-,h*(B) > 0.

La formule (6) est ainsi démontrée.

D’aprés (2,6), (2,7), (2) et (3,2) on obtient pour la dérivée par rapport a f de I’arc s;
(i = 1,2,..., n) de la projection orthogonale €; de la courbe C dans le plan axial
de I’hypercirconférence I la relation

(3:3) si=[rb 1[5 - 17" X 0,-0h7(B) -
i=1 v=0
J¥i

La dérivée par rapport a  de I’arc f; de la circonférence unitaire x,;_; = sin [,,
X,; = cos I;# dans le plan axial «; étant

(3’4) ﬁ; =:li’

on arrive donc, d’aprés (3,3) et (3,4), pour le rayon ¢,(B) = ds;/df; de la courbure
de la courbe plane €; au résultat:

(3.5) o(B) = [ TT [ = B[1 . 3 00e K06)-
Y .
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Le rayon de la courbure g,(f) de la courbe % avec fonction d’appui h(f) s’exprime
par la formule connue

(3,6) Qi(ﬁ) = hi(ﬂ) + 112 h’i’(ﬁ) :

i

On vérifie facilement que

n n—1 n—1
2 0= KE(B) = [F ¥ 012, KEV(B) + [ X 0% KB)]
v= v=0 v=

et si 'on remplace ainsi la somme dans la formule (3,5) et puis, si "on compare la
formule (3,5) avec la formule (3,6), on obtient tout de suite pour la fonction d’appui
h{(p) la relation

1

(37) ) = [T — B k0, 10(8) +
J¥i

+ A;sinl;f + B;cos I,f3,

ou A; et B; sont des constantes certaines qui ne nous interesseront pas.

4. La translation de l’origine O signifie que le nouveau rayon vecteur de la courbe C
est X = X + ¢, ol c est un vecteur fixe. Donc, d’aprés (4), la nouvelle fonction d’appui
est h = h — c.n. Les simples considérations fondées sur les formules de Frenet
montrent que le produit scalaire ¢ . n est une solution de I’équation différentielle
que nous obtenons en annulant ’expression pour le rayon de courbure P(B). Mais
d’aprés (6), c’est précisément I’équation (5). Les mémes considérations montrent
aussi la réciproque: L’addition d’une solution arbitraire de I’équation (5) & la fonction
d’appui h(p) signifie une certaine translation de I'origine O. Pour la démonstration
détaillée voir [2], n%1 et 2.

Si nous remplagons dans I'intégrale (10) la fonction d’appui h(B) par la fonction
d’appui h(B) = h(B) + x(B), ou x(B) est une solution de I’équation (5), nous avons,
en utilisant la formule (6) et puis les intégrations par parties, pour m = 0,1, ...,
..on—1:

j Hem gs = fbﬁ“'")(ﬂ) P(p) dp = fb[h‘z"')(ﬁ) + 1"(B)] P(B) dp =
= [0 P9 a1 + 4 50 S0 8 = (1m0 ry 0 +

‘4 j "THE™(B) 3. 0, 22(B)] d = j "hem(B) P(B) dp = j “hem ds
0 v=0 0 o

Ce résultat démontre le caractére intrinséque des intégrales (10).
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Eu égard aux formules (3), (3,4) et (3,7) et aux conditions de la fermeture
6 eB)sin1,pdp =0, IS 0i(B) cos I, dB = 0 de la courbe plane ;, nous pouvons
écrire les intégrales (9) sous la forme suivante

Ly 2nAq b
j‘ h; ds; =f hi;dp; = lij hi(ﬁ) Qi(ﬂ) dg =

0 0 V]

n n—1 b
=115 - 1 S ot [ Ko o) ap
i=1 v=0 0
Jj¥i
et celle-ci nous conduit, en remplagant encore ¢/B) par P(8) d’aprés (3,5) et (6),
aux relations (11) parmi les intégrales (9) et (10).
Le déterminant de la matrice du systéme (11) des équations linéaires en ®,, @y, ...,

.., @,y est (jusqu’a un facteur inessentiel différent de zéro)

t 1 1
ol gl gltl
[2] [2] [2]
I KR e |
Op =
[n] [n]
o oM, e 1

Si nous soustrayons, pour j = 1,2,...,n — 1, de chaque j®™° ligne la derniére
ligne, multipliée par IZ : lf , ous obtenons, aprés certaines simplifications, la formule

n—1

de récurrence 8, = 8,—; [ (17 — 1?). En vertu de (2), elle permet facilement de
j=t

constater que &, + 0 et, par conséquent, I'intégrale (12) est une combinaison linéaire
des intégrales (9) avec les coefficients constants.

5. Parce que nous supposons que I’hypercirconférence I' est aussi I’indicatrice
sphérique des opposés des vecteurs unitaires de la derniére normale des courbes C,
et C, avec les paramétrages x = x,(B) et x = x,(B), on voit sans difficulté que le
vecteur n(f) est aussi le vecteur unitaire de la derniére normale de la courbe avec le
paramétrage (13). La fonction d’appui (4) pour cette courbe C est donc

h(B) = — [ty x,(B) + t2 x5(B)] . n(B) = t; hy(B) + 15 ha(B),

ou h,(B) et hy(B) sont les fonctions d’appui des courbes C; et C,. La premicére relation
(14) étant ainsi démontrée, la deuxi®me relation (14) parmi les rayons de courbure
des courbes C, Cy, C, découle déja immédiatement de la formule (6).

En tenant compte des relations (14), nous pouvons mettre la fonctionnelle (12) sous
la forme suivante

F=4f J :hl(ﬂ) P,(B)dp + 3t,t, Uzhl(ﬁ) Py(B)dp + j:hz(ﬂ) Py(6) db ] )

Y, j *ha(B) Pa(B) 4B

0
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Mais a I'aide de la formule (6) appliquée sur les courbes C;, C, et des intégrations
par parties nous constatons que

j hy(B) Pa(B) df = 43 o, j h(B) 2O (8) df =
0 v=0 0

n b b
=43 one, f halB) HEO(B) dp = f ha(B) PA(B) 45 -
v= o 0
Ces résultats conduisent immédiatement aux relations (15)—(17).

6. Maintenant, nous allons démontrer le lemme énoncé dans 'introduction. Soit
(6.1) HOEDS <am cos 271Tmﬂ + b, sin 2_71;1%3)
m=1

la série de Fourier de la fonction f(B); le terme absolu s’annule en vertu de (20).
On a donc

62)  FO(B) ~ (—1)2 (Z’f)i "’ (a,,. cos 2By o 2nmﬁ>
b 1 b b

m=

pour v pair et

(6.3) fOB) ~ (=112 (2:> > m (b,,, cos 27tTm/3 — a, sin% 27::1[3)

m=

pour v impair; v = 1,2, ..., n. En appliquant la relation de Parseval aux séries
(6,1)—(6,3), et, sur la fin, en utilisant la relation (3), nous obtenons

(64 Sevran [y -

2n

St () B b -

6%

n b 2n—2v
(@ + b2) 3 (=1 " 0,y (_> m? =
v=0

2n

)IMB

—”(%) . (@ + B[] (n? = 7).

2\ b
Mais sous les suppositions du théoréme 1 ou 2, cette identité donne tout de suite
Pinégalité (21). Simultanément, il découle de (6,4) que le signe d’égalité dans (21)

est valable si, et seulement si, tous les coefficients de Fourier de la fonction (6,1)
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sont nuls a I’exception de a;,, ..., a;, b,,, ..., b,, c’est-a-dire, si et seulement si la
fonction f(f) est de la forme

f(B) = Z(alicosz 2ﬁ+bll i 2”2"&)

qui est, en vertu de (3), identique a (22). Le lemme est donc complétement démontré.

7. Si nous nous servons de la formule (6), appliquée aux courbes C; et C,, nous
pouvons mettre les fonctionnelles (16) et (17) a I’aide des intégrations par parties sous
la forme suivante:

((A)) F, =14 J ’ 20(4)” Ouoo[BP(B)? dp (k= 1,2),

(720 M=134 Z (=1) 0, K(B) BS(B) dB -
ov=0
Le théoréme 1 découle de notre lemme par le méme procédé par lequel W. BLASCHKE
(voir [1], p. 107) a déduit du lemme de Wirtinger I'inégalité de Minkowski pour
’aire mixte de deux figures convexes planes. En exprimant les longueurs L, et L, des
courbes C, et C, 4 I’aide de la formule (8), on obtient que la fonction

(7’3) f(ﬂ) (ﬁ) Z(B)

L,

jouit de la propriété (20) et, tenant compte des suppositions du théoréme 1, notre
lemme appliqué a la fonction (7,3) conduit d’aprés (7,1) et (7,2) immédiatement a
Iinégalité (18), dans laquelle, par (22) et (3), le signe d’égalité est valable si et
seulement si

(7.4) h() = h(p) + i(ah cos I, + b, sin I,f).
L, L, i=1

. .
Mais Y (a;, cos I8 + b, sin [,8) étant une solution de I’équation (5), nous pouvons
=1

supposer que l’origine O est choisie de maniére qu’au lieu de (7,4) est simplement

hy(B)/L, = hy(B)/L;. Parce que hy(f) = —x(B) . n(B) (k = 1, 2), on obtient, & I’aide
des formules de Frenet, que Ly h,(B) = L, hy(B) < L, x,(8) = L, x,(). Mais cela
signifie la homothétie directe des courbes C; et C,.

8. Soient maintenant (toujours k = 1, 2)
(8,1) h(B) = ¥¥ay + z <a cos Z_nbﬂé + *b,, sin ZLZIE>
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les séries de Fourier pour les fonctions d’appui /,(f). On a donc
(8,2) hiu)(ﬁ) ( 1)0/2 ( ) Z ( ﬂ;n,B kb sin 27[:’ﬂ>

pour v pair et

(83)  hO(B) ~ (—1)e 02 (%"\) Y, m® ("b,,, cos 2———":'/’ — g, sin 2”;"’*)
1

m=

pour v impair. En se servant de nouveau du théoréme de Parseval, nous obtenons
d’apres (8,1)—(8,3) (cf. aussi le calcul dans (6,4)):

S [Iewre -

=S+ 5 S0 e (0) meea 4 ) -

=3 () frafl « Lot + L0t -l
S0 [ o) ) 2 -

=2 () a1 + £ (fantan + 1 2o [0 = ).

2\ b

D’ou, par les formules (7,1) et (7,2):

4 4 4n n [ n
_a_,Gg (FiFy — M?) = [Y'@2 [] 22 + 3 (a2 + '02) [[ (1% — m?)] .
i=1 m=1 i=1

A2 b2 \2n

(a2 + 03) [1GF = m)] -

1

n
RS A +

i=1

— [$'a%ao [T 47 + ¥ (an’am + "bu’bu) [1 (37 — m?)]* =
i=1 m=1 i=1

3
118

(lj )i; m_zaolam)2+(1aozbm . 2a01bm)2]1j(/12_m»)

N\v-

+3

m,,

+ (*by2a, — 'a?b,)? + (*buby — 'b2b,)* 1 [1 (A7 — m®) [T (AF — 5%).
i=1 i=1

“PMs "g

[(lamlas — laSZam)Z + (lamzbs _ lbslam)Z +
1
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Dong, partant des suppositions du théoréme 2, il vient F,F, — M? = 0;le signe
d’égalité n’ayant lieu que si 'a, : %ay = a,, : %a,, = 'b,, : *b,, = ¢ pour tous les m

naturels a 'exception m = 4, (i = 1, 2, ..., n), C’est-a-dire, d’aprés (8,1) et (3), si

(84)  mi(B) = cha(f) + 3 [('as, — ¢ 2a;)cos 1 + ('by, — ¢ *by)sin ]
i=1

Mais les considérations analogues comme dans le n°7 montrent que la relation (8,4)
caractérise les courbes directement homothétiques.

9. Si la courbe C, est une hypercirconférence avec fonction d’appui h,() = 1,
il résulte de (7,1) et (7,2) et de la formule (8) appliquée aux courbes C; et C, que
L, = bo,A, F, = 1bo,A, M = L, et donc le théoréme 3 est une conséquence
facile du théoréme 1 et 2.
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Pe3rome

M30MNEPUMETPUYECKUE HEPABEHCTBA
JJIA ITPOCTPAHCTBEHHBIX KPUBBIX

3BbIHEK HATIEHUK, (Zbynék N4denik), ITpara

B n-MepHOM €BKJIMIOBOM NPOCTPAHCTBE NMYCTh X — PagUyCBEKTOP 3aMKHYTOH
kpuBoit C, [ KoTopoii cdhepudeckoe 0ToOpaxeHue MOCIEIHINX HOpMaJieid n — ru-
NEPOKPYX)HOCTh. MI3y4aroTcs cBoiicTBa KprBoit C MOCPEICTBOM ,,0MIOPHOM QYHKIINH
— x. n. Tak crpourcst pyHKIHoHaN F, KOTOPBI HMEET BHyTPEHHEE 3HaYeHHUE (aHAIOT
IIoI@Any Trockoi obyacru). [Jmuna L xpuBoit C u F CBsA3aHBl HepaBEeHCTBAMU
AHAJIOTHYHBIMA KJIACCHYECKOMY H30IEPHMETPUYECKOMY HEPAaBEHCTBY (COOTB.. €ro
06o6mennio Ppobenuyca). DKCTpeMajbHble KPHUBbIE SBJISAIOTCS THIEPOKPYKHO=
CTSIMU.
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