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Yexoc/I0BanKuii MaTeMaTHIECKHit Kypuai, T. 16 (91) 1966, Ilpara

EINIGE BEMERKUNGEN UBER FREIE KATEGORIEN
UND FREIE GRUPPOIDE

MariA Hassg, LOTHAR MICHLER, Dresden

(Eingegangen am 13. September 1965)

1. GRUNDBEGRIFFE

Es sei M eine beliebige Menge und N die Menge der positiven ganzrationalen

Zahlen. Dann heisst eine Abbildung o e ) (J M*eine Operationin M. Bei ¢ € M*
keN Xep(MKk)

(X eU B(M*)) wird X der Definitionsbereich von ¢ genannt und im folgenden
keN

mit D(¢) bezeichnet. Ist D(¢) e P(M*) — {0}, so heisst ¢ genauer eine k-stellige
Operation in M(k € N). Eine Operation ¢ in M nennt man vollstindig, wenn D(¢) =
= M mit einem k € N ist.

Eine universelle Algebra oder kurz eine Algebra ist gegeben durch eine Menge M
und eine Familie (¢,),.p von Operationen in M *). Fiir diese Algebra schreiben wir
[M,((pe)gep]. Den Begriff einer Algebra sehen wir als einen primitiven Begriff an.
Die Menge M wird die Trdgermenge oder kurz der Trdger und die Operationen
(pg(g eP) in M werden die definierenden Operationen der Algebra genannt. Im
Falle P = 0 wird diese mit M identifiziert. Die Algebra heisst nicht leer, wenn
M = 0 ist. Sie heisst speziell vollstindig, wenn alle definierenden Operationen voll-
stdndige Operationen in M sind.

Die Algebren [M, (¢,),er | und [M’, (¥,),cs] heissen gleich, wenn M = M',P = ¥
und @, = ¥, fiir jedes g € P ist.

Wir werden im folgenden eine Algebra mit A4,B,C,...,4,...,C,, ... und
deren Triger bzw. mit Ay, By, Co, ..., A, 05 -.., C, 0, ... bezeichnen. Unter den
Elementen einer Algebra A versteht man die Elemente ihres Tragers. Sind A und B
Algebren, so nennt man eine Abbildung von A4, in B, auch eine Abbildung von A4
in B. Unter einer Relation in einer Algebra A ist im folgenden eine bindre Relation
in Ay zu verstehen.

]) D.h. eine Abbildung von einer Menge P auf eine Menge von Operationen in M. Unter
einer Abbildung ist stets eine eindeutige Abbildung zu verstehen.
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Die Algebren A = [Ag, (¢,)per ] und B = [By, (¥4)oex] heissen typengleich, wenn
Y =P ist und wenn zu jedem geP ein k,€N mit ¢, €Ay, W€ By und
X € P(A¥), Y e P(BY) existiert.

Wenn es zu keinen Verwechslungen fithren kann, werden bei typengleichen
Algebren [Ay, (¢,),cr] und [Bo, (,)eer | die einander entsprechenden Operationen ¢,
und (¢ € P) mit demselben Zeichen — etwa ¢, — bezeichnet. Ist insbesondere
P ={1,2,...,r} mit einem reN, so geben wir eine Algebra [A4o, (¢,)eer] auch
einfach mit [4,, ¢y, @3, ..., ¢,] an.

Eine Teilalgebra einer Algebra A = [Ag, (@,),ep] ist eine zu A typengleiche
Algebra A’ = [Ap, (¢L),p] mit den Eigenschaften a) Ay = Ao, b) D(¢;) = D(g,)
fiir jedes g e P, ¢) ¢, = ¢, | D(¢,) fiir jedes ¢ € P. Dabei bezeichnet ¢, | D(e}) die
Beschriankung von ¢, auf D(¢,). Ist (4,).; eine Familie paarweise typengleicher
Algebren mit A, = [4, 0. (¢9)eer] (t€I), so verstehen wir unter der Summe

dieser Familie — in Zeichen: Y, A, — die Algebra 4 = [Ag, (¢,),p], Wobei 4y =
el
= U ({e} x 4,,), und g, fiir jedes ¢ € P die Operation in 4, mit
wel

D(p,) = Lg {6 x1)s (85 X2)s oo (1 x5,)) 2 (3645 X200 X)) € D(e)}

und

X (CENNCEN RN CEN) B OO R (CHERREN))

fir jedes (¢, x4), (&, X2), -+ (& X)) € D(@,) ist.
Eine Kongruenzrelation ciner Algebra A = [A,, (¢,),p] ist eine Aquivalenz-
relation R in A, mit

V(xgs Xy voen X)) V(X1 X35 Xig) (%15 X25 -0 X3 ), (X1, X5 5 -0y Xip) € D(@)
A Xle’l A szXIZ Ao A kuRx;(g = q)g((xl’ X2 veey xkg)) R(pg((x;’ x,2’ M xl’tg)))

fir jedes g eP. Ist R eine Kongruenzrelation einer Algebra A = [Ao, (@y)ser |
und bezeichnen wir fiir jedes a € 4, die Aquivalenzklasse mod R, die a als Element
enthilt, mit @, so sei @, fiir jedes ¢ € P die Operation in der Quotientenmenge AO/R
von A, nach R ?) mit

D(B,) = {(F1> X2s -5 Fae) 1 D(g) 0 (¥1 X %2 X ..o X X)) + 0}

und

(X1 Xzs-s X)) = @,((x1, X5, -0 x5,))

fir jedes (X, X5, ..., Xx,) € D(®,), wobei (x}, X5, ..., X;,) ein beliebiges Element von
D(¢,) N (%, x X, % ... X X,)ist. Die zu A typengleiche Algebra [A[R, (@,),ep] heisst
dann die Quotienten- oder Faktoralgebra von A nach R und wird mit 4/R bezeichnet.

2) Wir setzen hierbei §/0 = 0.
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Sind A = [Ay, (¢,)eer| und A" = [Af, (¢,),er] typengleiche Algebren und ist
(k,)oep eine Familie von Elementen aus N mit D(¢,) € B(A), D(¢,) € P(Ag?) fiir
jedes g € P, so heisst eine Abbildung @ von A, in A4; eine homomorphe Abbildung
von A in A’, wenn fiir jedes ¢ € P gilt:

Va(x € Do) = 9%9(z) € D(¢)) A B, (x)) = @U@ (x)) ).

Ist @ eine eineindeutige homomorphe Abbildung von einer Algebra A auf eine zu 4
typengleiche Algebra A’ und ist ® ! eine homomorphe Abbildung von 4’ auf A4, so
wird @ eine isomorphe Abbildung von A auf A’ genannt. Eine Algebra A’ heisst zu
einer Algebra A isomorph — in Zeichen: 4 ~ A" —, wenn eine isomorphe Abbildung
von A auf A’ existiert.

Ist @ eine homomorphe Abbildung von einer Algebra A auf eine zu A4 typengleiche
Algebra A’, so ist die Relation R in A, mit VxVy(xRy<>x, y € 4y A B(x) = &())
eine Kongruenzrelation von A. Diese nennen wir die zu der homomorphen Abbil-
dung @ von A in A’ gehérige Kongruenzrelation von A. Ist @ insbesondere eine
homomorphe Abbildung von A = [Ay, (¢,),r] auf A" = [A{, (¢}),ep] und be-
zeichnen wir fiir jedes a e A, die Aquivalenzklasse mod R, die a als Element
enthélt, mit @, so ist die Abbildung ¥ von A/R auf A" mit ¥(X) = &(x) fiir jedes
x € A, eine eineindeutige homomorphe Abbildung von A/R auf A'. Ist (k,),.p eine
Familie von Elementen von N mit D(¢,) € B(A4s), D(p,) € P(Age) fiir jedes g € P,
so ist ¥ genau dann eine. isomorphe Abbildung von A/R auf A’, wenn
P(®*) (D(¢,)) = D(¢,) fiir jedes o € P ist*).

Es sei Q eine Kongruenzrelation einer Algebra A4, und a bezeichne fiir jedes a € 4,
die a als Element enthaltende Aquivalenzklasse mod Q. Ist @ eine isomorphe
Abbildung von A/Q auf eine zu A typengleiche Algebra A’ und ist R’ eine Kongruenz-
relation von A4’, so ist die Relation R in 4 mit VxVy(xRy <> x, y € A, A O(X) R’ (7))
eine weitere Kongruenzrelation von A, und es ist A/R ~ A’[R". Sind 4 =
= [Ao, (¢,)pep] und A" = [Ag, (¢))eep] typengleiche Algebren und ist (k,),.p eine
Familie von Elementen aus N mit D(¢,) € B(A%), D(p,) € B(Age) fir jedes g € P,
so heisst eine Abbildung @ von einer Teilmenge X von A, in Ag eine mit den De-
finitionsbereichen von A und A’ vertrdgliche Abbildung von X in Aj, wenn
P(d%)) (X* ~ D(p,)) = D(¢p,) fiir jedes g € P ist.

Ein gerichteter Graph oder kurz ein Graph ist eine Algebra C = [C,, o, f],
wobei D(a) = D(f) = Coundaax =a f=a, fo=pp=pgilt®). Ist C = [Cy, o, ]

3) Ist © eine Abbildung von einer Menge M in eine Menge M’, so ist unter @®(k € N)
die Abbildung von M* in M’* mit @®((x,, x,, ..., X)) = (O(x,), O(xy), ..., O(xy) fiir jedes
(X4, X35 205 Xp) € MP¥ zu verstehen.

4) Ist @ eine Abbildung von einer Menge M in eine Menge M’, so ist unter P(@) die Abbildung
von P(M) in P(M’) mit P(6) (X) = {O(x) : x € X} fiir jedes X € P(M) zu verstehen. Anstelle
von P(O)(M) schreiben wir einfach @(M).

3) Ist O eine Abbildung von einer Menge M in eine Menge M’ und @’ eine Abbildung von der
Menge M’ in eine Menge M”, so ist unter @ @’ die Abbildung von M in M” mit (@ @) (x) =
= @’(0(x)) fiir jedes x € M zu verstehen.

. 426



ein Graph, so ist a(Cy) = B(C,). Jedes Element von a«(C,) heisst ein Eckpunkt
von C, wihrend jedes Element von C, — a(C,) eine Kante des Graphen C genannt
wird. Ein Element e von a(C,) heisst ein isolierter Eckpunkt von C, wenn keine
Kante x von C mit a(x) = e oder f(x) = e existiert. Ein Graph C = [Cy, a, ]
heisst ein schlichter Graph, wenn

VxVy(x, y e Co A afx) = a(y) A B(x) = B(y)=x =)

gilt. Ein Graph C" = [Cqg, «, f], der Teilalgebra eines Graphen C = [C,, a, B] ist,
heiBit ein Teilgraph von C. Ist insbesondere o’'(Cy) = o(C,), so heiBt der Teilgraph
auch ein Untergraph von C. Ein Teilgraph C’ eines Graphen C heiBit ein voller
Teilgraph von C, wenn

Vx(x € Cy A afx), B(x)ea'(Cy) = x e Cp)

gilt. Ist (C,),.; eine Familie von Graphen, so ist auch Y C, ein Graph.
el

Ist C = [Cy, o, B] ein Graph, so sei R® die durch die Relation Q in «(C,) mit
VeVe'(eQe' <> 3x(x € Cy A a(x) = e A B(x) = €))

induzierte Aquivalenzrelation in o(C,) (man siehe etwa [10], S. 12) und R die Aqui-
valenzrelation in C, mit

VxVy(ny < x,yeCy A ofx) R® «(y)) .

Dann ist jede Aquivalenzklasse mod R der Triger eines vollen Teilgraphen von C.
Jeder dieser Teilgraphen heiB3t eine zusammenhdngende Komponente von C. Ist C,
die e € a(C,) als Element enthaltende zusammenhingende Komponente von C, so

ist C ~ Y C,, wenn V ein Reprisentatensystem der zu R° gehérigen Klassenein-
ecV

teilung von oC,) ist. Bei ¥ < 1 °) heiBit C ein zusammenhdingender Graph.
Fiir einen Graphen C = [C,, o, ] sind die beiden Familien (D,),.y und (W,),c0,0n
von Mengen mit
D, = {(x1, X2, ..y X,) 1 (X1, X230 o0y X,) € Cy A B(xy) = 2{x,) A
A Blxy) = ax3) A oo A Blxu—y) = a(x,)}7)
und
W, = {(e, X1, X35 ooy X €) 2 (€, Xq, X2y ooy X, €) € Dyin A

Ae=alxy) A€ =B(x,) A Xy, Xp .0 X, € Co — 2(Co)}

fiir jedes n e N sowie W, = {(e, e) : e € «(C,)} im folgenden von Bedeutung.

©) Ist M eine Menge, so bezeichnet A die Kardinalzahl von M.
7) Insbesondere ist D, = C,.



Jedes Element w von Fy, = J W, heil3t ein Weg iiber C. Bei w € W, nennen wir w
ne{O}UN
genauer einen Weg der Linge n tiber C. Die Elemente von W, heiflen die Einheits-

wege iiber C, wihrend die Elemente von W, auch die Elementarwege iiber C genannt
werden.

Es sei E die Abbildung von Fy in P(Cy — o(Cy)) mit E(w) = {x1, x5 oss x,,}.
falls w = (e, xy, X5, ..., X,, €') € Fg mit e, Xy, X5, ..., X,, € € Co ®). Einen Graphen
C = [Cy, o, B] nennen wir einen gestreckten Graphen, wenn C, — a(C,) + 0 ist,
wenn er keine isolierten Eckpunkte hat und wenn es genau einen Weg w iiber C mit
E(w) = Cy, — o(C,) gibt. Fiir einen gestreckten Graphen C gilt also 3 £ C, < N,,.
Ein Graph, dessen simtliche zusammenhédngenden Komponenten gestreckte Graphen
sind, heiBt ein Grundgraph.

Ein doppelt-gerichteter Graph oder kurz ein d-Graph ist eine Algebra C =
= [Cy. o, B, 7], wobei [Cy, o, B] ein gerichteter Graph ist sowie D(y) = Co, y & =
=f, yB=0o yy=1Ids, und y l a(Co) = Id,c,, gilt®). Auch hier heifien die
Elemente von «(C,) die Eckpunkte und die Elemente von C, — o(C,) die Kanten
von C. Ist [Cy, o, B] ein schlichter Graph, so heifit C ein schlichter d-Graph. Ein
d-Graph C' = [Cy, o/, f,9"]. der Teilalgebra eines d-Graphen C = [C,, a, 8, 7]
ist, wird ein d-Teilgraph von C genannt. Ist [Cy, o, ] insbesondere ein Untergraph
bzw. voller Teilgraph von [C,, a, B8], so heiit der d-Teilgraph C’ von C auch ein
d-Untergraph bzw. ein voller d-Teilgraph von C.

Es sei C = [Cy, a, B, 7] ein d-Graph, und es sei [Cy, o', f'] cine zusammen-
hidngende Komponente des Graphen [Co, o, B]. Dann ist Cg der Triger eines vollen
d-Teilgraphen C’ von C. Dieser heiflt eine zusammenhingende Komponente des
d-Graphen C. Ist (C,),; eine Familie von d-Graphen, so ist auch ) C, ein d-Graph.

el
Ist C, die eea(C,) als Element enthaltende zusammenhingende Komponente

eines d-Graphen C = [CO, o, B, y] und ist V ein Reprédsentantensystem der fiir
[Co, 2, f] zu R° (S. 427) gehorigen Klasseneinteilung von o(C), so ist C ~ ) C,.
Bei ¥ < 1 heiBit C ein zusammenhingender d-Graph. eV

Ein d-Graph C = [C,, , B, 7] heiBt ein Baum, wenn er schlicht ist und wenn fiir
jeden Weg (a(x,), X1, X2, ..., X, fi(x,)) einer Lange =2 iiber [Cy, o, B] bei f(x,) =
=o(x,;)einie{l,2,...,n — 1} mit x,,; = y(x,) existiert.

Ein multiplikativer Graph ist eine Algebra C = [Co. %, f, @] mit D(z) = D(f) =
= Co, D(p) = C} und

M1 YxVy((x, y) € D(p) = B(x) = «(y)),
ML VxVy((x, y) € D(g) = a(xy) = a(x) A B(xy) = B(¥)):
MIIL Vx(x € Co = (x(x), x), (x, f(x)) € D(9) A ox) x = x f(x) = x).

8) Sprechen wir im folgenden von einem Element w = (e, X{, X5, ..., X,,, €') von F bzw. von
einem Element (x, x,, ..., x,) von U Dy, so sollen dabszi stets e, xy, x;, .. e’ bzw. xy, X3y oins
..., x, Elemente von Cj, sein. keN

9) Ist M eine Menge, so bezeichnet Idy, die Identitdtsabbildung von M.

5 Xy
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Hierbei wurde — wie auch im folgenden — bei (x, y) € D(¢) anstelle von ¢((x, y))
einfach xy geschrieben.

Ist C = [Cq a,f, @] ein multiplikativer Graph, so ist [Cy, o, f] ein Graph.
Dieser heifit der zu C gehorige Graph und wird im folgenden mit C bezeichnet. Ein
Eckpunkt von C wird eine Einheit von C genannt und zwar ox) die Linkseinheit
und B(x) die Rechtseinheit des Elementes x von C (in C).Ein Element e von a(C,)
heiBt eine isolierte Einheit, wenn e ein isolierter Eckpunkt von C ist. Ist C ein multi-
plikativer Graph und ist R eine Kongruenzrelation von C, so ist die Faktoralgebra
C|R ebenfalls ein multiplikativer Graph, der sogenannte multiplikative Faktor-
graph von C nach R.

Eine Kategorie ist ein multiplikativer Graph C = [C,, o, 3, @], fiir den speziell
gilt

Cl. VxVy(x, y e Co A B(x) = a(y) = (x, y) € D(9)),
Cll. VXVsz((x, ¥)s (1, 2), (xp, 2), (x, yz) € D(p) = (xy) z = x(yz)).

Es sei C = [Cy, o, f, ¢] eine Kategorie und (D,),ey die zu C gehdrige Familie von
Mengen (8. 427). Wir betrachten die durch ¢ bestimmte Familie ((p,,),,eN von Operatio-
nen in C, mit D(¢,) = D, und

Ou(x15 X2, ooy X)) = {([(%1%2) X3] X4 -..) Xpm 1} X,

fiir jedes n e N und jedes (xy, X, ..., X,) € D,. Insbesondere ist ¢; = Id¢, und ¢, =

= ¢@. Wir schreiben im folgenden fiir jedes (xy, x,, ..., x,) € U D, anstelle von
keN

¢,((x1, X2, ..., x,)) einfach x,X,... x,. Bei (xy, X3, ..., X,) € U Dy sagen wir, daB das
keN

Produkt x;x, ... x, in C existiert. Schreiben wir im nachstehenden eine Gleichung
X{X; ... X, = X oder x = Xx;X,...X,, so soll damit gleichzeitig die Existenz des
Produktes x;x, ... x, in C ausgedriickt sein.
Ist T eine Teilmenge von C,,so sagen wir,daB sich x € C; als Produkt von
Elementen von T (in C) darstellen Idsst, wenn ein (x4, x5, ..., x,) € U (D n T*) mit
keN

X1X; ... X, = x existiert. Die Gleichung x = x,X, ... x, heisst dann eine Darstellung
von x als Produkt von Elementen von T. Eine Kategorie C, fiir die C ein schlichter
Graph ist, heisst eine schlichte Kategorie.

Eine Kategorie C’, die Teilalgebra einer Kategorie C ist, wird eine Teilkategorie
von C genannt. Eine Kategorie C' = [Cy, o, B', ¢'] ist genau dann Teilkategorie
einer Kategorie C = [Cy, o, B, ¢], wenn Cy = Co, o = oc| Co, B = ﬁ[ Cy und
o' = ¢ |(D(p) N CF)ist. Ist C = [Cy, , B, @] eine Kategorie, so ist eine Teilmen-
ge Cg von C, genau dann Tréger einer Teilkategorie von C, wenn

¥x(x € Cy = a(x), B(x) < C))
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und
VxVy(x, y € Cy A (x, ) € D(p) = xy € Cy)

gilt. Fiir eine Teilkategorie C’ einer Kategorie C ist C’ ein Teilgraph von C.Ist C
insbesondere ein Untergraph bzw. ein voller Teilgraph von C, so wird C’ auch eine
Unterkategorie bzw. eine volle Teilkategorie von C genannt.

Es sei C = [C,, o, B, ¢] eine Kategorie und [Cp, o, B'] eine zusammenhingende
Komponente des Graphen C. Dann ist Cg der Trager einer vollen Teilkategorie von C.
Diese heisst eine zusammenhingende Komponente der Kategorie C. Ist (C,),¢; eine

Familie von Kategorien, so ist auch ), C, eine Kategorie. Ist C eine Kategorie, C, fiir
el

jedes eea(C,) die e als Element enthaltende zusammenhingende Komponente
von C und V ein Reprisentantensystem der fiir C zu R° (S. 427) gehorigen Klassen-
einteilung von «(C,), so ist C ~ ) C,. Bei V < 1 heisst C eine zusammenhdingende
Kategorie. eV _

Eine homomorphe Abbildung von einer Kategorie C in eine Kategorie C’ wird
auch ein Funktor von C in C’ genannt. Sind C = [Cy, o, f, ¢] und C' =
= [Cg, o', B, '] zwei nicht notwendig verschiedene Kategorien, so ist eine Ab-
bildung @ von C, in C; genau dann ein Funktor von C in C’, wenn P(®) («(C,)) =
< o'(Cg) und

VxVy((x, y) € D(p) = (2(x), #(»)) € D(¢") A P(xy) = &(x) B(y)) *°)

gilt. Ein eineindeutiger Funktor von einer Kategorie C auf eine Kategorie C’ ist
eine isomorphe Abbildung von C auf C'.

Ist R eine Kongruenzrelation einer Kategorie C, so ist der multiplikative Graph
C/R im allgemeinen keine Kategorie. Ist C/R insbesondere eine Kategorie, so nennen
wir R eine ausgezeichnete Kongruenzrelation von C und C/R die Faktorkategorie
von C nach R. Man erkennt leicht, dass eine Kongruenzrelation R einer Kategorie
C =[Cy, a, f, @] eine ausgezeichnete Kongruenzrelation von C ist, wenn

(1) VeVx(e e a(Cy) A x € Cy A eR afx) = Ip(yRx A afy) = e))

gilt.
Ist R eine Kongruenzrelation von C mit

VeVe'(e, e € a(Cy) A eRe' = e =€),

so gilt auch (1), und folglich ist R eine ausgezeichnete Kongruenzrelation von C.

Es sei C eine Kategorie. Dann heisst eine Teilmenge K von C, ein Erzeugenden-
system von C, wenn keine von C verschiedene Teilkategorie C’ von C mit K = Cj
existiert. Ein Erzeugendensystem K einer nicht leeren Kategorie C wird ein mini-

10) Wir bezeichnen hier — wie auch dhnlich im folgenden — fir jedes (x, y) € D(p) und jedes
(x’, ¥') € D(¢") sowohl ¢((x, »)) mit xy als auch ¢’((x’, ")) mit x'y".
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males Erzeugendensystem von C genannt, wenn kein Element der Familie
(K — {x})sex ein Erzeugendensystem von C ist'").

Ist eine Teilmenge K von C, ein Erzeugendensystem einer Teilkategorie C’ von C,
so heisst C’ die von K erzeugte Teilkategorie von C.

Es sei C' = [Cy, o, B, ¢'] eine Teilkategorie einer Kategorie C = [Cy, o, B, ¢].
Dann heisst ein Element p von C ein bez. C" irreduzibles Element von C, wenn

peCy — «(Cy)
ist und

VaVy((x, y) e D(@) A p=xy A x % a(p) A y * B(p) = x¢Co A y ¢ Cp)

gilt. Ein bez. C irreduzibles Element von C wird auch ein irreduzibles Element von C
genannt. Genau dann ist p € C, ein irreduzibles Element von C, wenn p ¢ a(C,) ist
und

VxVy((x, y)e D(¢) A p = xy=x = a(p) v y = B(p))
gilt.

Ein Element x einer Kategorie C = [Cy, «, 8, ¢] heisst ein (in C) invertierbares
Element, wenn ein — dann durch x eindeutig bestimmtes — Element x~! von C
mit (x, x7!), (x™%, x) € D(¢) und xx~! = a(x), x"'x = B(x) existiert. Es ist dann
a(x~') = B(x) und B(x~') = a(x). Jede Einheit von C ist ein in C invertierbares
Element von C. Eine Kategorie C heisst ein Gruppoid, wenn die Menge der in C
invertierbaren Elemente von C mit C, iibereinstimmt. Ist eine Teilkategorie C’
einer Kategorie C ein Gruppoid, so wird C" auch ein Teilgruppoid von C genannt.
Ist C’ noch speziell eine Unterkategorie bzw. volle Teilkategorie von C, so heisst C’
ein Untergruppoid bzw. volles Teilgruppoid von C. Ein zusammenhédngendes Grup-
poid wird ein transitives Gruppoid oder auch ein Brandtsches Gruppoid [2] genannt.
Die zusammenhéngenden Komponenten eines Gruppoids C sind Brandtsche Grup-
poide, die wir die maximalen Brandtschen Teilgruppoide von C nennen. Ist ¢ eine
Einheit eines Gruppoids C = [Co, o, B, @], so ist H,o = {x:xe€Cy A o(x) =
= B(x) = e} der Triger ecines Teilgruppoids H, = [H,, o', ', ¢'] von C. Die
Algebra [H, o, ¢'] ist dann eine Gruppe. H, heisst die zu e gehérige maximale
Teilgruppe von C, und [H, o, (p'] nennen wir die zu H, gehdrige Gruppe.

Die zu den maximalen Teilgruppen eines nicht leeren Brandtschen Gruppoids
gehorigen Gruppen sind sdmtlich isomorph. Ein Gruppoid C = [C,, a, 8, ¢] ist
genau dann ein schlichtes Gruppoid, wenn Ve(e € o(C,) = H,, = 1) gilt.

Gibt es einen Funktor von einem Gruppoid C auf eine Kategorie C’, so ist auch C’
ein Gruppoid. Ist @ ein Funktor von einem Gruppoid C in ein Gruppoid C’, so ist
P(x~") = (&(x))~" fiir jedes x € C,. Die Brandtschen Gruppoide C = [Cy, o, B, ¢]
und C" = [Cy, o, f', @] sind genau dann isomorph, wenn «(C,) = o'(Cp) ist und

1 1) Die leere Menge wird als ein minimales Erzeugendensystem der leeren Kategorie betrachtet.
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bei Cy + 0, Cy + 0 die zu einer maximalen Teilgruppe von C gehorige Gruppe zu
der zu einer maximalen Teilgruppe von C" gehorige Gruppe isomorph ist.

Ist R eine ausgezeichnete Kongruenzrelation einer Kategorie C, so ist C/R ein
Gruppoid, wenn C speziell ein Gruppoid ist. Ist C ein Gruppoid und R eine ausge-
zeichnete Kongruenzrelation von C, so heisst C/R das Faktorgruppoid von C
nach R.

II. FREIE KATEGORIEN

Essei Fo = U W, (S. 428) die Menge aller Wege iiber einem gerichteten Graphen
ke{O}UN

C = [Cy, ¢, B], und es seien o, B, die Operationen in F, mit D(x;) = D(B,) = F,
und fiir jedes w € F:

a(w) = (e.e), Byw) = (¢’ €),

wenn e der in w an erster Stelle stehende Eckpunkt und ¢’ der in w an letzter Stelle
stehende Eckpunkt von C ist. Weiterhin sei ¢, die Operation in Fo mit D(¢,) =
= {(w, w): w,w € Fy A B(w) = a;(w’)} und fiir jedes (w, w') e D(¢,)

’ 7 ’ " ’
(€5 X145 Xg» ner Xpus X5 Xy - s Xy €7), Flls w = (e, Xy, X2, 220y X €),
’ ’ ’ ! 7 "
w = (¢, x1, x5, ..., x;, €") e U W,
ww' = . keN
w, falls w = By(w),

w, falls w = a(w).

Dann ist F = [Fy, o, f;, @] eine Kategorie mit «(F,) = W,. Diese nennen
wir die freie Kategorie iiber C. Ist F, die (e, e) € a;(F,) als Element enthaltende
zusammenhingende Komponente von F, so ist F, die freie Kategorie iiber der e €
e «(C,) als Element enthaltenden zusammenhingenden Komponente C, des Gra-
phen C.

Die freie Kategorie F = [F,, o, B, @] liber einem gerichteten Graphen C =
= [C,, o, f] hat genau ein minimales Erzeugendensystem. Ist I die Menge der iso-
lierten Eckpunkte von C, so ist die Teilmenge X = W, U {(e, e): e €I} von F, ein
minimales Erzeugendensystem von F. Jedes Element (e, x;, X5, ..., X,, €') von
Fo — ay(F,) lasst sich namlich als Produkt von Elementen von W in F darstellen:

(€ X1, X2, ..r X €) = (&, X1, B(xy)) (2(x2), X2, B(x2)) .- ((x,), X, €)

und es ist o (X) U f(X) = oF,). Weiterhin lasst sich kein Element w von W, als
Produkt von Elementen von W, — {w} darstellen, und es gilt

Vele e 1 = (¢, )¢ P(a) (X — {(es O}) U P(B) (X — {(e, ).

Ist X' ein minimales Erzeugendensystem von F, so ist notwendig W; < X’ und
{(e;e):ecl} = X', also X = X’ und damit X’ = X.
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Satz 1. Jede Kategorie C = [CO, o, ff, (p] ist isomorph zu einer Faktorkategorie
der freien Kategorie F = [Fy, oy, B, @] itber C = [Cy, o, f].

Beweis. Offenbar ist die Abbildung @ von F, auf C, mit

o(w) — X1X; ... X, falls w = (e, x;, X5, ..., x,, &) € Fy — o;(Fy)
e, falls w = (e, e) e o(F,)

ein Funktor von F auf C. Man beachte dabei, dass P(®)(X v o(C,)) = C, gilt,
wenn X das minimale Erzeugendensystem von F ist. Weiterhin ist P(®®) (D(¢,)) =
= D(¢). Demnach ist F/R ~ C, wenn R die zu dem Funktor & von F auf C gehorige
Kongruenzrelation von F ist.

Satz 2. Jede Kategorie ist isomorph zu einer Faktorkategorie der freien Kate-
gorie iiber einem Grundgraphen.

Beweis. Es seien C = [Cy, o, B, ¢] eine Kategorie, F = [Fo, oy, B, @] die

freie Kategorie iiber C = [Co, o, f] und A die Abbildung von Fy = U W, (S.428)
ke(0}UN
in {0} U N mit w e W, fiir jedes w e F,. Schliesslich sei (E,,) w e Fo — o(F,) eine Fa-

milie von Mengen mit

( U Ew)mC(,:(D,

weFo—ays(Fo)
Ywvw'(w, w' € Fo — af(Fo) A w # w' = E, 0 E,, = 0)
und

Vw(w e Fo — a(Fo) = E,, = A(w) + 1),

und (4,,)vero—ayroy S€i €ine Familie von eineindeutigen Abbildungen, wobei 4,, fiir
jedes w e Fy — ay(F,) cine Abbildung von E(w) (S. 428) in E,, ist. Fiir jedes w =
= (e, X1, X3, ..., X €) € Fg — 0(F) seien weiter «, und f, die Operationen in
E(w) L E,, mit D(«,) = D(B,) = E(w) L E,, und mit

() = 4,(x), falls x € E(w),
X, falls x€E,

und

IAw(x,-“), falls x = x; mit ie{1,2,...,n — 1},

Bu(x) = {e mit eeE, — A4,(E(w)), falls x = x,,

lx, falls x e E,,.
Dann sind die Algebren G,, = [E(w) U E,, a,,, B,,] mit w e Fy — a(F,) fiir jedes ge-
streckte Graphen. Offenbar ist G, & G, bei beliebigen w', w” € Fy — a(F,) mit

w o= w'
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Es sei weiter I die Menge der isolierten Einheiten von C. Im Falle, dass I + 0 ist,
wihlen wir drei paarweise elementfremde, zu I gleichméchtige Mengen X, E und E’
und je eine eineindeutige Abbildung @ von I auf X, = von I auf E und =’ von I auf E'.
Dann ist fiir jedes i eI, die Algebra G; = [{0(i), (i), Z'(i)}, o B;] ein gestreck-
ter Graph, wenn o; und f; die vollstindigen einstelligen Operationen in {O(i), Z(i),
2'(i)} mit a(0(i)) = 2(i), p(O(0) = Z'()), «(2() = B(2()) = 5(), «(Z() =
= B{='(i)) = &'(i) sind.

Ist 2 =1u(F, — ayFy)), so ist also G = ) G, ein Grundgraph. Es sei nun

oel
F = [F,, &, B;, @] die freie Kategorie iiber diesem Grundgraphen G = [G,, &, f].
Dann ist die Abbildung @ von F, auf F, mit

(i, i), falls w e {((i, 2(i)), (i, ©(i)), (i, Z'(1))),
(G Z0) (s Z0). (6> Z0). (. ZG)) mit i1,
(a(x), «(x)), falls W = ((w, e), (w, e))

mit we Fo — aF,), e = o,(x), x € E(w),
o(w) = (B(x"), B(x")), falls W = ((w, e), (w, €))

mit we Fy — a(Fp), e = B.(x), X" € E(w),
(al(xy)s X1, X2, -y X, B(x,)), falls

W= ((w, e), (W, xy), (W, x3), - (w, x,), (w, €)) e

e Fy — @/(F,) mit we Fy — a(Fo)

offensichtlich ein Funktor von F auf F. Fiir diesen gilt insbesondere P(&?) (D(@,)) =
= D(¢,). Es sei nimlich (w, w’) ein Element von D(¢,). Bei w' = f(w) sei W ein
Element von F mit &(W) = w. Dann ist wegen w' = B{@(W)) = &(B,(W)) gewiss
(W, B(%))) = (w, w'), also (w, w') € P(@®) (D(¢,))- Das gilt entsprechend auch,
wenn w = a,(w') ist. Sind w = (e, X;, X3, ..., X,,, €) und W' = (¢, x}, x5, ..., x;, €").
Elemente von Fo — a(F,), so sind W = (W', o, (x1)), (WW', x1), (WW', X3), ...,
(WW', X,n)s (WW', Bo(x,))) und W' = (Ww’, 0y, (x1)), (WW', X7), (ww', X3), ..., (ww', x,),
(WwW', Buw(x;))) Elemente von Fy — a,(F,) mit (W, W) e D(¢,) und &P((W, W')) =
= (w, w'). Folglich ist auch in diesem Fall (w, w’) € P(®®) (D(#,)). Demnach ist
F / Q ~ F, wenn Q die zu dem Funktor & von F auf F gehdrige Kongruenzrelation
von F ist. Bezeichnet [W] fiir jedes W e F, die w als Element enthaltende Aquivalenz-
klasse mod Q, so ist die Abbildung ¥ von F/Q auf F mit Y([w]) = ®(W) fiir jedes
W e F,, eine isomorphe Abbildung von F/Q auf F.

Es sei nun R eine nach Satz 1 existierende Kongruenzrelation von F mit F /R ~ C,
und es sei R die Relation in F mit

VWV (WRW < w, W' e Fy A P([W]) R P([W])) -

Dann ist R eine Kongruenzrelation von F mit F/R ~ F|R, also F|[R ~ C. Damit
ist Satz 2 bewiesen.
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Satz 3. Ist F = [F,, o, fi, q)f] die freie Kategorie iiber einem Grundgraphen
G =[Gy, o, B] und ist C' eine beliebige Kategorie, so gibt es zu jeder mit den
Definitionsbereichen von F und C' vertrédglichen Abbildung ®* von dem Erzeu-
gendensystem X = {(a(x), x, B(x)): x € Gy — oG,)} von F in Cy genau einen Funk-
tor ® von F in C' mit ¢* = d"X.

Beweis. Da ein Grundgraph keine isolierten Eckpunkte hat, so ist X ein Erzeugen-
densystem von F. Es sei nun C’ = [Cg, o, ', ¢'] eine beliebige Kategorie und ¢*
eine mit den Definitionsbereichen von F und C’ vertrigliche Abbildung von X in Cg,.
Wir betrachten dann die Abbildung @ von F in C’ mit

D*((e, xy, B(xy))) D*(((x2), X2, B(x2))) - . P*((x(x,), X,» €')), falls
w = (e, Xy, Xz, ..., X,, €) € Fy — af{Fy),
W) = o' (@*((e(x), x, B(x)))), falls
@ o w = («x), «(x)) mit x € Gy — a(G,),
B(@*(«y), v, B(v)))). falls
w = (B(y), B(»)) mit y € G, — «(G,).

Hierbei ist zu beachten, dass wegen der Vertrdglichkeit von @* mit den Definitions-
bereichen von F und C' das Produkt &*((e, xy, (x;))) D*((e(x2), X2, B(x2))) -
oo @*((afx,), X, €')) bei beliebigem (e, xy, X5, ..., X,, &) € Fy — af(F,) in C" exi-
stiert. Da G ein Grundgraph ist, so sind weiter x und y in (2) eindeutig bestimmt.
Schliesslich gibt es zu jedem (e, e) € P(a) (X) n P(B,) (X) Elemente x und y von
Gy — «(Gy) mit ax) = B(y) = e, und es sind dann (e, x, f(x)) und («(y), y, e)
Elemente von X mit ((«(), y, e), (e, x, B(x))) € D(¢,). Folglich ist (®*((«(y), y, €)),
(e, %, H)) < D(o') und damit F(#(a(r), , o) = o (@*((e, % BX).

Wie man leicht erkennt, ist @ ein Funktor von F in C’ mit @ l X = &*. Sind @
und ¥ Funktoren von Fin C'mit @ | X = ¥ | X = &%, soist {w:we Fy A ¥(w) =
= @(w)} der Triger einer Teilkategorie F’ von F. Wegen X < Fy ist F' = F, also
¥ = ¢. Damit ist Satz 3 bewiesen.

Bemerkung. Es sei & eine Klasse paarweise typengleicher vollstindiger Algebren.
Eine Algebra 4 e & wird (z. B. nach [9], S. 25) eine K-freie Algebra genannt, wenn
sie die folgende Bedingung erfiillt: A, besitzt eine Teilmenge X mit

VA(A e R A A eT(A) A X = A= A" = A)
und

VBY®*(Be & A &* e By= 30(® € G(4, B) A 0|X = %)),

wobei I(A4) die Menge der Teilalgebren von A4 und G(4, B) die Menge der homo-
morphen Abbildungen von A4 in B ist. Ist & eine Klasse von paarweise typengleichen,
jedoch nicht notwendig nur vollstindigen Algebren, so kénnte man diese Definition
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noch aufrecht erhalten, wenn man von der Abbildung ®* fordert, dass sie eine mit
den Definitionsbereichen von 4 und B vertrdgliche Abbildung von X in B sein soll,
was bei Vorliegen einer Klasse & von paarweise typengleichen vollstdindigen Algebren
keine Einschriankung bedeutet. Ist & eine Klasse von Kategorien, so ist in diesem
Sinn nach Satz 3 jede Kategorie C € &, die zu der freien Kategorie iiber einem
Grundgraphen isomorph ist, eine K-freie Algebra.

Der folgende Satz ist ein Kriterium dafiir, dass eine Kategorie zu der freien
Kategorie iiber einem Graphen isomorph ist.

Satz 4. Eine Kategorie C ist genau dann zu der freien Kategorie iiber einem
Graphen isomorph, wenn sich jedes von einer Einheit verschiedene Element von C
eindeutig als Produkt von irreduziblen Elementen von C darstellen ldsst, jedoch
keine Einheit von C als Produkt von irreduziblen Elementen von C darstellbar ist.

Beweis. Da sich jedes von einer Einheit verschiedene Element der freien Kate-
gorie F iiber einem Graphen G = [G,, a, ] eindeutig als Produkt von Elementen
von W, = {(«(x), x, B(x)): x € Gy — a(G,)} in F darstellen ldsst und W, offensichtlich
gerade die Menge der irreduziblen Elemente von F ist, so lédsst sich jedes von einer
Einheit verschiedene Element einer zu F isomorphen Kategorie C eindeutig als
Produkt von irreduziblen Elementen von C in C darstellen. Eine Einheit von F ist
nicht als Produkt von Elementen von W, in F darstellbar, so dass in C keine Einheit
als Produkt von irreduziblen Elementen von C darstellbar ist.

Es sei nun umgekehrt C = [C,, «, 8, ¢] eine Kategorie mit der Eigenschaft, dass
sich jedes Element von C, — «(C,) eindeutig als Produkt von irreduziblen Elemen-
ten von C in C darstellen ldsst, eine Einheit von C jedoch nicht. Ist K die Menge
der irreduziblen Elemente von C und I die Menge der isolierten Einheiten von C,
5o ist G, = K U P(a) (K) u P(f)(K) u I der Triiger eines Untergraphen von C =
= [Cy, o, f]. Die Abbildung @ von C in die freie Kategorie F = [F,, oy, B, ¢]
iiber G mit

(a(x)’ D15 P2s -++5 Pus B(x)), falls x = PiP2--- Py € CO —_ a(co) mit
®(x) =1 PPy PaeK, :
(e, e), falls x = eea(Cp)

ist offenbar ein Funktor von C in F. Weiterhin ist P(®) (Cy — a(C,)) = Fo — ay(F,),
P(®) ((Cy)) = ay(Fy), und es gilt VxVy(x, y € Cy A &(x) = &(y) = x = y). Dem-
nach ist @ eine isomorphe Abbildung von C auf F, und folglich ist C eine zu der freien
Kategorie iiber einem Graphen isomorphe Kategorie.

Der nachstehende Satz enthélt eine hinreichende Bedingung dafiir, dass eine
Teilkategorie einer zu der freien Kategorie iiber einem Graphen isomorphen Katego-

rie ebenfalls eine zu der freien Kategorie iiber einem Graphen isomorphe Kategorie
ist.'?)
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Satz S. Es sei C = [Co, o f, (p] eine zu der freien Kategorie iiber einem Graphen
isomorphe Kategorie, und C' = [Cy, o', B, ¢'] sei eine Teilkategorie von C. Stimmt
die von der Menge K' der bez. C' irreduziblen Elemente von C erzeugte Teil-
kategorie von C mit C' iiberein, so ist auch C' zu der freien Kategorie iiber einem
Graphen isomorph.

Beweis. Die von der Menge K’ der bez. C’ irreduziblen Elemente von C erzeugte
Teilkategorie von C stimme mit C’ iiberein. Offenbar ist dann K’ gerade die Menge
der irreduziblen Elemente der Kategorie C’. Weiterhin ldsst sich jedes von einer
Einheit verschiedene Element x von C’ als Produkt von Elementen von K’ in C’
darstellen. Sind x = p}p5 ... p,, und x = q1q} ... g, Darstellungen von x e Cy —
— o'(Cy) als Produkt von Elementen von K’ und ist K die Menge der irreduziblen
Elemente von C, so gibt es nach Satz 4 fiir jedes der Elemente pj mit j € {1, 2, e,
..., m} bzw. gi mit ke{1,2,...,n} von C Elemente pj;, p;s, .- Pjr, (r; € N) bzw.
9r1> k25 » - +> ks (Sk EN) von K mit p; = Pj1; Pjzs - Pjr, bzw. gk = Qx1dkz - -+ Qs
Dann ist

(3) X = P11P12 --- P1rP21P22 --- P2ry -+ Pm1Pm2 -+ - Pmry
und
(4) X ={q11912 --- 915921922 --- 9255 -+ Dn19n2 - -+ Insp -

Da die Darstellung von x als Produkt von Elementen von K nach Satz 4 eindeutig ist,
so ist notwendig

(5) Pt Ty =SS s,

und die auf der rechten Seite von (3) und (4) an entsprechender Stelle stehenden
Elemente stimmen iiberein. Bei r; < s; wire q; = piu mit pj = p;1P12--- P1s, F
+ aq}), U =Gy, 119142 --- 415, + B(q}) und pj € Cg. Dieses steht im Wider-
spruch dazu, dass g} ein bez. C’ irreduzibles Element von C ist. Entsprechend fiihrt
auch s; < r; zu einem Widerspruch, so dass also r; = s, ist. O.B.d.A. k6nnen wir
annehmen, dass m < n ist. Wir erhalten so nacheinander ry = s, r, = 55, ..., Iy =
= s, und folglich p; = q, p, = 45, ..., pj, = q,,. Wegen (5) ist dann aber notwendig
noch m = n. Demnach ist jedes Element x von Cy — o'(Cp) eindeutig als Produkt
von Elementen von K’ darstellbar. Da sich weiter offenbar keine Einheit von C’ als
Produkt von Elementen von K’ darstellen lisst, so ist C’ nach Satz 4 zu der freien
Kategorie iiber einem Graphen isomorph.

Satz 6. Ist C = [Co, o, B, ¢] eine zu der freien Katégorie iiber einem Graphen
isomorphe Kategorie, so ist auch jede volle Teilkategorie von C eine zu der freien
Kategorie iiber einem Graphen isomorphe Kategorie.

12) Diese Bemerkung verdanken wir H. REICHEL.
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Beweis. Zunéchst sei C' = [Cy, o, B, ¢'] eine volle Teilkategorie von C ohne
isolierte Einheiten. Weiterhin sei K die Menge der irreduziblen Elemente von C
und K’ die Menge der bez. C’ irreduziblen Elemente von C. Ist x ein Element von
Cy — o'(Cy), so ldsst dieses sich nach Satz 4 eindeutig als Produkt von Elementen
von K darstellen. Diese Darstellung sei x = p;p, ... p,. Nun sei k, die kleinste Zahl
aus {1,2,..., n} mit B(p,,) € Co. Dann ist y; mit y; = p;p, ... p,, wegen ofy;) =
= a(x) e Cy, B(y1) = B(py,) € Cp ein Element der vollen Teilkategorie C' von C.
Ist y, = uyvy mit uy, vy € Co, uy + ofy,), vy + B(yy) in C, so ist notwendig k; > 1
und u; = pypy ... Pis Uy = Praq - Prsa--- Px, Mit einem le{l,2,.., k, — 1}. Auf
Grund der Wahl von k, ist also weder u, noch v, ein Element von C’. Folglich ist
yy € Cy — o(Cp) ein Element von K'. Bei ky < n sei weiter k, die kleinste Zahl aus
{ky + 1, ky +2,...,n} mit B(p,) e Co. Dann ist y, mit y, = pe, 1P, +2 --- Pio
wegen a(y,) = opy,+1) = B(p,) € Co und B(y,) = B(pi,) € Co ebenfalls ein Ele-
ment von C’. Entsprechend wie vorhin erkennt man, dass auch y, ein Element von K’
ist. Auf diese Weise erhdlt man eine Darstellung von x als Produkt von Elementen
von K'. Demnach stimmt die von K’ erzeugte Teilkategorie von C mit C’ iiberein,
so dass C’ nach Satz 5 eine zu der freien Kategorie iiber einem Graphen isomorphe
Kategorie ist.

Es sei nun C’' = [Cy, o, B, ¢'] eine beliebige volle Teilkategorie von C, und I sei
die Menge der isolierten Einheiten von C’. Dann ist Cy — I der Tréger einer vollen
Teilkategorie C” von C ohne isolierte Einheiten. Nach dem Vorangehenden gibt es
zu C” einen Graphen G = [GO, &, ﬁ], so dass C” zu der freien Kategorie iiber G
isomorph ist. Dabei konnen wir annehmen, dass G, NI = 0 ist. Sind & und f’ die
Operationen in Gy = G, U I mit D(&) = D(§’) = G;, und mit

#(x) = {&(x), falls x € G,

x, falls xel,

- B(x), falls x € G,
X)) =
p ( ) {x, falls x 1,

so ist C’ zu der freien Kategorie iiber dem Graphen G’ = [Gg, &, '] isomorph.

III. FREIE GRUPPOIDE

Es sei G = [Gos @, B, 7] ein d-Graph und F = [F, oy, B, ¢,]| die freie Kategorie
iiber G = [Gy, o, f]. Ist Q die Menge der Elemente (w, w') von F, x F, fiir die
A(w) = A(w') + 2 ist und fiir die w' aus w durch Weglassen von zwei nicht not-
wendig verschiedenen, in w nebeneinanderstehenden Elementen x, y von G, mit
y = y(x) erhalten werden kann, so sei T die durch die Relation Q in F, induzierte
Aquivalenzrelation in F,. Fiir jedes w € F,, bezeichnen wir die w enthaltende Aqu1—
valenzklasse mod T mit [w]. Offenbar gilt

Ywyw' (wTw' = otf(W) = Otf(W') A ﬁf(W) = ﬂf(w/))
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und
Yw VYw Y Vwi((wy, wy), (Wi, wh) € D(@y) A wiTwi A wyTwh = (wyw,) T(wiw})),

so dass T eine ausgezeichnete Kongruenzrelation von F ist. Fir jedes w =
= (e, X1, X2, ..., X, €) € Fy — a(F,) ist auch w' = (€', y(x,), Y(X,—1)> - P(x2)s
(1), €) ein Element von Fo — o(F,), und es gilt B (w) = ap(w’), B(w') = ay(w)
sowie ww'Toa(w) und wwT B,(w). Folglich ist jedes Element der Faktorkategorie
F = F[Tinvertierbar, d. h. F speziell ein Gruppoid. Dieses heisst das freie Gruppoid
iiber dem d-Graphen G.

Essei G = [G,, o, 8, y] ein d-Graph, und fiir jedes e € «(G,) sei G, die e als Element
enthaltende zusammenhidngende Komponente von G. Weiterhin sei F die fieie
Kategorie iiber G = [Go, o, B], und fiir jedes we F, sei [w] das w als Element
enthaltende Element des freien Gruppoids F iiber G. Dann stimmt fiir jedes e e « (G,)
das freie Gruppoid F, iiber G, mit dem [(e, €)] als Element enthaltenden maximalen
Brandtschen Teilgruppoid von F iiberein. Das freie Gruppoid iiber einem d-Graphen
G ist genau dann ein Brandtsches Gruppoid, wenn G ein zusammenhidngender
d-Graph ist.

Es sei (G,),; eine Familie zusammenhingender d-Graphen, und es sei F, fiir
jedes ¢ eI das freie Gruppoid iiber G,. Ist dann G ein d-Graph mit G ~ Y G, und

sl
ist F die freie Kategorie iiber G, soist F ~ ) F,.
el

Satz 7. Jedes Gruppoid C = [Cy, a, B, ¢] ist isomorph zu einem Faktorgruppoid
des freien Gruppoids iiber dem d-Graphen C = [Co, . B, 7], wobei y die Operation
in Co mit D(y) = C, und y(x) = x~* fiir jedes x € C, ist.

Beweis. Es sei C = [Cy,a, B, ¢| ein Gruppoid, F = [Fy, o, B, ¢,] die freie
Kategorie iiber C = [Co, o, f] und F = [F,|T, &, B, #,] das freie Gruppoid iiber

= [CO, o, B, y]. Wir bezeichnen wieder fiir jedes w e F, die w als Element ent-
haltende Aquivalenzklasse mod T mit [w]. Die Abbildung @ von F auf C mit

F([w]) = X1X5 ... X, falls w = (e, Xy, X5, ..., X, €) € Fy — ay(Fp),
falls w = (e, e) € a(Fy)

ist offenbar ein Funktor von F auf C mit P(@®)(D(p,)) = D(¢). Folglich ist
F|R ~ C, wenn R die zu dem Funktor @ von F auf C gehdrige Kongruenzrelation
von F ist.

Satz 8. Das freie Gruppoid iiber einem Baum ist ein schlichtes Gruppoid, und
Jjedes schlichte Gruppoid ist isomorph zu dem freien Gruppoid iiber einem Baum.

Beweis. Es sei G = [Go, o, B, 7] ein Baum, F = [Fo, ay, B, @] die freie Kate-
gorie iiber G = [Go, o, f] und F = [Fo/T, &, By, @] das freie Gruppoid iiber G,

439



und wir bezeichnen wieder fiir jedes w € F,, die w als Element enthaltende Aqui-
valenzklasse mod T mit [w]. Da G ein Baum ist, so gilt

Vw(w e Fo A a([w]) = BA[w]) = [w] = a([v]))-
Jede maximale Teilgruppe des Gruppoids F enthiilt also nur ein Element, und
folglich ist F ein schlichtes Gruppoid.

Es sei nun C = [C,, o, B, ¢] ein schlichtes Brandtsches Gruppoid. Bei C, = 0 ist C
das freie Gruppoid iiber dem leeren d-Graphen, der mit zu den Bdumen zu rechnen ist.
Es sei daher C, + 0, und e sei eine beliebige festgewidhlte Einheit von C. Dann ist
Gy = {x:xeCo A a(x) =eV f(x) = efua(C,) die Trigermenge eines Unter-
graphen G = [G,, o', '] von C = [Co, o, B]. Ist y’ die Operation in G, mit D(y") =

= G, und y'(x) = x~ " fiir jedes x € G,, wobei x~" das zu x in C inverse Element ist,
so ist G =[Gy, o, f',7"] ein zusammenhéngender Baum. Das freie Gruppoid
F = [F,|T, a, By, @] iiber G ist nach dem Vorangehenden ein schlichtes Brandt-
sches Gruppoid. Da die Abbildung @ von «(C,) auf &/(F,/T) mit @(¢') = [(¢, ¢')]
fiir jedes e’ € o(C,) eine eincindeutige Abbildung ist, so sind die beiden schlichten
Brandtschen Gruppoide C und F isomorph.

Ist C = [Cy, 2, B, @] ein beliebiges schlichtes Gruppoid, V ein Reprisentanten-
system der fiir C zu R® (S.427) gehdrigen Klasseneinteilung von «(C,) und C, fiir jedes
e € V das e als Element enthaltende maximale Brandtsche Teilgruppoid von C, so ist

C ~ ) C,.Zujedem e e Vgibt es nach dem Vorangehenden einen zusammenhéngenden
ecV

Baum G, so dass das freie Gruppoid F, iiber G, zu dem schlichten Brandtschen Grup-
poid C, isomorph ist. Ist F das freie Gruppoid iiber dem Baum G = Y G,, so ist folglich
F~YF,~% C,~ C. Damit ist Satz 8 bewiesen. eV

eeV eV

Satz 9. Ein nicht leeres Gruppoid C = [Cq, o, B, ¢] ist genau dann zu dem
freien Gruppoid iiber einem d-Graphen isomorph, wenn fiir jedes e € o(C,) die zu
der zu e gehdrigen maximalen Teilgruppe von C gehérige Gruppe entweder eine
Einheitsgruppe oder eine freie Gruppe ist.

Beweis: Es seien G = [GO, a, B, v] ein nicht leerer d-Graph, F = [F, «;, B, ¢;]
die freie Kategorie iiber G = [Go, o, Bl und F = [F,, &, B,, §;] das freie Gruppoid
iiber G. Fiir jedes w € F, bezeichnen wir das w als Element enthaltende Element
von F mit [w]. Ist G, = a(G,), so ist fiir jedes e € «(G,) die zu der zu [(e, e)] gehori-
gen maximalen Teilgruppe von F gehorige Gruppe eine Einheitsgruppe. Wir kénnen
daher fiir das folgende annehmen, dass G, > o(G,) ist. Es sei e ein Eckpunkt von G,
und H, = [H,,, &, d,, $,] sei die zu [(e, e)] gehorige maximale Teilgruppe von
F. Sind o und y" die Operationen in G§ = (G, — «(Go)) L {e} mit D(«') =
= D(7) = G und «(x) = e,7'(x) = y(x) fiir jedes x € G, so ist die Algebra
G® = [GP, o, o, y"] ein d-Graph.

Es seien nun F@ = [F(), o/, o/, ¢/;] die freie Kategorie iiber G© [GE, o, '] und
FO = [F, ag, &, @] das freie Gruppoid iiber G, Fiir jedes w e F{ bezeichnen
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wir das w als Element enthaltende Element von F® mit {w). Die Abbildung ¢ von H,
in F© mit &([w]) = (w) fiir jedes w € F, mit ar(w) = B(w) = (e, e) ist offenbar
ein eineindeutiger Funktor von H, in F'. Folglich ist die Gruppe [H, ,, ;] zu

einer Untergruppe der Gruppe [F{”, @] isomorph.
Es sei nun R die Aquivalenzrelation in der nicht leeren Menge {{(e, x, €)>: x €
€ GY — {e}} mit

VxVy({(e, x, €)> R (e, y, )y < x,ye G — {e} A (x =y v x =7'(y)).

Ist X ein Reprisentantensystem der zu R gehorigen Klasseneinteilung dieser Menge,
so ist die Gruppe [_?), ¢'; ] offenbar zu der freien Gruppe mit X als System von freien

Erzeugenden isomorph. Hat die Gruppe [H, o, @,] mehr als ein Element, so ist diese
nach dem Satz von NIELSEN und SCHREIER (man vgl. etwa [8], S. 133) als eine von
einer Einheitsgruppe verschiedene, zu einer Untergruppe einer freien Gruppe iso-
morphe Gruppe eine freie Gruppe.

Es sei nun C = [C,, o, B, ¢] ein nicht leeres Brandtsches Gruppoid, wobei die zu
den maximalen Teilgruppen von C gehdrigen Gruppen entweder (sdmtlich) Einheits-
gruppen oder (sdmtlich) freie Gruppen sind. Im ersten Fall ist C ein schlichtes Grup-
poid und damit nach Satz 8 zu dem freien Gruppoid iiber einem d-Graphen iso-
morph. Wir kdnnen daher annehmen, daf3 die zu den maximalen Teilgruppen von C
gehorigen Gruppen freie Gruppen sind. Dann sei e eine beliebige Einheit von C, H, =
= [H, 0, %, %, ¢.] die zu e gehdrige maximale Teilgruppe von C und X ein System
von freien Erzeugenden der freien Gruppe [H, o, ¢.]|. Weiterhin 'sei (#,.)e-eq(c,) €in€
Familie von Elementen von C mit «(u,) = ¢’ und f(u,.) = e fiir jedes ¢’ € «(C,) und
u, =e, und es sei U = {u,:e ex(Co)}. Ist Go =X VX 'UUUU " UAC,)
mit X7!'={x"NixeX}, U = {u "¢ ea(Cy)} sowie o« = al Gy, B = B| G,
und y’ die Operation in G, mit D(y") = G, und y'(g) = g~ " fiir jedes g € G, so ist
die Algebra G = [G,, o, f’, 7] ein zusammenhéngender d-Graph. Dabei sind bzw.
x7! u' und g ! bzw. die zu x, u,. und g in C inversen Elemente. Ist F = [F,, &,
B}, @7] das freie Gruppoid iiber G, so sind a{(F,) und «(C,) gleichmichtig. Jedes
Element x von H, , — {e} 1aBt sich als Produkt von Elementen von X U X' in H,
darstellen:

Bl .82 &,
x = xyx3 ... X0,

Dabei sind xy, X, ..., X, (n = 1) nicht notwendig paarweise verschiedene Elemente
von X, und &, &, ..., & sind Elemente von {+1, —1}. Dann ist die Abbildung &
von H, auf die zu [(e, )] gehorige maximale Teilgruppe von F mit

. % bei ¢; = +1,
[(eyss ¥ +oos v €)] mit y; = {Y’(xj) bei ¢; = —1,

o(x) =1 falls x = x3x3 ... xe H,, — {e}
mit Xy, X5, ..., X, €X und &, &, ..., €{+1, =1},
[(e, )], falls x = e
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offenbar eine isomorphe Abbildung von H, auf diese maximale Teilgruppe von F.
Folglich sind die Brandtschen Gruppoide C und F isomorph.

Entsprechend wie am Schlul3 des Beweises von Satz 8 erkennt man nun, daf3 ein
beliebiges nicht leeres Gruppoid C = [Cy, «, f, ¢] zu dem freien Gruppoid iiber
einem d-Graphen isomorph ist, wenn fiir jedes e € a(CO) die zu der zu e gehorigen
maximalen Teilgruppe von C gehorige Gruppe entweder eine Einheitsgruppe oder
eine freie Gruppe ist. Damit ist Satz 9 bewiesen.

Satz 10. Ist C = [Cy, o, B, ¢] ein zu dem freien Gruppoid iiber einem d-Graphen
isomorphes Gruppoid, so ist auch jedes Teilgruppoid von C zu dem freien Gruppoid
ilber einem d-Graphen isomorph.

Beweis. Es sei C' = [Cy, o, B/, ¢'] ein Teilgruppoid von C. Bei Cy = 0 ist C’
das freie Gruppoid iiber dem leeren d-Graphen. Wir konnen daher Cy + 0 annehmen.
Es sei dann e eine Einheit von C’, und es seien H, = [H, o, %, %, ¢.] und H, = [H, o,
oo, op, @] bzw. die zu e gehorigen maximalen Teilgruppen von C und C’. Nach
Satz 9 ist [H, o, (pc] eine Einheitsgruppe oder eine freie Gruppe, und folglich ist
auch [H,,, ¢.] als Untergruppe von [H, o, ¢.] unter Beachtung des Satzes von
Nielsen und Schreier eine Einheitsgruppe oder eine freie Gruppe. Da dieses
fiir jedes e € a'(Cp) gilt, so ist C’ nach Satz 9 zu dem freien Gruppoid iiber einem

d-Graphen isomorph.

Satz 11. Ist C = [Cy; o, B, @] ein zu dem freien Gruppoid iiber einem d-Graphen
isomorphes Gruppoid, ohne isolierte Einheiten so gibt es ein Erzeugendensystem
X des Gruppoids C'3) mit der folgenden Eigenschaft: Zu jedem Gruppoid C' =
= [Ch; o, B, (p’] und jeder mit den Definitionsbereichen von C und C’ vertrdglichen
Abbildung ®* von X in Cy gibt es genau einen Funktor ® von C in C' mit ¢ | X =
= ¥,

Beweis. Es sei V ein Reprisentantensystem der fiir C zu R° (S. 427) gehorigen
Klasseneinteilung von «(C,). Fiir jedes e € V sei weiterhin H, = [H, o; o, o, ¢.] die
zu e gehorige maximale Teilgruppe von C und C, das e als Element enthaltende
maximale Brandtsche Teilgruppoid von C. SchlieBllich sei (Ye)eey eine Familie von
Mengen, wobei Y, die leere Menge ist, wenn H, o = 1 gilt und ein beliebiges fest-
gewihltes System von freien Erzeugenden der freien Gruppe [H, o; ¢.] ist, wenn
H,, > 1gilt. Ferner sei zu jedem e € ¥ genau eine Familie (U(eer) e’eP(2)(Co.0)—{e} YOI
Elementen von C, mit «(u, ) = e, und B(u, ) = € gewihlt, und es sei

U, = {0 € € P(a) (C, o) —{e}} fiir jedes eeV.

Dann ist X = U (Y,u Z,) ein Erzeugendensystem des Gruppoids C.

eeV

13) Damit ist hier gemeint, dass X eine Teilmenge von Cg ist, fiir die kein von C verschiedenes
Teilgruppoid C” von C mit X & Cj existiert.
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Dabei ist Z, = U,, wenn H, , > 1 oder H, , = 1 und P(&)(C;;) =2 ist, und Z, =
= (Ue — {tte,en}) Y {U(eon}, wenn Heo=1 undf’(a)(CeO) > 2 ist, mit einem zu
jedem solchen eeV beliebigen festgewihlten e*eP(x)(C,,) — {¢}. Zu jedem
Element a von C gibt es genau ein e € Vmita € C, ,, und folglich existieren beia + e
nicht notwendig paarweise verschiedene Elemente u, ., tt(, . von U, und y,, y,, .
veos Yo (n 2 0) von Y, mit

.oy

-1 »
(6) . a = u(e,e')yallyg2 yfl ”(e,e") >

wobei &y, ¢, ..., & bestimmte Elemente von {+1, —1} sind, und die Darstellung
von a als Produkt von Elementen von X U X ™! der Gestalt (6) ist eindeutig. Dabei
ist ug,), bei a(a) = e und u, . bei f(a) = e wegzulassen.

Ist C' =[Cq,0/, B, ¢'] ein Gruppoid und ist ¢* eine mit den Definitionsbereichen
von C und C’ vertrégliche Abbildungvon X in Cg, so ist diec Abbildung @ von C in C’
mit fiir jedes a e Cy — V:

(1) #(a) = (D) (2*@0))" (25(02))? - (@*(1))" P*(uceery) »
falls (6) gilt und mit fiir jedes e V:

o(e) = a'((p*(y)) mit einem yeY,

bzW. Uy € U, — {Ugon} bei P(a)(Ce;) > 2.

In (7) ist (@*(U(.y)” " bei € = e* durch @*(ugw) und &*(u,,) bei e’ = e*
durch (®*(ug,,»))~" zu ersetzen, ein Funktor von C in C’,und esist ® | X = o*,
Sind @ und ¥ Funktoren von C in C’ mit <D|X = 'J’IX = @* so ist Ty =
= {x:xeCy A ¥(x) = &(x)} der Triger eines Teilgruppoids T von C. Wegen
X T, ist notwendig T = C, also ¥ = &. Damit ist Satz 11 bewiesen.

Bemerkung: Ist & eine Klasse von Gruppoiden, so ist nach Satz 11 im Sinne der
Bemerkung zu Satz 3 jedes Gruppoid C € &, das zu dem freien Gruppoid iiber einem
d-Graphen isomorph ist und keine isolierten Einheiten hat, eine RK-freie Algebra.
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Pesome

HEKOTOPBIE 3AMEUAHUMA Ob CBOBOJHbBIX KATEIOPUAX
N CBOBOJHBIX I'PVIIIIONMTAX

MAPUS XACCE, JIOTAP MUXJIEP (Maria Hasse, Lothar Michler), [Ipe3nex

B I. mpuBOASTCS HEKOTOPBIE, B JATHEHIIEM HY)XHBIE, OMPEACICHUS U TEOPEMBI 00
vacTHyHbIX airebpax, rpadax (opuentuposanmbix rpadax), d-rpadax (gBoiiHo-
OpUEHTHPOBaHHBIE Trpadpl), My/JIBTHIUIMKATHBHBIX rpadax, KaTeropusx U TIpyI-
IouIaXx.

B II. paccmorpenHa cBoGogHast kareropust F = [Fo; o, B, ¢] KoTopasi BBeneHa
B [4]. Ona cBoGoaHa B OTHOLICHNH K ee Tomtexatuemy rpady [Fo; o, f] B cienyro-
meM cMmbiciie: F uMMeT cucteMy obpasyroumx X It KOTOPOI MCHOJHEHO ClIeyIo-
1iee yciaoue: JJr0boe oToOpaxenue * u3 X B mobyro kareropuro C st KOTOPO
&*(a(x)) = o(D*(x)) u P*(B(x)) = B(P*(x)) wrst x0GOTO X € X BO3MOXKHO IPOIOJI-
KHTb B TOJbKO ouH ¢yHkTop F B C. TIoTOM BBOOMTCS MOHITHE OCHOBHOTO rpada
M TIOKa3bIBAeTCs, YTO [UJIS JIFOOOI KaTeropuu mmeeTcss U3oMopdu3sM Ha KaKylo-TO
(akTopkaTeropuro CBOOOJHON KaTeropuu HaJ HEKOTOpeIM rpadom. CBobonmHas
xateropust F HaJl HEKOTOPbIM OCHOBHBIM Ipa)oM cBOOOJHA OTHOCHTENILHO 001acTH
omnpeneseHus @, KoTopasi obo3Hadaercst Do, T.e. F uMeet cucteMy obpasyroumux X
MCIOJTHSIOIIYIO cienyfolnee cBoiicTBo: [lycth @* oToOpaxeHue B HEKOTOPYIO KaTe-
roputo C [ist KOToporo cymectByeT B C npoussenenue &*(x) *(y) cyuiectByer-u
npousBesicHue Xy B F, 21eMeHTOB X, y € X. ILoTOM CylLIecTBYeT TOJIBKO OJHO PaCILH-
penue otobpaxenus @* B dyntop ¢ u3 F B C. B ganHelineM IpuBOJUTCS JOCTATOY-
HOE YCJIOBHE TSI TOT'O, YTOOBI /Il YACTHYHOM KaTerOPUU CBOOOJIHON KaTeropuy Hax
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HEKOTOPbIM Ipa)oM CyUI2CTBOBaJ] H30MOP(H3IM Ha CBOOOAHYIO KATErOPHIO Hall
HEKOTOPBIM Tpadom.

B III. uccieayercs cBoGoaHOE MpoW3BeacHUE Hal HekOTOpbIM d-rpadom. Ilpu
MOMOUIM MOHATHS cBOOOAHOI Tpynmbl U TeopeMbl Hpeiizpa 1t HisibceHa npuBoaUTCS
HeoOXOAMMOE M JOCTATOYHOE YCJIOBUE fjisl TOTO, 4T00bI CyUI2CTROBAI H30MOP(hH3M
060TO TPYNMOKAA HA CBOOOAHBIH TPYNNOU1 HAl HEKOTOPbIM d-rpadom. CBoboa-
Hblii rpynnoya F nan d-rpadom obiagaer cuctemoii obpasyromux X ¢ Caeiytoutm
cBoiicTROM: JTIFO00E oTOOpakeHue &* W3 X B rpynnon C, i KOTOPOro CyLICCiBYyeT
mpo3senenue ®*(x) d*(y) B C cyw2cTByeT-1 NIPOU3BEACHHE X} WIEMCHTOB X, V € X
B F BO3MOKHO MPOJOJIKUTH B TOJILKO OAHH (DYHTOP P 13 FsC.
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