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UBER GITTERPUNKTE IN MEHRDIMENSIONALEN ELLIPSOIDEN

BRETISLAV NOVAK, Praha

(Eingelangt am 5. August 1971)
1. Einleitung. Es sei
(1) Ou) = Q(u)) =, li:laﬂ”j“t
eine positiv definite quadratische Form in r Variablen, wo r = 2 eine natiirliche Zahl

ist. Bezeichnen wir mit D die Determinante der Form Q und sei Q die mit Q kon-
jugierte Form. Weiter seien

(2 b,by..b,, M{>0M,>0,...M,>0
und
(3) Oy Oy ey Oy

reelle Zahlen. Fir x = 0 sei
A(x) = Y exp (2mi ), Ot,-u,-) >
j=1

wo iiber alle r-tupel u = [uy, u,, ..., u,], fiir welche Q(u) < x und u; = b; (mod M),
j=1,2,..., rist, summiert wird und sei

r
n2x"2exp (2mi Y a;b;)
j=1

V(x) = 6,

r

‘/(D),I:Il M;I'(3r + 1)

wo & = 1 wenn alle Zahlen oM, a,M,, ..., o.M, ganz sind, sonst ist 6 = 0.

Die Funktion A(x) ist offenbar in [0, +o0) von rechts stetig. Es sei 4, = 0 und
0 < A; <, < ... seien alle Unstetigkeitspunkte der Funktion A4(x). A(x) ist also
in jedem Intervall [4,, 4,+), m =0, 1, ... konstant. Bezeichnen wir a, = A4(0),
a, = A(4,) — A(A4,—,), n = 1,2, ... Dann ist also

Alx) =Y a,.

AmSx
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Die Funktion A(x) wurde (unter verschiedener Voraussetzungen iiber die Form
(1) und die Zahlen (2) und (3)) von vielen Autoren untersucht (vgl. z. B. die Literatur-
hinweise in den Arbeiten [6], [8], [10]). Wenn von unseren Erwagungen der Trivial-
fall, wenn A(x) = 0 fiir alle x ist, ausgeschlossen wird, gelten fiir die Funktion

@ P(x) = A(x) ~ V(x)
z. B. die folgenden Ergebnisse:
P(x) — O(Xr/l—r/(r+1)) , P(X) — Q(x(r°-1)/4)

(LanDAU [5], S. 11—84);

() lim sup Ig|P() =9 L ,

x=+ o Ig x 2 Y
fiir Formen (1) der Gestalt
Q(“) = al(“% + “g + ...+ urZ,) + az(ufl+1 + “f,+2 + ...+ u3l+rz))

a,>0,a,>0,r=r,+rp,rp 24 r,24,0;=b;=0,M;=1,j=1,2,...,r,
wobei y = y(a,/a,) das Supremum aller solcher § > 0 ist, fiir welche die Ungleichung

unendlich viele Lésungen in natiirlichen Zahlen p, ¢ besitzt (JArRNIK [3])");

(6) lim sup B1PCA _ (r _ D\ 2y + 1
xo+ o0 lg x 4 2/ y+1

fiir Formen der Gestalt (1) mit ganzzahligen Koeffizienten unter der Voraussetzung,
dass die Zahlen (2) ganz sind, by =b,=...=b, =0, ¢, =, = ... = a, = q,
r > 6,y = y(«) (der Verfasser [7]).

Schon in seinen urspriinglichen Arbeiten untersuchte Landau die Funktionen
Py(x), Py(x), ..., welche rekurrent mittels der Beziehungen

() Po(x) = P(x), Pour(x) = J “Pf)dr, n=012...

0

definiert sind, Im Jahre 1968 wendete sich Prof. V. JARNIK erneut zu diesem Problem-
kreis und bewies in einer von seinen letzten Arbeiten (siche [4]) unter anderem dieses
hochstinteressante Ergebnis:

1y Fir y = +o0 verstehen wir unter dem Wert des Ausdruckes (5) dessen Grenzwert fur
7 = +o, d. h. r — 1. Ahnlich in den iibrigen Fillen.
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Fiir ¢ > 0 sei?)
(8) P(x) = F(IZS J :P(t) (x — )" dt.

Fir ¢ > 4(r — 1) ist dann?)
P(x) = O(xC~D/4+ei2) | p (x) = Q(x~1/4+er2)

Es seien die Koeffizienten der Form (1) und die Zahlen (2) ganz, 6 = 1. Fiir 0 <
< o < ir — 2ist dann

Px) = Ox'"7"), Pfx) = Qx"")

(Fir 4r — 2 < 9 < 4r — 4, ¢ 2 0 sind also bisher definitive Ergebnisse nicht be-
kannt-ausfiihrlicher siehe [4].)
Das Ergebnis (5) veralgemeinert B. DIvi§ (siehe [1]) folgendermassen:

Esseiy = y(a,/ay, aslay, ..., a,[a,) das Supremum aller solcher § > 0, fiir welche
die Ungleichungen

a; 1 .
_]'q—pj <q_ﬂ9 ]=‘,2,-..,0'

a;

unendlich viele Losungen in natiirlichen Zahlen g, py, p,, ..., p, besitzen. Das
Ergebnis (5) gilt dann auch fiir die Form (1) der Gestalt

Q) = a,(u? +ul + ... +ul) +

2 2 2 2
+oay(uliey + oo tul) o+ a (Ul e e1 o oul)

bei folgenden Voraussetzungen: a; >0, a, >0,...,a, >0, r, +r, + ... + 7, =
=rr220+)nji=12..,0b=0;=0,M;=1,j=12,..,r

In der Arbeit [2] wird dann gezeigt, dass wir bei den gegebenen Voraussetzungen
fir r; 2 2(¢ + 1)(y + )/y. j = 1,2, ..., ¢ die Beziehung

(9) limsupwzr_l_g_tl'
x>+ Ig x 2 y

bekommen. (In [2] und auch in [1] sind noch einige Abschitzungen auch fiir den
Fall, dass r; < 2(¢ + 1) (y + 1)/y fiir manche j ist, angefiihrt und es werden etwas
allgemeinere Formen untersucht.)

Das Ziel dieser Arbeit wird die Untersuchung der Funktion (8) im zweiten Fall
sein. Das Hauptergebnis kann in dem folgenden Satz zusammengefasst werden.

2) Fir ganze ¢ bekommen wir offenbar dieselben Funktionen wir in (7).

3) Jarnik beweist diese Beziehung unter der Voraussetzung a; = b; = 0, M; = 1. Es ist leicht
zu sehen, dass der Beweis auch fir unseren Fall gleicherweise durchlduft.
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Hauptsatz. Es seien die Koeffizienten der Form (1) un die Zahlen (2) ganz,
by=b,=...=b,=0,a,=0,=...=0a,=0a,0= ¢ < ir— 3. Dann ist

Mz(f 1>2V+1+ 0

)yt 2p+ 1)

lim sup 172

x—=+ o lgx

wo y = ().

Es ist interessant dieses Ergebnis mit der Beziehung (9) fiiry < + o0 zu vergleichen.
Im ersten Fall verkleinert sich der ,,wahre* Exponent mit zunehmendem g, im zweiten
ist dieses umgekehrt. Dieses kann dadurch erklart werden, dass in dem ersten Fall die
Funktion reell ist und bestandig ihr Vorzeichen dndert und dass nach der ,,Integra-
tion* (d. h. fiir zunehmendes ¢) diese Anderungen immer mehr kompensiert werden.
Im zweiten Fall ist die Funktion P(x) allgemein eine komplexe Funktion und mittels
einer Integration konnen die Anderungen von arg P(x) nicht so weit kompensiert
werden, dass sich der Wert von P,_,(x) wesentlich verkleinern konnte.

2. Aligemeine Formel fiir O-Abschitzungen. In der ganzen Arbeit setzen wir weiter-
hin voraus, dass die Koeffizienten der Form (1) und die Zahlen (2) ganz sind. Von
unseren Erwdgungen schliessen wir den Fall, dass A(x) = 0 fir alle x wére, aus und
behalten die folgenden Verabredungen und Bezeichnungen.

Mit dem Buchstaben ¢ bezeichnen wir (allgemein Verschiedene) positive Konstan-
ten, welche nur von der Form (1), den Zahlen (2), (3) und der nichtnegativen Zahl ¢
abhingen. c(¢) bedeute eine noch von ¢ > 0 abhingende positive Konstante usw.
Anstatt von |A| < ¢B schreiben wir kurz A € B; wenn noch B <€ A ist, schreiben wir
A= B. Die Zahlen m, h, k (bzw. mit einem Index versehen) seien ganz, k > 0. Fall h
und k gemsinsam auftreten sollten, sei immer (h, k) = 1. Die Zahl x sei hinreichend
gross,d. h. x > ¢. Die Symbole 0, o und Q haben die iibliche Bzdeutung; die Konstan-
ten in deren Definitionen sind vom ,,Typ ¢* mit einer einzigen Ausnahme: wenn in
diesen Beziehungen die positive Grosse ¢ > 0 auftritt, dann lassen wir auch Konstan-
ten vom ,, Typ c(e) zu. Ferner legen wir

J‘”fwf(s) ds = iJ:f(a + it) dt

a—1wo

f’f(s)dt = ﬂf(i + it) de,

/

und

wo I das Intervall mit den Endpunkten a, b, a < b ist (insofern die Integrale rechts
als absolut konvergente Lebesguesche Integrale existieren).

Weiter bezeichnen wir

. ~(m;
R, = min — — k).
‘ Q <M ! )

my,mz,...,my j
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Wir sagen nun das Paar h, k ist singular, wenn entweder die Beziehung

(10) R, = Q(}%}’— - cxjk>

J

fur mindestens zwei verschiedene Systeme ni1,, m,, ..., m, gilt, oder wenn (10) nur
fur ein einziges solches System gilt, fiir welches aber die verallgemeinerte Gauss’sche
Summe

Shkimy = Shk,omymarenme) =

k 2nih 2ni & m;
= LT e (= T et )+ S T+ b))
i= .

ava =1 M,

Null gleich ist. Im sonstigen Fall sprechen wir iiber ein nichtsingulares Paar h, k.
Die Zahl k nennen wir nun in dem Fall singular, wenn das Paar h, k fir alle h
singular ist. Schliesslich sagen wir, dass der Singularfall vorkommt, wenn soein
¢, = c existiert, dass alle k, fiir welche R, < c; ist, singular sind. (Wir sollten eigen-
tlich sagen, dass k singular mit Riicksicht auf die Form (1), die Zahlen (2) und (3)
usw. ist; diese halten wir aber fiir fest gegebene Gréssen.)

Wir beweisen diesen allgemeinen Satz.

Satz 1. Es sei ¢ > 0. Dann ist

. x 1 4
(11) P (x)=0(x7*""%1g"x Y’ k®min"”/*" 12 X0, )
k<vx k? R,
wo Tt =1 fiirr=2,1t=0 fiir r >2 und X' bedeutet, dass fiir singulare k wir 1
anstatt von R, schreiben.

Den Beweis diesen Satzes fiihren wir auf dem Grund des Ausdruckes von JARNIK
fiir die Funktion P(x) mittels eines Kurvenintegrales. Fiir komplexe s, Re s > 0 sei

(12) o(s) = ,’ioame"l"'s .

Die Funktion ©(s) ist, wie bekannt (siehe z. B. [5], S. 238) in der Halbebene Re s > 0
reguldr und es gilt |@(s)| < ¢() insofern Re s = & > 0 ist. Nach der Beniitzung der
Hankel’schen Formel ist es leicht zu sehen, dass wir fiir @, ¢ > 0

a+ion E(s) exs

(13) P(x) = 2"1{,! ds

o+ 1
a—in S

4) min (4, 1/B) = A fir A =0, B = 0.
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haben®), wobei
n%exp (2mi Y, a;b;) )
(14) F(s) = F(s; a;) = O(s) — =) .

V) [ M,

ist.
Um den Satz 1 zu beweisen, wird es offenbar zweckmissig sein a = l/x in (13) zu
legen; wir werden also die Abschitzungen der Funktion F(s) in der Nihe der Ima-

ginarachse bendtigen:
Lemma 1. Es sei s = 1[x + it, |t — 2nh[k| < 1]k \/x, k £ /x. Dann gilt

F(s) _ .,
(15) ;M_l < x'4re/2+1)2

fiir h = 0. Wenn h % 0 dann ist
cRpx

x"exp [ — 3
k2 1+x2t—2—@
k

2>r/4

wobei R, = 1, wenn das Paar h, k singular ist und R, = R, sonst.

(16) F(s) < e

k

k2 (1 + x|t

Beweis. Siehe [8], S. 61 —63, insbesondere die Bemerkung 2.

Zerlegen wir nun folgenderweise das Intervall (—oo, 00) in eine punktfremde
Vereinigung von Intervallen B, ,. Es sei & das System aller Zahlen der Form h/k,
k < /x (die Fareybriiche, welche zu \/x gehdren). Wenn nun h, [k, < hjk < h,[k,
drei nacheinander folgende Elemente von & sind (d. h. zwischen h, [k, und h,/k,
liegt genau ein Element von & u. zw. h/k) dann sei

S PRLEY ISP EAY
’ k+k'~ k+k

Wie bekannt (siche z. B. [5], S. 249—250) kann man
B, = 27tﬁ— % , 2nﬁ+ %2
k  kix k  kyx
schreiben, wo n £ §;, 9, < 2n ist. Fiir t € B, , haben wir also bestimmt
1

k\/x

5) Mit s? (y > 0) wird der Zweig der Funktion s’ bezeichnet, welcher positiv fir positive

Werte von s ist.

t—27‘zﬁ
k

<
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und die Lénge dieses Intervales ist hochstens c/k \/x. Erwage man noch, dass flir
s = 1/x + it und 1eB,, die Bezichung e* < 1 gilt und fir h + 0, re B, ist
s| =< h[k. Diese Tatsachen werden wir ohne weitere Hinweise beniitzen.

Nach (15) ist

(17) (

o Bo,1

F(s)

o dt < xr/4+9/2 .
SQ

Nachdem offenbar F(5; ;) = F(s; —a;), O(m;[M; — a;k) = O(—m;|M; — (—a;k)
ist und die Abschitzung (16) in gleicher Form fiir F(s; «;) und F(s; —a;) gilt, haben
wir nach (13) und (17)

(18) Px) € X402 4 Y f Fs)
n>0k<vx J g, .

+1
SQ

dt.

Ist nun h > 0, dann ist nach dem oben angefiihrten Tatsachen und (16)

F(s) X2 [\ [ exp (= cRpx[k(1 + x*u?)) du
B se+! k2 o (1 + xzuz)rm :

h
In der Arbeit [6] (S. 721—723) wurde bewiesen, dass fiir T = 0

2y-1
kK min’ /2 (—EZ , %) fir y=c>

dr <

Np=

xy+l/2

T exp (—eTx[k*(1 + x*u?)) du <
. (l + xzuZ)y ]_gﬁ
X

fir y

gilt. Insgesamt haben wir also

r/2 e+1 r/2-1
E(s) dr < > k k min 74-12 (X l)
B S0+1 kr/Z h xr/4+1/2 k2 R,’(
fur r > 2,
r/2 o+1
Ijs_) dt < x_ E ]gﬁx
B Sq+1 kr/2 h X
fir r = 2.

Fir r > 2 also ist

- . _ X 1
P(,(x) < XAreZ A= 12 S e pinria-12 (X __)
k<vx K* Ry

1

hg+1 ?

Ms

h=1

woher sofort (11) folgt, nachdem

(]9) x4z z ke min"/4~1/2 i, _1_ > x4-1/2 Z ke > x'/4tel2
k<Jx k2 R, 2SS
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gilt. Ahnlicherweise haben wir

P(x) <lgx ¥ ke
k

sJx
fiir r = 2. Dadurch ist der Satz bewiesen.

Wir bemerken, dass in der Arbeit [4] JArNiK dhnlicherweise gezeigt hat, dass unter

den Voraussetzungen o; = b; =0, M; = 1,j = 1,2,...,r
Pg(x) = O(x'/z_l) fir 0 <9< r/2 -2,
P(x)=0(x"*""lgx) fir 0<g=rl2-2,
P (x) = O(x"*"'Ig’x) fir 0=p=r2-2,
P(x) = O(x"**'?) fir o> r2-2

gilt. Von (11) ergibt sich leicht

Px) < X727 Ugix Y ke-ri2+
k=Jx

und also gelten alle soeben angefiihrte Ergebnisse von Jarnik fiir ¢ > 0, r > 2 auch
ohne der Voraussetzung o; = b; =0, M; =1, j =< 1,2,...,r. Fiir o = 0 sind die
Ergebnisse P(x) = O(x"27") fiir r > 4, P(x) = O(x"?"'1g? x) fiir r =4 in der
Arbeit [6] bewiesen. In dieser Arbeit wurde gezeigt (vgl. Satz 2, S. 446, Bemerkung 7,
S. 453 und Zusatz in der Bemerkung 1 (b), S. 380 der Arbeit [7]), dass fiir r > 4
(v, = 1 fir r = 4, r; = 0 fiir r > 4) ist

P(x) = O(Xr/4—1/2 Ig™ x Zr lg 2k min"/4-1/2 X , _L )
K5ux KR,

Fir r = 2, 3, 4 ergibt sich fiir ¢ > 0 zusammen mit (19)

XIAHeI2 @ A= U2 S e /4172 iz i < XY gemr2Hl g yrldtal2
k<vx k* R, kSvx

Fiir die Funktion P(x) bekommen wir also in diesen Fallen vom Satz 1 O-Abschiit-
zungen, welche von o, «,, ..., @, nicht abhdngen und sind dazu noch schlechter als
die Ergebnisse von Jarnik von der Arbeit [4], welche auch fiir ¢ = 0 gelten:?)

Fir 0 < ¢ < 4r — ist P(x) = O(x"/?77/¢+1720%¢) fijr 9 = Lr — List P(x) =
= O(x"~V/4*e2 [g x) und fiir ¢ > 4r — 4 gilt Py(x) = O(x"~1/4+el2),

Nach grosser Bemiithung konnte gezeigt werden, dass fiir ¢ = 0, r = 4 man O-
Formeln herleiten kann, in denen die Koeffizienten o, a,, ..., o, nur auf den loga-
rithmischen Faktor einen Einfluss haben. In den weiteren Anwendungen beschranken
wir uns also auf den Fall r > 4 und wir kénnen -dann (11) und das zitierte analo-
gische Ergebnis fiir ¢ = 0 in einem Satz zusammenfassen.
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Satz 2. Fiir ¢ 2 0, r > 4 ist
. 1
(20) P(x) = O(x"*=12 " ke min74=12 (£ ),
k<vx k? R,
wo fiir ¢ = 0, 1g 2k anstatt von k® geschrieben werden muss.

Bei der Anwendung von diesem Satz im nichsten Paragraphen beschrianken wir
uns mit Riicksicht auf (19) und die erwihnten Ergebnisse von JARNIK auf den Fall
0 < ¢ <3r— 1 Fiir ¢ =0 wurden einige Ergebnisse schon in der Arbeit [7]
gezeigt.

3. Folgerungen des Satzes 2. Die Ergebnisse in diesem Paragraphen ergeben sich
von der Kombination des Satzes 2, der Ergebnisse der Arbeit [1 l], in welcher die in
(20) auftretenden Summen untersucht sind und von der Arbeit [10], welche die Her-
leitung von Q-Abschitzungen fiir die Funktion P,(x) enthélt. Es sei immer r = 5.

Fiihren wir zuerst an, dass wenn wir

P, = max min |ag;M;k — m|

Jji=1.2,...,r m

bezeichnen, dann ist offenbar
P} =R,

(siche [6], Bemerkung 2, S. 431). Anstatt (20) kann man also

1) P(x) = <>(xr/4—1/2 S k¢ min/2! (ﬁ '-))

ksyx kP,

schreiben, wobei wir fiir ¢ = 0 den Faktor k2 durch 1g 2k ersetzen.

Nun wer.den wir die Ergebnisse der Arbeit [11] und die Bezichung (21) kom-
binieren.

Satz 3. Es gilt immer

Px) = O(x"*"") fir 09 <4r-2,
P(x) = O(x"*"'Igx) fir 0<o=14r—2,
und
P,(x) = O(x"**e/2) fiir o> 4r—2.
Wenn der Singularfall vorkommt, dann ist
P(x) = O(x"**e/?) fir 0>0,
P,(x) = O(x"***?1gx) fir ¢=0.
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Beweis. Wir konnen zwar teilweise den Satz 1 von [l 1] beniitzen, in diesem Fall
ist es aber einfacher zu erwégen, dass nach dem Satz 2 (oder nach (21))

Px) = O(2 3 ket1=r?)
k<x
ist und in dem Singularfall ist

P(x) = O(x"*712 3 ke)
k=Jx
mit der Abanderung Ig 2k anstatt von k° fiir ¢ = 0.

Wenn die Zahlen a4, a5, ..., a, rational sind und der Singularfall nich vorkommt,
besagt der Satz 1 von der Arbeit [10]°) dass

Py(x) = Q(x"*7")

ist. Zusammen mit dem Satz 3 haben wir also das definitive Ergebnis:

Satz 4. Es seien oy, 05, ..., o, rational, 0 £ ¢ < 4r — 2. Dann ist im nichtsingu-

laren Fall
Px) = O(21), Px) = Qx>

Wenden wir uns zu dem Fall, wenn zumindest eine der Zahlen oy, a,, ..., a,
irrational ist. Im Satz 3 der Arbeit [11] wurde gezeigt, dass fir 0 < o < 4r — 2

Z ke minr/z—l <}/E)f L) — o(xr/4—1/2)

k<Jx P,

ist. Wir haben also den folgenden Satz:

Satz 5. Es sei zumindest eine der Zahlen o, oy, ..., o, irrational,0 < ¢ < ir — 2.
Dann ist

(22) Py(x) = o(x"*"")

(Fiir ¢ = O'siche [6], Satz 3, S. 447.) Dieses Ergebnis kann allgemein nicht verbessert
werden. Dazu beniitzen wir den zweiten Teil des Satzes 3 von [11] (fiir ¢ = O siehe
[6]. Satz 4, S. 447):

Wenn die Funktion &(x;ay, oy, ..., ) fir x >0, [ay, 05, ..., 0] €M =
= [0,1/M,) x [0, 1/M,) x ... x [0,1/M,) definiert und fiir jedes festen x > 0
stetig in M ist und wenn eine in M dichte Menge N < M so existiert, dass fiir jedes
r-tupel [oy, 05, ..., 0, ] €N

23 lim sup ®(x; oy, Ay, ..., ) x 74T U2 5
(23) P P(x; 0y, 5 )
x—+ o0

6) In [6], [9] ist der Singularfall auf eine etwas andere Weise definiert: wenn R; = 0 ist, dann
ist k singular. Fur rationale «, 5, ..., o, fallen diese Begriffe offenbar zusammen.
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ist und wenn schliesslich

0 < &(x;0, 0, ...,0) < Y k¢min”27! ﬁ L)
kSyx k P,

gilt, dann ist fiir 0 £ ¢ < 4r — 2 und fiir jede positive nichtzunehmende Funk-
tion @(x), lim ¢(x) = 0 und fiir alle [«,, a5, ..., a,] € M bis auf eine Menge erster

x— + o

Kategorie
D(x; 04, oy, ooy o) = (xR D(x5 0y, by, Ll o) = Q(x7HT2 (X))

Es sei @(x) = |P,(x)| x'/>7"/*. Dann gelten alle Voraussetzungen der angefiihrten
Behauptung. Eine ndhere Begriindung bendtigt nur die Giiltigkeit der Beziehung
(23). Nach dem Saiz 1 der Arbeit [10] gilt die Bezichung P,(x) = Q(x"”?>7') in dem
Fall, wenn ein nichtsingulares k existiert, fiir welches R, = 0 ist. Wenn R, = 0 ist,
gilt (10) genau dann, wenn m; = o;M;k, j = 1,2, ..., r ist. Dieses bedeutet also,
dass die Zahlen o, «,, ..., a. rational sein miissen und dass fiir den kleinsten ge-
meinsamen Nenner H der Zahlen oa,M,, a,M,, ..., a,M,, H/k gelten muss. In [6]

ist ferner gezeigt: wenn (k, 2D [] M3) = 1 ist, dann ist |S,, (.| = k”/? und also ist
j=1
dieses k nicht singular (vgl. [6], Lemma 2, S. 430). Zusammenfassend kann man also
behaupten, dass fiir rationale «;, a5, ..., o, fiir welche (H, 2D [[M3) = 1 gilt, die
j=1
Zahl k = H nicht singular ist, R, = 0 und also ist P,(x) = Q(x">~"). Es sei % die

Menge aller [ay, oy, ..., o] € M mit der Eigenschaft, dass der kleinste gemeinsame
Nenner H der Zahlen a;M, 0,M,, ..., ¢,M, mit 2D [] M; teilerfremd ist. Dann ist
j=1
lim sup @(x) x'/277* > 0
x>+ oo

fiir alle [o, oy, ..., o, ] € 9 und N ist offensichtlich in M dicht. Mit Riicksicht zu der
Tatsache, dass wenn man o; mit o; + I/Mj, j=1,2,...,r ersetzt, dann &ndert
sich P,(x) nur um eine von Null verschiedene multiplikative Konstante, gilt der
folgende Satz: Satz 6. Essei 0 < ¢ < 3r — 2 und sei ¢(x) eine positive nichtwachsen-
de Funktion, lim ¢(x) = 0. Dann gilt (22) und

x—++ o

Py(x) = Q(x"*"" ¢(x))

fiir alle Systeme [al, 0oy eney (x,] mit Ausnahme einer Menge erster Kategorie.

Wenden wir uns nun zu der Frage auf welche Weise die O- und Q-Abschiatzungen
der Funktion P,(x) vom arithmetischen Charakter des Systemes [o, oy, ..., ]
abhangen.
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Satz 7. Es sei 0 < ¢ < 4r — 2. Dann gilt fiir fast alle Systeme [o,, oy, ..., @,]
(im Sinne des r-dimensionale Lebesgueschen Masses)

PQ(X) — O(Xr/4+g+2 ]gr x) ,
wobei v = 3r — 1 fiir ¢ > O und © = 3r fiir ¢ = 0 ist.

Der Beweis ergibt sich sofort vom Satz 4 der Arbeit [11] und von (21).

Mit Riicksicht auf (19) bekommen wir also fiir fast alle Systeme [ay, o, ..., o]
bis auf den logarithmischen Faktor das beste Ergebnis, welches man gar von dem
Satz 2 erhalten kann.

Satz 8. Es sei 0 < ¢ < 4r — 2,y > 0 und fiir alle k gelte

P> k7.
Dann ist
Pg(x) — O(x<r/4-1/2)(2v+1)/(~/+1)+(g+1)/2(~/+1) Ig* x) ,

wot = 0fiiro>O0undrt =1 fiiro = 0ist.

Der Beweis folgt sofort von (21) und dem Satz 6 der Arbeit [11].

In der Arbeit [10] wurde die folgende Q-Abschitzung bewiesen (siehe [10],
Satz 2, S. 268):

Es seiy > 0,0 < 9 < ir — 1 und es gebe unendlich viele nichtsingulare Paare
h, k, fiir welche

h<1
und
(24) R, < k™%
gilt. Dann ist
(25) P(x) = Q(xU/4 U@+ DG+ D+e/20+ 1)

(Bemerken wir, dass man beweisen kann, dass die Voraussetzungen tiber die Zahlen
h, k allgemein nicht vermeidbar sind: in der Arbeit [7], S. 393—395 ist eine Form Q
und Zahlensysteme (2) und (3) so kontruiert, dass der Singularfall entsteht, wobei
die Beziehung (24) unnendlich viele Lsungen fiir jedes y besitzt. Nach dem Satz 3
kann (25) nicht gelten. Wir geben noch an, dass die Voraussetzungen dieser Be-
hauptung bestimmt erfiillt sind, wenn b, = b, = ... = b, = 0 ist und wenn (24)
unendlich viele Lésungen hat, wie dieses das Lemma 9 auf S. 392 in [7] bezeugt.)

Im Spezialfall «; = o, = ... = o, = o kann der Satz 8 noch vestarkt werden. Wir
erwiagen, dass dann

Py < k)

ist, wobei wir fiir ein reelles ¢, {t) = min |t — m| legen.
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Satz 9. Essei 0 < ¢ < Ir — 2,0y = o = ... = «, = a und fiir alle natiirliche k
gelte
{ak)y > k™7
Dann ist
P(x) = O(x/4= /2@y DIGHD+e/2G+1) |gT )

fir0<po<ir—-3,

Pg(x) — O(X(r/4*1/2)(27+1)/(7+l)+e/2(v+1) ]gf x) + O(Xr/4+g/2 ]gr+1 X)
fir 0 < o =4%r —3 und

P(x) = O(x/4= D@+ DIGF D20+ D) [gf ) 4 O(xr14+0/2 [g x)
firo>%r—3, wot=1fiirg=0,7=0fir o> 0ist.

Der Beweis folgt von (21) und dem Satz 7 der Arbeit [11].

Den Satz, welcher in der Einleitung angefiihrt ist, bekommen wir sofort mit Hilfe
des Lemmas 9, S. 392 der Arbeit [7], des Satzes 9 und der Q-Abschétzung (25).

Bemerken wir noch zum Schluss, dass wir eine ganze Reihe von Teilergebnissen,
welche eine Kombination von (21) und der Sitze der Arbeiten [10] und [11] mit sich
bringt, da wortlich nich angefiihrt haben. Ebenfalls ist es auch interessant die be-
wiesenen Ergebnisse mit dhnlichen, in [8] und [9] angefiihrten, Untersuchungen
der Funktion M(x) = [§ |P,(x)|* dt zu vergleichen.
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