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ANGEORDNETE AFFINE LOKALE TERNARRINGE
UND ANGEORDNETE AFFINE KLINGENBERGSCHE EBENEN

FRANTISEK MACHALA, Olomouc

(Eingegangen am 24. April 1978)

Jeder affinen Klingenbergschen Ebene (kurz AK-Ebene) o/ 148t sich ein affiner
lokaler Ternirring J , zuordnen und zu jedem affinen lokalen Ternérring J 1aBt
sich eine AK-Ebene &/, konstruieren [5] In der vorliegenden Arbeit sind geordnete
affine lokale Ternirringe so definiert, daB3 der zu einer konvex geordneten AK-Ebene
&/ [6] gehorige affine lokale Terndrring 7, geordnet ist und die durch einen geordne-
ten affinen lokalen Terndrring  konstruierte AK-Ebene &/, konvex geordnet ist.
Jedem affinen lokalen Terndrring J 148t sich ein Restklassen-Terndrkorper T
kanonisch zuordnen [5]. Ist 7 geordnet, so ist auch 7’ im Sinne von [1] geordnet.
Jeder lokaler Ring [2] ist nach [5] ein Spezialfall eines affinen lokalen Ternérringes.
(Die iiber lokalen Ringen konstruierten AK-Ebenen heiBen desarguessch.) Ist ein
lokaler Ring konvex fastgeordnet (Deﬁnition 3), so ist er als ein affiner lokaler
Ternarring geordnet. Ist I = (R, t, tl) ein geordneter affiner lokaler Terndrring
und bildet # = (R, +, ) einen assoziativen Ring, wo +, - in iiblicher Weise durch ¢
erklért sind, dann ist % ein konvex fastgeordneter lokaler Ring.

Definition 1. Ein Ring 2 = (R, +, *) heiit geordnet, wenn die Menge R geordnet
ist ([6], Def. 1) und folgende Bedingungen erfiillt sind:

(1) vy, v,€R, v; Sv,=v; +a<v,+a VaeR,
(2 a,beR, 0=4a,0<b=0< ab.

Definition 2. Ein assoziativer (nicht notwendig kommutativer) Ring mit Eins-
element heiBt lokal, wenn er genau ein maximales Rechtsideal enthélt.

Bemerkung 1. Das maximale Rechtsideal R, eines lokalen Ringes # = (R, +, )
ist ein zweiseitiges Ideal und R, stellt dabei die Menge aller nichtinvertierbaren
Elemente von % dar. Der Restklassen-Ring % = (R/R,, +, *) ist ein K&rper

([2], §3.7).
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Definition 3. Ein lokaler Ring 2 = (R, +, *) mit maximalem Ideal R, heiBt
fastgeordnet, wenn die Menge R geordnet ist und folgende Bedingungen erfiillt
sind:

(R1) v;,v,€R, vy Sv,=>0v, +a =< v, +a VaeR,

(R2) a,beR, 0<a, 0<b, b¢ Ry =0 < ab.

Ein fastgeordneter lokaler Ring heiBt konvex, wenn
(R3) a £ 1 VYaeR,

gilt.

Folgerungen.

(1) Ist @ < 0, dann gilt nach (R1) @ — a £ —a, also 0 < —a. Speziell ergibt

sicha<0=0< —a. AusO§a,0<bfolg—t—0§a<a+b,alsoO<a+b.

(2)a<b b—a¢R, 0=<c=ca=<ch: Aus (Rl) folgt a<b=0=<b—a
und nach (R2)ist 0 < ¢(b — a), also 0 < ¢b — ca. GemiB (R1) erhélt man daraus
ca < cb.

(3)b—a¢Ry, a<b, 0<c=ca<ch: Gilt ca = ¢b, dann c¢(b — a) = 0.
Wegen b — a ¢ R, gibt es in R ein zu b — a inverses Element und man erhalt des-
wegen ¢(b — a) (b — a)™! = ¢ = 0, was zum Widerspruch fiihrt. Nach (2) gilt also
ca < cb.

(4 b—a¢Ry, a<b, ca<chb=0=c: Es sei ¢ <0. Nach (1) gilt dann

0 < —c und wegen a < b, b — a¢ R, ergibt sich nach (3) —ca < —cb. Aus

ca £ cb bzw. —ca < —cb folgt 0 < ¢(b — a) bzw. 0 < ¢(a — b) und nach (1)
~ergibt sich 0 < ¢(b — a + a — b) = 0, was ein Widerspruch ist.

Definition 4. Ein Terndrring T ist ein Paar (R, t), wo R ei‘ne Menge und ¢ eine
Terndroperation iiber R sind, wobei folgende Bedingungen gelten:

(K1) Es gibt Elemente 0,1eR mit 0 # 1 und #0, a, b) = #(a, 0, b) = b,
(1, a,0) = t(a, 1,0) = a fiir alle a, b e R.

(K2) Fiir belibige a, b, c € R gibt es genau ein Element x € R (kurz 3! x € R) mit
¢ =t(a, b, x).

Definition 5. Ein Ternérring T = (R, t) ist ein Terndrkdrper, falls fiir beliebige
a, b, c,deR mita + cgilt:
(K3) I xeR, t(x, a, b) = t(x, c, d).
(K4) 31(x,y))eR x R, b =Ha,x, y), d = e, x, y).
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Definition 6. Es seien T = (R, t) ein Ternérring und R, eine Teilmenge aus R mit
Ry # R. Wir setzen a @ r = t(1, a, r) Va e R Vre R,. R, heiBt ein Ideal des Ter-
narringes T, wenn folgendes gilt:

(i) 0 eR,.

(i) Gilt b = a @ r fiir a, be R, r e R, so existiert ein ' e Ry, mit a = b @ r'.

(iii) Fiir alle a,b,ceR und ry, r,, r3 € R, existiert ein ' € R, mit #(a @ ry,
b®r, c®rs) =1ta b c)dr.

(iv) Gilt t(a, b, x’) = t(a, b, x) @ r fiir a,b,x,x' €R, reR,, so existiert ein
reRomitx' =x@®r.

Satz 1. Es sei R, ein Ideal des Terndrringes T = (R, t). Setzen wir a =
= {t(1,a,7)| reRo} und R|Ry ={a|aeR}, so ist R[R, eine Zerlegung der
Menge R. Setzen wir weiter t'(a, b, ¢) = t(a, b, c) fiir a, b, ¢ € R|R,, so ist t' eine

Terndiroperation iiber R|Ry und T’ = (R|R,, t') bildet einen Restklassen — Ter-
ndrring.

Zum Beweis siche Beweise von Sétzen 4 und 5 [4].
Definition 7. Es sei R, ein Ideal des Ternirringes T = (R, t) und T’ = (R/R,, t')

der durch R, bestimmte Restklassen-Ternarring. Das Ideal R, heiBt vollstindig,
wenn fiir beliebige Elemente a, b, ¢, d € R mit a =+ ¢ gilt:

(K'3) (a) 3! xeR, tx, a, b) = t(x, ¢, d).
(b) (x,a,b)=t(x,¢c,d) A '(X,a,b)=1t(X¥,¢,d)=>X =X
(K'4)(a) 3! (x, y)eR x R, b = t(a, x, ), d = t(c, x, ).
b)b=1t(ax75),d=tCx5)Ab=1t@x,y)d=rEx,y)=>
=(%,7) = (%, 7)

Definition 8. Ein Ternérring, der ein vollstindiges Ideal enthilt, heiBt lokal.

Bemerkung 2. Ist R, ein vollstandiges Ideal eines lokalen Terndrringes T = (R, ¢),
dann ist T" = (R/R,, t') ein Terndrkorper ([4], Satz 8).

Definition 9. Es sei T = (R, t) ein lokaler Ternérring mit vollstindigem Ideal R,
und T = (R/R,, t') der zugehdrige Restklassen-Ternirkorper. Zwei Elemente
a, beR heiBen fern bzw. benachbart, falls @ + b bzw. a = b gilt.

Definition 10. Es sei T = (R, t) ein lokaler Terndrring mit vollstindigem Ideal R,
und T’ = (R/Ry, t') der durch das Ideal R, bestimmte Resklassen-Ternarkorper.

Unter einem affinen lokalen Terndrring versteht man das Tripel 7 = (R, t, t;),
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wo t; eine Abbildung der Menge R X R, x R in R mit folgenden Eigenschaften ist:
(T1) ty(a, b,c)e¢ Va,ce R YbeR,.
(T2) Va,deR VbeR, 3'ceR, d = ty(a, b, c).
(T3) Fir alle a,b,c,deR mit @ =¢, b + d gibt es genau ein Paar (x,y)e
€ Ry x Rmit a = t,(b, x, y), ¢ = t,(d, x, y).
(T4) Va,b,deR YceR, 3!(x,y)eR x R, y = tx,a,b), x = t,(y, ¢, d).
(T5) 1,(0, a, b) = b V¥(a, b)e Ry x R.

Definition 11. Ein affiner lokaler Ternirring J = (R, t, t;) heiBt geordnet, falls
die Menge R geordnet ist und folgende Forderungen gelten:

(A1) v,v’eR, v £ v =1t(a,u,v) < t(a,u,v') Va,ueR.

(A2) v,v’ eR, v £V = ty(a, u,v) < ty(a, u,v') Vue Ry VaeR.

(A3) Es sei t(xy, u,vy) = t(Xq, Uo, vo), H(x3, U, v5) = t(x,, g, ) und @ = il,.
Aus u < uy bzw. uy, < u folgt x; < x, < v, < v, bzw. x; < x, < v, < v;.

(A4) Gilt y; = t(xy, ug, v), Y2 = 1(X3, ug, vo) und xy = t,(yy, u,vy), x, =
= 1,(y,, u, v,), dann x; £ x, < v; < v,.

(A5) Gilt x; = t,(yy, g, V), X3 = ty(ya, ug, vp) und y; = t(xy, u,vy), y, =
= 1(x3, u, v,), dann y, < y, < vy < v,

Folgerungen.

(1) Es seien v, v’ € R. Nach (K2) ist v = v’ <> t(a, u, v) = t(a, u, v') fiir a, u e R.
Aus (A1) folgt daher v < v’ = #(a, u,v) < t(a, u,v'). Es sei t(a, u, v) < t(a, u, v').
Gilt dabei v’ < v, dann ist #(a, u, v') < t(a, u, v), im Widerspruch zu #(a, u, v) <
< #(a, u, v'). So erhdlt man tla,u,v) < t(a,u,v')=v < v und zugleich auch
Ha,u,v) < tla,u,v')=v <v.

(2) Es seien v, v’ € R. Nach (T2) ist v = v’ <> t,(a, u, v) = t,(a, u, v') fiir u € R,,
a € R. Somit ergibt sich v < v’ = t,(a, u, v) < ty(a, u, v'). Analog zu (1) zeigt man
auch ty(a, u,v) < ty(a,u, v')=>v £ v und t,(a, u,v) < ty(a,u,v')=>0v <.

(3) Es scien die Voraussetzungen von (A3) erfiillt.

a) Es sei u < up. Aus x; = x, folgt #(xy, u,vy) = t(xy, U, vy) = t(xy, u, v3),
woraus sich wegen (K2) v; = v, ergibt. Ist umgekehrt v; = v,, dann ist H(xy, u, v;) =
= #(xy, Ug, Vo), 1(x2, U, v1) = 1(X, uo, v,), Woraus sich wegen i + ii, nach (K'3)
Xy = x, ergibt. Es gilt also x; < x, < v, < v,.

b) Ist uy < u, so wird ganz analog zu a) x; < x, <> v, < v, bewiesen.

(4) Es seien die Voraussetzungen von (A4) erfiillt. Ist x;, = x,, dann y; = y,,
ti(yy, u, v1) = t,(y1, u, v,), woraus sich nach (T2) v, = v, ergibt. Ist v, = v,,



dann gilt x; = t,(yy, u, v1), ¥y = t(xy, ug, Vo), X3 = t;(V, u, V1), ¥, = H(x, Uy, o),
woraus nach (T4) x, = x, folgt. So erhiit man x; < x, < v; < v,.

(5) Sind die Voraussetzungen von (A5) erfiillt, dann zeigen wir analog zu (4),
daB y, < y, < v, <, gilt.

Es sei 7 = (R, t, t,) ein affiner lokaler Terndrring und se1 R geordnet. Mit (A*3)
bezeichnen wir die folgende Behauptung:

(A*3) Es sei f(xo, uy, v1) = t(Xq, Uy, v;), iy * i, und u; < u,. Aus xo < X
bzw. x < x, folgt 1(x, uy, vy) < tx, u,, v,) bzw. 1(X, Uy, v5) < 1, uy, vy).

Satz 2. Es sei 7 = (R, t,t,) ein affiner lokaler Terndrring. Ist R geordnet und
gilt (A1), dann ist (A3) < (A*3).

Beweis. (A3) = (A*3). Wir nehmen an, daB (A3) gilt und die Voraussetzungen
von (A*3) erfiillt sind. Setzen wir y = #(x, u,, v,), dann gibt es nach (K2) genau
ein Element w € R mit y = #(x, u,, w). Damiterhalten wir #(xo, uy, v;) = #(xo, u,, v,),
t(x, uy, w) = t(x, up, v,). Wegen iiy * ii,, u; < u,, xo < x folgt aus (A3) v; < w.
Nach (A1) ergibt sich also #(x, uy, vq) < #(x, uy, w) und aus #(x, uy, w) = #(x, u,,v,)
folgt schlieBlich #(x, uy, v,) < #(x, u5, v,). Aus x < x, erhilt man dhnlicherweise
1(x, uy, v;) < 1(x, uy, vy).

(A*3) = (A3). Wier nehmen an, daB (A*3) gilt und die Voraussetzungen von (A3)
erfiillt sind.

1. Essei u < u,.

a) ‘Wir nehmen x, < x, an. Wegen #(x,, u, v;) = t(xy, g, vo), @ = iy, U < u,
und x; < x, folgt aus (A*3) t(x,, u, vy) < 1(X3, Ug, vp). Wegen #(x,, u, vy) =
= 1(x,, Uy, vo) ergibt sich also #(x,, u, v;) < #(x,, u, v,) und aus der Folgerung (1)
folgt daraus v; < v,.

b) Es sei v; < v,. Nach (A1) gilt #(xy, u, v;) < 1(Xq, u, v,), also #(xy, uy, v)

< t(xy, u,0,). Bs sei x, < x;. Wegen 1(xy, u, 0,) = t(x, Ug, vo), @ * iy, U < u
erhalten wir dann nach (A*3) #(x,, u, v,) < #(xy, ug, vy). Da zugleich #(x,, ug, vo)
< t(xq, u,v,) ist, folgt daraus #(xy, ug, vo) = #(xy, u, v,). Wegen (x,, u, v)
= (X5, ug, o) und #(xy, u, v;) = t(x,, uy, vy) gilt nach (K'3) x, = x,, was ein
Widerspruch ist. Somit erhalten wir x; < x,.

lIA

A S

2. Gilt uy < u, so verfahren wir genauso wie im Teil 1.

Bemerkung 3. Unter Anwendung der Folgerung (3) 148t sich zeigen, daB in (A*3)
Xo < x = 1(x, uy, v;) < t(x, Uz, v;) bzw. x < xo = t(x, uy, v,) < t(x, uy, vy) gilt.

Satz 3. Es sei 7 = (R, t,t,) ein geordneter affiner lokaler Terndrring und
T = (R/Ry, t’) der zugehorige Restklassen-Terndrkorper. Sind x,, X,, x drei Ele-
mente von R mit X; = X, und x; < x < x,, dann X; = X.
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Beweis. Wir nehmen an, daB X, = X,, x; £ x < x, und zugleich X; + X gilt.
Nach (K2) gibt es genau ein v, € R mit 0 = #(x, 1, vy). Gilt j, =0 fir y, =
= 1(xy, 1, 0p), dann ergibt sich nach Satz 1 0 = #(x,, I, v,) = ¢(X;, 1, 3,) und
0 =tx,1,0)) =0 =r(x1,5,). Da T' = (R/Ry, t') ein Ternarkorper ist, gilt nach
(K1) zugleich auch 0 = r(%,0,0) = r(x,,0,0). Wegen 7(x,,1,5,) = t'(%,,0,0)
und #'(%, T, 5,) = ¢'(%, 0, 0) erhdlt man nach (K3) X = X,, also einen Widerspruch.
Mithin ist y, # 0. Wegen X; = X, und j, # 0 gibt es nach (T3) genau ein Paar
(u,v)€ Ry x R mit x; = t,(yy, u, v) und x, = £,(0, u,v). Da aus x, = 1,(0, u, v)
nach (T5) x, = v folgt, gilt y; = t(x;, 1, vy), 0 = 1(x, 1, vp), X; = t,(yy, u, x,), x =
= 1,(0, u, x). Unserer Voraussetzung x; < x nach folgt also gemaB (A4) x, < x.
Wegen X; = X, und X; + X ist X # X, und x, < x, im Widerspruch zu unserer
Voraussetzung x < x,. Damit erhalten wir X; = X.

Definition 12. Ein Ternarkdrper T = (R, t) heifit geordnet, wenn die Menge R so
geordnet ist, daf3 (Al) und die folgende Bedingungen gelten:

(A’3) Es sei t(xq, uy, v1) = t(xq, U, 03), Uy < u,. Gilt x5 < x bzw. x, < x, dann
ist 1(x, uy, v1) < (x, uy, v;) bzw. 1(x, us, v5) < t(x, uy, vy). (Siehe [17).

Satz 4. Ist 7 = (R, 1, t,) ein geordneter affiner lokaler Terndrring und T =
= (R, t) der zugehérige lokale Terndrring mit vollstindigem Ideal Ry, dann ist
T' = (R/Rq, ') ein geordneter Terndrkor per.

Beweis. Auf der Menge R’ = R/R, erkliren wir eine binare Relation < folgender-
weise: Fiir X, j € R’ setzen wir X < j genau dann, wenn es Elemente aeX, be y
mit a < b gibt. Diese Definition ist von der Wahl der Elemente aus X und y unab-
hingig: Ist X = y, dann gilt @ = b fiir beliebige a e X, be j. Es sei also X < .
Dann gibt es Elemente a € X, b € j mit a < b. Ist b, ein Element von j mit b; < aq,
dann gilt b, < a < b, was wegen b, = b und @ + b, im Widerspruch zum Satz 3
steht. Mithin ist a < b;. Ahnlicherweise ergibt sich fiir ein beliebiges Element
a, € X, daB a; < b gilt. Es ist leicht nachzupriifen, daf3 die auf der Menge R’ ein-
gefithrte Relation < eine Anordnung ist ([6], Def. 1). Wir zeigen, daB diese An-
ordnung den Forderungen (A1) und (A’3) geniigt.

Ad (A1). Es seien 7,9 € R" mit # < ¢'. Dann gibt es Elemente w, w' € R mit
w=w und w =25 w = 0. Wegen w < w ergibt sich t(a, u, w) £ t(a, u, w') fiir
alle a,u e R. Wegen t(a, u, w) = ¢(a, i, \Tv) und f(—a,_u,—w) = t'(a, u, w') gilt nach
der Definition der Anordnung auf R’: (g, i, w) < ¢(a, @i, W), also (@, ,7) <
< t(a, u, o).

Ad (A’3). Es seien t'(%y, iy, 0;) = t'(Xy, il5, U,), i1 < il und X, < X. Wir wihlen
Elemente X, € Xo, uj €ily, v} €0y, uy €il,. Setzen wir y = #(xq, uj, vy), dann gibt
es nach (K2) genau ein weR mit y = t(xg, uy, w). Wegen j = t'(Xo, ily, ;) =
= 1'(X, iy, U;) = 1'(Xo, i, W) erhalten wir nach (K2) w = ©, und mithin w e b,.
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Ist x"eX, dann gilt #(xg, uj, v}) = (o, us, W), uj < uy, iy + i1, und x5 < x'.
Nach Satz 2 ergibt sich dann #(x’, uj, vj) < #'(x', u3, w). Nach (K3) folgt aus
U(X, iy, by) = 1(X, iy, W) = (X, i, 0,) wegen (X, iy, 0;) = t'(X, i, 5,) die
Gleichheit X, = X, was aber ein Widerspruch ist. Nach der Definition der Anordnung
von R’ gilt also ¢(X, iy, b;) < t'(X, i1, D,). Der Rest des Beweises wird analog
gefiihrt.

Satz 5. Es sei = (R, t,t,) ein geordneter affiner lokaler Terndrring. Sind
u, uy zwei Elemente von R mit it % iiy und u < uy, dann gilt 0 £ x = t(x, u, v) <
< 1(x, ug, v) und x < 0 = t(x, u, v) < t(x, u, v) fiir ein beliebiges v e R.

Beweis. a) Es seien x, ve R mit 0 < x. Setzen wir y = #(x, u, v), dann gibt es
genau ein vy € R mit y = #(x, uo, vy). Da zugleich #(0, u, vy) = #(0, uy, v,) gilt,
ergibt sich nach (A3) 0 < x = v, < v. Nach (A1) ist dann v, < v = #(x, uo, vy) <
< 1(x, ug, v), also t(x, u, v) < t(x, ug, v).

.b) Ganz dhnlich geht man im Falle x < 0 vor.

Bemerkung 4. Nach Folgerungen (1) und (3) der Definition 11 gilt 0 < x =
= 1(x, u, v) < 1(x, ug, v) und x < 0= 1(x, ug, v) < t(x, u, v).

Satz 6. Es sei = (R, t,t,) ein geordneter affiner lokaler Terndrring. Sind
u, Xy, x, Elemente von R mit it + 0 und x; £ x,, dann gilt 0 £ u = t(xy, u,v) <
< t(x5, u,v) und u £ 0= t(x,, u, v) < t(xy, u, v) fiir ein beliebiges v € R.

Beweis. a) Es seien u,ve R mit 0 < u, # + 0. Setzen wir vy = 1(xy, u,v), v, =
= #(x,, u,v), dann gilt auch v, = #(x;, 0, v,) und v, = 1(x,, 0, v,), woraus wir
nach (A3) x; < x, = v; < v, = #(xq, u, v) < (x5, u, v) erhalten.

b) Analog zu a) geht man im Falle u < 0 vor.

Bemerkung 5. Fiir # + 0 und x; < x, gilt 0 < u = #(x,, u, v) < t(x,, u, v) und
u < 0= t(xy,u,v) < t(xy, u,v).

Satz 7. Im geordneten affinen lokalen Terndrring I = (R, t, t;) gilt 0 < 1.

Beweis. Es sei 1 < 0. Nach Satz 5 und Bemerkung 4 erhalten wir wegen 0 % T,
daB #(x, 1, v) < #(x, 0, v) fiir beliebige v, x € R mit 0 < x gilt. Fiir v = 0 ergibt sich
speziell x < 0, im Widerspruch zu 0 < x.

Bemerkung 6. In der im Beweis von Satz 4 eingefiihrten Anordnung von T’ =
= (R’, t') gilt nach Satz 7 0 < 1. Fiir die Elemente a €0, be1 von R ergibt sich
dann a < b.

Satz 8. In jedem geordneten affinen lokalen Terndrring existieren unendlich
viele voneinander ferne Elemente.
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Beweis. Es sei 7 = (R, t, t;) ein geordneter affiner lokaler Ternirring. Setzen
wir im Satz 6 x; = 0, x, = u = v = 1, so nach Bemerkung 5 gilt wegen 0 < 1 die
Ungleichheit #(0, 1, 1) = 1 < #(1,1,1) = v,. Sind die Elemente 1, v, benachbart,
dann ist #(0,1,1T) =T =¢(1,1,1). Da zugleich T=¢(0,0,1) = ¢(1,0,1) gilt,
erhalten wir nach (K3) 0 = 1, denn T" = (R/R,, t') ist ein Ternirkdrper. Die Ele-
mente 1, v, sind also fern. Es seien 0, v; benachbart. Nach Satz 3 folgt dann aus
0 < 1 < v, die Gleichheit T = 0, was ein Widerspruch ist. Die Elemente 0, 1, v,
sind also voneinander fern. Wegen 1 < v, gilt nach Satz 6 v, = (1,1, 1) <
< t(vy,1,1) = v, und das Element v, ist von den Elementen 0, 1, v, fern. Wegen
vy < vy gilt vy = 1(vy, 1,1) < vy, 1, 1) = vy mit T, #+ §3 u.s.w.

Satz 9. Es sei # = (R, +, *) ein konvex fastgeordneter lokaler Ring mit maxi-
malem Ideal R,. Setzt man t(a,b,c) = ab + ¢ Va,b,ceR und t,(a,b,c) =
=ab + ¢ Va,ce RVYbeR,, dann ist 7 = (R, 1, 1) ein geordneter affiner lokaler
Terndrring.

Beweis. Nach [5], Beispiel 2 und Satz 4 erfiillt 7 die Forderungen (T1) bis(T4)
der Definition 10. Es gilt dabei #,(0, a, b) = 0a + b = b und 7 ist ein affiner lokaler
Ternérring. Wir zeigen, daB J geordnet ist (Elemente von R/R, bezeichnen wir
mit a, b, ...). ,

Ad (A1) Es seien v, v’ € R mit v < v'. Nach (R1) gilt dann v + au < v' + au
und au + v £ au + v’ fiir alle a, u € R, also ist #(a, u, v) < ta, u, v').

Ad (A2) Wegen t(a, u,v) = t;(a,u,v) Ya,ve R VueR, verfahren wir analog
zu (Al).

Ad (A3) Es sei t(xy, u, v;) = t(xy, U, Vo), H(X2, U, v2) = t(x3, U, Vo), &l * iy, also
XU 4+ vy = xquy + v und X,u + v, = X,Ug + V. Dieletzten Gleichheiten ergeben
(X2 = X1) t + vy — v; = (x5 — ;) tg, also (xa = xy) (o — u) = v, — vy

1. Es sei u £ u,. Wegen i * i, gilt ug — u ¢ R,.

a) Aus x; < x, ergibt sich nach (R1) 0 < x, — x; und aus Folgerung (2) der
Definition 3 folgt (x, — x;)u < (X, — X;) o, also 0 = (x, — x;) (uo — ) und
0 < v, — v;. Somit ist v; < v,.

b) Es sei v; < v,. Wegen 0 < v, — v, erhdlt man 0
(x2 — xy)u < (x5 — x;) uo. Wegen uy — u¢ Ry und u
(4) der Definition 3 0 < x, — Xy, also x; = X,.

(x2 = x;) (up — u) und

b
< u, gilt nach Folgerung

2. Im Falle uy < u geht man ganz analog zu 1 vor.

Ad (A4) Es sei y; = t(xy, g, 0y), ¥2 = UX2, g, Vo), Xy = t;(yy, 4, 0;), X, =
= t,(y,, u, v;) Mit u € Ry, also y; = xyUo + Vo, V3 = Xty + Vg, X; = YU + vy,
X, = y,u + v,. Dieletzten Gleichheiten ergeben y; — y, = (x1 — xz) Uy, Uy — Uy =
= (x; — x;) + (y1 — y2)u, also v, —v; = (x2 — xy) + (xl - x2) U = (xz —
— x1) (1 — uou). Wegen u e R, gilt dabei uou € Ry, 1 — ugu ¢ Ry und nach (R3)
ist mithin uou =< 1.
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ES sl Xy = Xy, also 0 < x, — x;- Wegen uo = 1 und 1 — uou ¢ R, ergibt

sich nach Folgerung (2) der Definition 3 (x2 — x1) gt < x5 — Xy, also 0 <
= (Xz — X1) (1 = uou), was 0 < v, — 1 und v, £ v, bedeutet.

2. Aus v < v, folgt 0 = (x2 — x) (1 — uou) und (x; — x;) uott £ X, — ;.
Wegen uod < 1 und 1 — uou ¢ R, gilt nach Folgerung (4) der Definition 3 0 <

S X, — X35 also x; £ x5

Ad (A5) Es sei x, = 11()’1’ Ug, Vg)s X2 = t1(y2, o, U0)9 Y = t(xl’ u, 01)3 V2 =
= 1(x,, u, v;) mit u, € Ro, also x, = VilUo t Vg, Xa = Yolio + Vo, Y1 = X U + vy,
Y2 = x,u + v,. Daraus folgt x, — X2 = ()’2 - Y1) Ug, Uy — Vg = (J’Z - Y1) +
+ (%, — x2)u und v, — vy = (2 — y1) (1 — uqou). Ferner geht man analog zu
Ad (A4) vor.

Satz 10. Es sei I = (R, 1,1,) ein geordneter affiner lokaler Terndrring und
T = (R, t) der zu I gehdirige lokale Terndrring. Auf der Menge R definieren wir
bindre Operationen +,* mit t(1,a,b) = a + b, t(a, b, 0) = ab fiir alle a,beR
und nehmen wir dabei t(a, b, c) = ab + ¢ an. Ist # = (R, +, *) ein assoziativer
Ring, dann ist R ein konvex fastgeordneter lokaler Ring.

Beweis. Es sei R, das vollstindige Ideal von T = (R, t). Dann ist R, + R.
Zunéchst beweisen wir, dal R, ein Rechtsideal von £ ist, d.h. xa € Ry, x + y € Ry,
—x € R, fiir beliebige a € R und x, y € R, gilt. Dazu verwenden wir die Definition 6
eines Ideals von T, wo, unserer Definition von + wegen, a @ r = a + r fiir a e R,
re R, gilt.

1. Es seien a € R, x € R,. Setzen wir xa = (0 + x)(a + 0) + (0 + 0), dann ist
xa =10+ x,a+0,0+ 0) und nach (iii), Definition 6 gibt es ein Element ' € R,
mit xa = #(0, a,0) + r" = ¢. Mithin ist xa € R,.

2. Esseix € R,. Setzen wir b = a + x fiir ein Element a € R, dann gilta = b — x.
Nach (ii), Definition 6 gibt es ein ' € R, mit a = b + r’. Daraus ergibt sich b — x =
=b+ 71 und ' = —xeR,.

3. Es seien x, y € Ry. Setzen wir x + y = (0 + x) (1 4+ 0) + (0 + y), dann ist
x+y=1t0+x, 1+0, 0+ y) und nach (iii) gibt es ein r' € R, mit x + y =
=10,1,0) + 1 =1

Ferner beweisen wir, daB R, der einzige maximale Rechtsideal von # ist. Es sei Q
ein Ideal von £, welches in R, nicht enthalten ist. Dann gibt es ein Element m € Q
mit m ¢ Ry, also 7 + 0 in T' = (R/R,, t'). Setzen wir a = m, b =1, ¢ =d =0,
so gibt es wegen 7 #+ 0 nach (K'4) ein Paar (x, y) € R x R mit 1 = ¢(m, x, y) und
0 = #(0, x, y), also mit 1 = mx + y und 0 = Ox + y. Daraus ergibt sich y =0
und 1 = mx e Q, weil m € Q und Q ein Rechtsideal von £ ist. Aus 1 € Q folgt dann
Q = R. Alle von R verschiedene Rechtsideale von £ sind in R, enthalten und daher

ist Ry der einzige maximale Rechtsideal von #. Nach Definition 2 ist also £ ein
lokaler Ring.
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Wir beweisen, daB # konvex fastgeordnet ist: Wegen #(a, b, ¢) = ab + ¢ gilt
((1,a,b) =a + b =t(a, 1, b).

Ad (R1) Es seien a, b,ve R mit a < b. Setzen wir im Satz 6 u = 1, x; = a,
x, = b, dann erhalten wir 0 £ 1 =t(a,1,v) < #(b,1,v), also a + v < b + v.

Ad (R2) Es seien a,beR mit 0 < a, 0 < b und b ¢ R,. Setzen wir im Satz 5
u=0, up=>b,x = a,v =0, dann erhalten wir wegen b + 0und 0 < b: 0 < a =
= 1(a, 0,0) < #(a, b, 0), also 0 < ab.

Ad (R3) Ist aeR,, dann ist ae0 und 1 €1, wo 0, Te T". Nach Bemerkung 6
gilt dann a < 1.

Es sei o = (2, £, 1) eine AK-Ebene ([6], Def. 3, [5], Def. 10). Durch ein Ko-
ordinatensystem (x, y, E) von & ist ein affiner lokaler Ternérring J , zu erklaren
([5] und [6], Behauptung (K)). Den Sitzen 13 bis 17 von [6] nach erhalten wir:

Satz 11. Ist eine AK-Ebene o/ konvex geordnet ([6], Definitionen 5 und 8), dann
ist der zu o gehorige affine lokale Terndrring  ,, geordnet.

Es seien 7 = (R, t, t,) ein affiner lokaler Ternirring, T = (R, t) der zu I gehdrige
lokale Ternarring mit maximalem Ideal Ry, und T’ = (R/R,, t') der durch R, be-
stimmte Restklassen-Terndrkorper. Ferner seien 2, %, ¥, Mengen mit # N &, =
=2?2nY, =% NnZ,=0und ¢ :RXRo>PZ,n:RXRoZ,{:Ry x R
— &, bijektive Abbildungen. Setzen wir (x,y)* =[x, y], (m, k)" = {m, k),
(m, k) = m, kY, & = £, U £, und definieren wir eine Inzidenzrelation I = 2 x
x & durch [x,y]Km, ky<y=1t(x,m k), [x, y]Im, ky<x = t,(y, m, k),
dann ist das Tripel &5 = (2, &,1) eine AK-Ebene ([5], Satz 7). Die Elemente
von # bzw. &% heilen Punkte bzw. Geraden von ;. Die Geraden {mj, ky),
{my, ky» bzw. {my, k;y, {m,, k,)) sind genau dann parallel, wenn m; = m, ist.
Zum Ternarkorper T 1aBt sich dhnlich wie oben eine affine Ebene /4. erkléren.
Die Abbildung x mit [x, y] - [X, ], <m, k) = {m, k), m, k) — {m, k)y ist ein
Epimorphismus der AK-Ebene &7, auf die affine Ebene &/;.. Ist 4 bzw. a ein Punkt
bzw. eine Gerade von &/ 5, dann setzen wir Ax = Abzw. ax = a.Sind 4 = [xl, 1l
B = [x,, y,] zwei Punkte von &/, dann gilt 4 = B genau dann, wenn X; =
=X, Ay = j, ist. Sind p = {my, k>, g = {m,, k,> zwei Geraden von &,
dann p=g<m; =m, Ak, =k, Fiir zwei Geraden p = {m, ki), g =
= {m,, k,) gilt p = G genau dann, wenn k, = k,. Zwei Punkte 4, B mit A + B
heiBen fern. Anderenfalls sind 4, B benachbart.

Satz 12. Ist 7 = (R, t, tl) ein geordneter affiner lokaler Terndrring, dann ist die
AK-Ebene o 5 konvex geordnet.

Beweis. I. Auf der Punktmenge beliebiger Geraden (u, v) € £, erkldren wir eine
bindre Relation < durch die Anordnung der Menge R wie folgt: Ist [x,, yy],
[x2, y2] I1<u, v), dann [xy, y,] £ [%2, y2] < x; < x,. Es ist leicht nachzupriifen,
daB diese bindre Relation eine Anordnung ist. (Die Anordnungen auf R und auf der
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Punktmenge von {u, v) bezeichnen wir mit gleichem Symbol <). Auf der Punkt-
menge einer beliebigen Geraden (u, v) € &, definieren wir eine Anordnung #hnli-
cherweise: Gilt [xy, y,], [%2, y,] I €u, vy, dann [x, y1] < [%2, y2] < y; < ya
Auf jeder Geraden {u, v) € £, erklaren wir durch die oben definierte Anordnung <
eine Zwischenrelation (s#x) wie folgt: Ist [x, y,], [x,, 2], [X3, y3] I {u, v), dann
gilt  ([x1, y1] [x2, 2] [x3, ,V3])° [xla y1] £ [x2 y2] = [x3, 93] v [x3, y3] =
< [x2, ¥2] £ [*1, y1] < x; £ x, £ x3 V x3 £ X, < x;. Analog wird auch eine
Zwischenrelation auf jeder Geraden von %, definiert.

II Wir beweisen, dafl auf jeder Geraden von &/, mindestens drei voneinander
ferne Punkte liegen. Es sei (u, v) eine Gerade von &,. Ein Punkt [x, y] liegt genau
dann auf <u, v), wenn y = #(x, u, v) ist. Fiir ein beliebiges x € R gibt es also genau
einen Punkt [x, y], der auf (u, v) liegt. Sind die Elemente x, x, € R fern, dann gilt
X; * X, und die zugehdrigen Punkte [xy, y;], [X2, y,] von {u, v) sind auch fern.
Nach Satz 8 enthalt die Menge R unendlich viele voneinander ferne Elemente. Mithin
gibt es auch auf der Geraden <{u,v) unendlich viele voneinander ferne Punkte.
Ahnliche Betrachtungen kann man auch fiir eine beliebige Gerade von %, durch-
fiihren.

III. Wir beweisen, daBl die auf der Geraden von &/, definierten Zwischenrelatio-
nen durch die Parallelprojektionen ([6], Def. 4) reproduziert sind. Es sei also ¢
eine Parallelprojektion der Geraden g auf die Gerade g’ mit der Richtung I(h).
Dann gilt h } g, h J §'. Es seien ferner 4; = [x,, y;], A; = [xi}, y;] die Punkte mit
A;1g, Aj1g', A;, A;1 hy, wo h; e I(h) fiir alle i € {1, 2, 3}. Wir sollen (4,4,4;) =
= (A;A5A}) beweisen. Dazu werden wir einzelne Fille untersuchen.

1. Es seien g,g’,he%,. Dann 1aBt sich g = (uy, v,), g = <uy, v5), h =
= {u,v) setzen. Wegen h } g, h J g’ gilt dabei # + @, und # # i,. Ferner sei
h; = Cu, w;y fiir alle ie{1,2,3}. Wegen 4,1g bzw. A;1g’ gilt y; = t(x;, uy, vy)
bzw. y; = t(x}, u,, v,) und wegen A;, 4; 1 h; dann y; = t(x;, u, w;), yi = t(x, u, w;).
Daraus erhilt man

(%) t(xi ug, vg) = t(x;, u, wy),

(%) t(xi, uz, v) = txi, u, wy).

Es sei (4;4,45). Dann gilt entweder 4; < A, < A; oder A3 £ A, = A4,. Wir
nehmen an, daBl 4; < 4, < A4, also x; < x, < x5 ist.

a) Esseiu < u; und u < u,. Wegen i = @iy, u < uy und x; < x, ergibt sich nach
(A3) und (x) fiir i e {1, 2} die Ungleichheit w, < w,. Dann wegen @ * i, u < u,
und w; < w, folgt aus (++) nach (A3) x{ < x}. Ahnlich ergibt sich fiir i€ {2, 3}
X, £x3=>w, < wyund wy, £ wy = x, < xj3. So gilt xj £ x5 < xj, also (474543).

b) Ist u < u; und u, < u, dann erhalten wir nach (A3) unter Anwendung von (x)
und (#*) schrittweise x; £ x, = w; S w, = x5 £ x; und x, < X3 = W, < wy =
= x3 < x;. Daraus folgt x3 < x5 < xi, also (4;4545).

Alle weitere Félle u; < u, u < u, und u, < u, u, < u priifen wir analog nach.

566



2. Es seien g, he %, g’ € &,. Dann 1aBt sich g = Cuy,v,>, h = (u,v> und
= uy, v, schreiben. Da stets h ) g’ gilt, sollen wir nur Mg, also u =+ i1,
voraussetzen. Setzen wir h; = (u, w;», dann gilt y; = #(x;, uy, v,), Xi = 1,(y}, uy, v,),

i = t(x; u, w;) und y; = t(x,, u, w;). Daraus erhalten wir

(*) t(xi’ Uy, Ul) = t(xia u, wi)a

(%) xi = t3(¥}, Uz, v2), yi = t(x}, u, wy).

Es sei wieder (4;4,45) und x; £ x, < x,.

a) Es sei u < uy. Fiir i € {1, 2} erhalten wir nach (x) und (A3) x; < x, = w, <
< w,. Nach (A5) folgt dann aus () w, < w, = y; < y5. Fiir i € {2, 3} gilt dhnlich

2 £ X3 =Wy S w3 =y; < y;. Daher erhalten wir y; < y; < yj, also (4;4545).

b) Gilt u; < u, so erhalten wir analog zu a) Xy SEX=2>w, S w =y, £y
und X, £ X3 = W3 S W, = yj < ¥, also y; <y £ y; und (474543).

3. Es seien ge%,, g',he¥,. Dann laBt sich g = uy, v, g’ = {u,, v,),
h = {u,v), h; = {u, w;) mit it, + u schreiben. Anaiog zu 1 und 2 erhalten wir

(*) X; = tl(yi’ Uy, Ul)a Vi = t(xb u, wi),

(COR AT vy) = t(x}, u, wy).

Essei y; < y, < ;3. Nach (A5) folgt aus (%) y; < y, = w; S wyund y, < y3 =
= w, < ws. Gilt u £ u,, dann folgt aus (xx) und (A3) w; < w, = xj < x5 und
w, < w3 =X, = xj3,also x; £ x5 £ x5. Giltu, < u, dann erhalten wir w; < w, =
= x5, £ x; und w, £ w3 = x5 < x5, also xj < x5 < x§

4. Esseien g, g' € £,, he £;. Dannist g = uy, v, g' = uy, v, b = {u, v)
und h; = {u, w;). Daraus ergibt sich

(*) X; = tl(yb Ug, 01), Vi = t(xi’ u, Wi)’
(%) x; = t4(yis w2, 02), Yi = i, u, W)

Es sei y; < y2 < y3. Nach () und (AS) erhalten wir y, < y, = w; = Wy, J; <
< y3 = w, < ws. Nach (xx) und (A5) erhalten wir weiter w; < w, = y1 < )5,
wy £ w3 = yy S )3, als0 yi £ )5 S 5.

5. Es scien g,9' € £y, he Z,, also g = {uy, vy), g = {uy, v,>, h=<Ku,v)
und h; = u, w;». Daraus ergibt sich

(*) yi= t(xi, Uy, 01), X; = tl(yi’ u, Wi),

(#%) yi = t(x, ty, v2), X; = t,(yi, u, wy).

Es sei x; < x, < x3. Aus (x) und (A4) folgt x; < X, =>w; S w,, X2 =X
=w, < wy und aus (#+), (A4) folgt wy < w, = x| < x5, wy, < wy = X2 é X3,
alsox; £ x5 < x

=
=

III. Wir beweisen, daB &/, konvex geordnet ist. Es seien A4; [pr’] drei
Punkte der Geraden <{u, v)> und seien A, A; benachbart, also X; < X3, 1 = Js.

567



Nehmen wir dabei 4; < A, < 4,, also x; £ x, < x3 an, dann gilt nach Satz 3
X; = X,. Wegen A;, A, 1<u,v) ergibt sich y, = #(xy, u,v), y, = t(x,, u, v) und
folglich y, = t'(Xy, i1, ) = t'(X,, i, ¥) = y,. Wegen X, =X, und j, = j, sind
daher die Punkte A;, A, benachbart. Sind die Punkte A4; in einer Geraden von %,
enthalten, dann gehen wir ganz analog vor.

Bemerkung 7. V. Kunze studiert in [3] geordnete iiber kommutativen lokalen
Ringen konstruierte AK-Ebenen. Die Parallelprojektionen ¢(a, b, I1(h)) werden
dabei einigermaBen allgemeiner als in der Definition 4, [6] eingefiihrt. Es wird dort
nimlich die Giiltigkeit von a } h nicht gefordert. Die mit dieser Definition der Pa-
rallelprojektionen erklarten geordneten AK-Ebenen fiithren zu den iiblichen geordne-
ten Ringen (Deﬁnition 1). In den so definierten geordneten AK-Ebenen gilt z.B.
der folgende Satz: Haben zwei Geraden zwei Punkte P, Q gemeinsam, dann haben
auch alle Punkte zwischen P, Q gemeinsam ([3], S. 66). Daraus folgt: Haben zwei
Geraden zwei verschiedene Punkte gemeinsam, dann haben sie unendlich viele
Punkte gemeinsam. Damit ist die Inzidenz von Punkten und Geraden beeinfluft
und die Klasse der untersuchten AK-Ebenen einigeschrinkt.
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