
Czechoslovak Mathematical Journal

S. B. Norkin
О двуcтoрoнних решениях линейнoй cиcтемы c аcимптoтичеcки
пocтoянными кoэффициентами и запаздыванием

Czechoslovak Mathematical Journal, Vol. 33 (1983), No. 1, 58–69

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/101855

Terms of use:
© Institute of Mathematics AS CR, 1983

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized documents
strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://dml.cz

http://dml.cz/dmlcz/101855
http://dml.cz


Czechoslovak Mathematical Journal, 33 (108) 1983, Praha 

О ДВУСТОРОННИХ РЕШЕНИЯХ ЛИНЕЙНОЙ СИСТЕМЫ 
С АСИМПТОТИЧЕСКИ ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 

И ЗАПАЗДЫВАНИЕМ 

С. Б. НОРКИН, Москва 

(Поступило в редакцию 11/Х 1980) 

В работе изучаются условия существования двусторонних (определенных на 
всей числовой оси (— оо, GO)) решений линейной системы 

У'(0 = ^(0 Ц^ - ^(0) ' - 00 < ^ < 00 , 

где п X п матрица A{t) с действительно значными элементами и действительно 
значная функция т(г) ^ О таковы, что 

lim A(t) = А , lim т(̂ ) = т . 
Г--+ — ос Г-+ — со 

Здесь А — постоянная п х п матрица (случай, когда А нулевая матрица не 
исключается), т > 0. 

1. СИСТЕМА С п о с т о я н н ы м ЗАПАЗДЫВАНИЕМ 

В ЭТОМ параграфе будем рассматривать линейную систему с постоянным 
запаздыванием 

(1) УХО = A(t) Y{î - т), -00 < ^ < 00 , 

где п X п матрица A(t) представима в виде 

(2) A{t) = А + a(t) . 

Здесь А — постоянная матрица, а элементы ад(г) матрицы (x{t) непрерывны 
на (— 00, оо) и существует е > О такое, что 

(3) ||а(0|| = О(е^0 при t-^ -оо . 

Предполагая, что в (2) А ненулевая матрица, положим Y{t) = Z(t) + W{t), 
где Z{t) —решение укороченной системы 

(4) Z'{t) = AZ{t - т). 
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Тогда W(t)— решение неоднородной системы 
(5) WXt) = A{t) W(t - т) + а(0 Z{t - т) . 

Укороченная система (4) имеет, как известно, бесконечную последователь­
ность двусторонних решений. Пусть ?.j собственное значение матрицы А 
кратности /у, которому соответствует к элементарных делителей кратности ŵ  
(i = 1,..., /с; т^ + ... + m,. = Ij). С собственным значением Xj свяжем харак­
теристическое уравнение 
(6) со ~ Àjc-''' = 0, 

имеющее при Я̂  ф О счетное множество корней со̂ , г = О, ±1, ±2, ... (если 
Xj = О, то уравнение (6) имеет единственный корень œ^) = 0). Тогда для каждого 
корня сОг уравнения (6) f-му элементарному делителю матрицы А кратности w,-, 
связанному с собственным значением Я̂ , соответствует /л ,̂ вообще говоря, 
комплексно значных решений системы (4) вида 

(7) Zj;>(0 = е"=' Р .̂2(0 , s = 0,l,...,m,-l, 

где Ppl{t) — вектор функция с полиномиальными компонентами степени не 
выше 5. 

Теорема 1. Пусть в уравнении (5) матрицы A(t) и a(t) удовлетворяют (2) и (3), 
а функция Z(t) имеет вид 

(8) Z(0 = e-*'P.(0 = 
где Fs{t) — вектор функция с полиномиальными компонентами степени не 
выше S. Тогда для того чтобы уравнение (5) имело решение вида 

(9) W{t)=^e''(v+ Г t/(OdA, 

где V — ненулевой постоянный вектор, u(t) — вектор функция с компонентами 
из L(— 00, (Q и 
(10) Кеш ^ Кеш^, 
необходимо и достаточно, чтобы œ было корнем характеристического уравнения 
(6). 

Действительно, подставляя (9) в (5), сокращая на е"̂ ' и перехода к пределу 
при t -^ — 00, в силу (10) получим 
(11) lim u{t) = (œE - с''''А) V, 

f-> - 00 

Но для вектор функции с компонентами изД— оо, J) легко показать, ято если 
предел при ^ -> —оо существует, то это нуль-вектор. Таким образом, из (11) 
следует 

(œE - Q~"'A)V=0, 

Но F ф 0. Следовательно, со = со̂  — корень уравнения (6). 
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Для доказательства достаточности условия можно сделать замену перемен­
ной t = Ых я сослаться на теорему 2.1 из [1]. 

Полагая теперь в (8) Z(t) = Z^'^l(t), а в (9) со = œ,, получим представление для 
решений системы (1) 

(12) Y^li (О = е-^ (^ЩО + С и^т d^]. 

7 = 1, ...,p{h + ... + /р = п)\ / = 1, ..., /c(mi + ... + т;̂  = /̂ .); 5 = О, 1, ... 
..., ш̂  — 1; г = О, ±1 , ±2 , . . . (если Х^ = О, то г = 0). Здесь Pj>s(0 ~ вектор 
функция с полиномиальными компонентами степени не выше 5, u^pj^f) — вектор 
функция с компонентами из L(— оо, t/]. 

Таким образом, между двусторонними решениями полной системы (1) и уко­
роченной системы (4) установлено взаимно однозначное соответствие и, сле­
довательно, имеет место 

Теорема 2. Пусть в уравнении (1) марица A{t) удовлетворяет (2) и (3), где 
А — ненулевая матрица. Тогда для того чтобы система (1) имела бесконечную 
последовательность линейно независимых двусторонних решений вида (12), 
необходимо и достаточно, чтобы матрица Л имела по крайней мере одно отлич­
ное от нуля собственное значение. В противном случае система (1) имеет п, 
и только п, линейно независимых решений вида (12), где г = 0. 

Замечание. Так как элементы матрицы A(t) действительно значные функции, 
то все комплексно значные решения (12) системы (1) входят сопряженными 
парами. В силу линейности и однородности системы (1) каждой такой паре 
соответствует пара действительно значных решений (1). 

Пусть теперь в (2) Л — нулевая матрица. 
Будем говорить, что функция ц>({) принадлежит некоторому пространству L 

с весом ï;V(/), если \^^j{t) (p(t) е L. 

Теорема 3. Пусть в уравнении (1) матрица Ä{f) = а(̂ ) удовлетворяет условию 
(3). Тогда система (1) имеет точно п линейно независимых двусторонних реше­
ний в классе вектор функций с компонентами, принадлежащими L2(—оо, J] 
с весом é'^. Эти решения представимы в виде 

(13) У,(0 = f̂c + Г и,{^) d^ , /с = 1, 2,... , п , 
J — 00 

где постоянный вектор F̂  Ф О, а u^it) — вектор функция с компонентами из 
L(—00, d]. 

Утверждение теоремы следует из теоремы 1 и теоремы 4.1 из [1] (после 
замены переменной t = In х). 

Следующий пример показывает, что для теоремы 3 условие (3) является 
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точным. Рассмотрим скалярное уравнение 

(14) /(t) = а(0 y{t-T), т > О , 

где 

-00 < ^ ^ О, 
а (0= ^ - т 

( cp{t), О < Г < 00 . 

Здесь (p(t) непрерывна на (О, оо) и lim (p{t) = — 1/т. В уравнении (14) в терминах 

(2) Л = О, а а(г) удовлетворяет условию вида (3) лишь при г = 0. Уравнение 
(14) имеет решение y^{t) такое, что на полуоси — оо < t ^ О Ĵ *(0 = t. Это 
решение не принадлежит классу (13), хотя с^^^ y^(t) е L2(— оо, J] . 

В следующих параграфах указываются некоторые приложения и обобщения 
результатов этого параграфа. 

2. СКАЛЯРНОЕ УРАВНЕНИЕ п-ГО ПОРЯДКА 

Рассмотрим линейное дифференциальное уравнение п-то порядка с одним 
запаздыванием т > О 

(1) /"'(О = I (6.(0 /'Kt) + o,it) /"Xt - т)). 
к = 0 

Стандартный переход от уравнения (1) приводит к системе вида 

(2) У'(0 = A{t) Y{i - т) + Bit) Y(t) . 

Известны преобразования, приводящие систему вида (2) к двучленной системе 
вида (1.1) (при ссылках на формулы из другого параграфа будем пользоваться 
двойной нумерацией). Однако при такого рода преобразованиях существенно 
меняется структура матрицы и результаты, полученные в предыдущем пара­
графе, оказываются применимыми лишь при очень специальных предположе­
ниях для коэффициентов уравнения (1). 

С другой стороны, лдя одного специального класса скалярных уравнений п-го 
порядка с кратными запаздываниями 

(3) /"\t)="j:a,it)/'%t-(n-k)r) 

эти результаты могут быть использованы и в предположениях, эквивалентных 
(1.2), (1.3) (при ai^{t) ~ О, к = 1,2, ...,п — 1, уравнение (3) принадлежит классу 
(1)). 

Используя идею принадлежащего А. М. Зверкину метода „уравнивания 
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запаздывания", положим 

(4) x,(t) = y{t), 
x\(t) = X2it - T) = y'(0. 
^2(0 = Хз{1 - T) = y"it + T) , 

x'n-M = x,it - t) = /"-^\t + (n - 2) T) . 
Тогда в силу (3) 

(5) х;(о = /"Х< + ( п - 1 ) т ) = 
= ^ a,{t + (n _ 1) ^) /•)(; + (/с - 1) т) = Х fl,(î + (n - 1) т) x,^,(t - T) 

и в силу (4), (5) уравнение (3) эквивалентно системе 

(6) X'(t) = Ait) X(t - х) 

вида (1.1) с матрицей A(t), удовлетворяющей условиям (1.2), (1.3), если 

(7) a^{t) = а^ + aj^t) , а^ = const, 

aflt) непрерывны на (— оо, оо) и существует е > О такое, что 

(8) a^t) = 0(е") при г ^ - оо , 
/с = О, 1,..., n - 1. 
Если в (3) ai,{t) sO, /с=1,2, ...,и — 1 — двучленное уравнение 

(9) y^"\t) ^ a,{t) y{t - т), 
И 
О') сцМ = а + ао(0, 
где а Ф О, ао(0 Удовлетворяет условию (8), то матрица A{t) представима 
в виде 
(1.2') А{г)^А + ф), 

где а(̂ ) удовлетворяет условию (1.3), а собственные значения постоянной 
матрицы А имеют вид 

(l/a) [ cos -^^—hi sin ^ ] , если а > О , 
\ п п J 

)^Ç:/\a\)(cos^yj-^+isijyj^\ если а<0, 

7 = 0 , 1 , . . . , « - 1. 

Из (10) следует, что все собственные значения матрицы А простые и со-
отвествующие им характеристические уравнения (1.6) имеют только простые 
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корни. Поэтому решения (1.12) системы (6) имеют вид 

(11) X,Xt) = o4vjr + ^' tOrfâd^), 

j = 0, l,...,/i - 1; r = 0, ±1, ± 2 , . . . , 

где постоянные векторы Vp Ф О, iijjj)— вектор функции с компонентами из 
L{—co,d]. Соответственно для двусторонних решений скалярного уравнения 
(9) получим 

е-̂ ^ Л + Г v^XO ai] ^ ^>(0 еЬ{-аэ,с1], 

j = О, 1,..., п - 1 ; г = 0, ±1, ±2, . . . . 

Если в {!') а = О, то матрица А имеет и-кратное собственное значение 5 = 0. 
В соответствии с теоремой 2 система (6) имеет точно п линейно независимых 
решений вида (1.12) 

>>(0 

Xjit) = Pj{t) + [' uj 
J — оо 

l^)di, j = o, 1,...,п~ и 

где Pj{t) — вектор функции с полиномиальными компонентами степени не вы-
шеу, Uj{t) — вектор функции с компонентами из L(—оо, d], а скалярное уравне­
ние (9) — п двусторонних решений 

y.{t) = t'+\ vj{^)d^, Vj{t)eL{-co,d], J = 0 ,1 , . . . , / ! 
J - 00 

1 . 

3. СИСТЕМЫ С ПЕРЕМЕННЫМ ЗАПАЗДЫВАНИЕМ 

Как отмечено А. М. Зверкиным [2], с помощью замены переменных системы 
с переменным запаздыванием в ряде случаев могут быть приведены к систе­
мам с постоянным запаздыванием. 

Заметим прежде всего, что условия, при которых изучалась система (1.1), 
имели асимптотический характер при t-^ —оо. Это естественно, так как ре­
шение, построенное на (—со, d] для любого d, при естественных предположе­
ниях всегда продолжимо на \_d, оо). Поэтому преобразование запаздывания 
будем рассматривать лишь на участке ( — оо, — Т), где Т > О достаточно велико. 

Рассмотрим систему 

(1) Х'(х) = В(х) Х{ф)) , - 00 < X < 00 , 

где п X п матрица В(х) представима в виде 

(2) В(х) = В + ß(x) . 
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Здесь В — постоянная матрица, а элементы ßiki^) матрицы ß{x) непрерывны 
на (— 00, оо) и существует е > О такое, что 

(3) ||^5(х)|| == 0(е^^") при х - ^ - о о . 

Функция запаздывания (р{х) непрерывно дифференцируема на (—оо, — Г), 
монотонно возрастает, (р(х) < х и lim (р(х) = — GO. Как показано в [2], при 

х - * — 00 

этих условиях существует преобразование 

(4) X = Q{t) {-(X) <t < d), 

где e{t) непрерывно дифференцируема на ( — оо, Ẑ) и монотонно возрастает, 
приводящее систему ( 1 ) к виду 

(5) Y\t) = OXt) A{t) Y{t -т), ~oo < t < d, 

где матрица A(t) удовлетворяет условиям (1-2), (1.3). Функция в(() является 
решением функционального уравнения 

(6) cp(0(t)) = 0(t - т ) . 

Для того чтобы и матрица в'{1) A(t) удовлетворяла условиям (1.2), (1.3) 
необходимо и достаточно, чтобы при t -^ —GO 

(7) 0\t) = а + О(е^0 . ^̂  > ^ . 

Пусть в (1) функция запаздывания (р{х) = х — А(х) такова, что для нее 
преобразование (4) обладает свойством (7). Тогда а > О и 

(8) X = 0(t) = at + b + 0{Q'') при ^ - ^ - o o 

и в силу (6) запаздывание А{х) в (1) представимо в виде 

(9) А{х) = ах + О(е^0 при Г -> - оо . 

С другой стороны, в силу (8) при t -^ —оо 

а а 
и, следовательно, 

в рассматриваемом случае в соответствии с (4) при t-^ —со, х-> — оо 
и наоборот при X -> - оо, г -> — оо. Поэтому из (9) в силу (7) и (10) получим 

(11) А{х) = ат + 0(е̂ ^̂ ^̂ -̂ ) при х -> - о о . 

Таким образом, для того чтобы результаты 1 обобщались на систему (1) 
с переменным запаздыванием по указанной выше схеме, необходимо, чтобы для 
запаздывания А(х) имело место представление (И). 
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Обратное утверждение удается доказать лишь при более тяжелых ограни­
чениях. 

Пусть в системе (1) функция запаздывания (р(х) представима в виде 

(12) ф) = х--А + ^(х), 

где !F(A) непрерывно дифференцируема на (—оо, Т*] (—Т> О достаточно вели­
ко) ИПрИХ-> — 00 
(13) »F(x)->0, Г(х) = 0(е^^). 
В силу (13) и 

(14) W(x)= 0(е̂ "̂) при X -> -00 . 

Замена переменной х = In ^ при обозначениях 

Х{х) = Х(1п О = У(0 , 
ß{x) =ß{lnt) =ßo{t), 

(15) X - Л + Цх) = In Г + In Я + In (1 + Г ô(t)) 

приведет систему (1) к виду 

(16) t Y^t) = {В + ßo{t)) Y(?J + Xt' Ô(1)) , 0<t <d, 

где В — постоянная п х п матрица, а 

(17) 11̂ ,(01 =0{П, v > 0 , t^ +0. 
Требуется доказать существование преобразования t = 9(z), 9{z)e C^(0,d), 

отображающего отрезок [О, J] в [О, d] и приводящего систему (16) к виду 

(18) Z ZXz) = (В, + ß,(z)) Z(lz), О < z <d, 

где ВI П постоянная п х п матрица, а 

(17') i/9i(z)|| =0(7") , / * > 0 , z - ^ + 0 . 

Тогда теоремы 2 и 3 из 1 обобщаются на систему (1), где функция запаздыва­
ния (р{х) удовлетворяет условиям (12), (13). 

Рассмотрим функцию ö(i) в (15). При t -^ +0 в силу (15) и (14) 

tô(t) = е̂ <̂ "̂> - 1 = е̂ (̂ '̂ "'> - 1 = 0 ( 0 , 

ô\t) = \ \f'''^T{\n t) - е̂ <̂ "̂ ) + 1] = 0(1). 

Отсюда следует существование К > Q такого, что 
(19) 1̂ X01 ̂  ^ . Outud, 
и, следовательно, для любых f̂ , ?2 е [О, ^] 
(20) \ô{t,)-b{t,)\uK\t^-hi­

es 



Рассмотрим теперь преобразование t = 9{z), приводящее функцию запазды­
вания в (16) к виду ÀZ. Аналогично (6) в силу (16) получим 

(21) 1 9(z) + Я e\z) ô{e{z)) = 0{Àz). 

Решение уравнения (21) будем искать в виде 

(22) Q{z) =^ Xz Л- z^ y{z). 

При этом система (18) будет иметь вид 

Z r{z) = (1+ Z r{z)) {В + ßo{e(z))) Z{lz) , 
где 

(23) Г(.) = А ± 4 ^ ) . 
Л + Z y{z) 

Таким образом в (18) 
В,=В, ß,{z) = (1 + Z r{z)) ß,{e{z)) + z r{z) В 

и, следовательно, для выполнения (17') достаточно 
(24) zr{z) = 0{z^), / г > 0 , z - * + 0 . 

Существенно, что все последующие построения мы можем проводить для 
достаточно малого d > О, так как решения систем вида (18), построенные на 
сколь угодно малой полуокресности нуля, могут быть продолжены вправо. 

Из (21) и (22) для отыскания y{z) получим уравнение 
(25) y(z) = X y{Xz) - (Д + z y{z)f b{Xz + z" y{z)) . 

Для доказательства существования решения уравнения (25) воспользуемся 
принципом Шаудера. 

Пусть G множество всех функций, равномерно ограниченных на отрезке 
[О, d\ константой M и удовлетворяющих условию Липшица с константой 
L = (Ija) К. Очевидно G является замкнутым выпуклым множеством. 

Наложим первое условие на выбор d: 
(dl) dM < X. 

Оценка для а > О будет получаена ниже. 
Определим на G оператор 

Ау=-Х y(Xz) - (Я + Z y(z)Y SiXz + ẑ  y{z)) . 

В силу (19) и (dl) 

\Äy\ ^ ЯМ + (Я+ dMf Kd(X+ dM) < ХМ + U^Kd й M, 

если d удовлетворяет условию 

(d2) dM < mm -IX,^ ^ 
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с другой стороны, пусть Zj, Z2 е [о, 5]. Тогда для любой y{z) е G в силу (19) 
« (da) 

\А ><20 - А y{z,)\ S Wz,) - y{Az,)\ + \{А + z, у{2,)У {0{А2, + zl yiz,)) -

- oßz, + z\ y{z^)))\ + |((A + z, y{z,)f - (Я + 22 y{z^)f) öiAz, + z\ y(z^% й 

й Я̂  L\z, - z,\ + (Я + аМУ K\X{z, - z,) + {zl y{z,) - z\ j;(z,))| + 

+ K\l + Ш) |(2Я + Zl y{z,) + Z2 Xz^)) (z, >'(zO - 22 j;(z2)| ^ 

g Д 1 + 12Kd^+ 16aM<5 + 4a2)L|2i - 22]. 

Выберем а и Я так, чтобы имело место 

1 + 4аЯ+ 4rf(3/i:a + 4Mo() ^ l/A^ 
или 

1 — я — 4(7^ 
(26) rf(3Krf + 4Ма) g -

4Я^ 

Правая часть неравенства (26) положительна, если 

(27) 0 < а < 1 ^ ' . 

Пусть (Хо и dç^ удовлетворяют соответственно условиям (27) и (d2). Тогда из 

(аз) <̂ М < mm \Х, ^ ^ ^ >̂ ^ l 
и^К 4/^(3X^0 + 4аоЛ/) 

последует 
ИХ^О - ^Я-^2)| ^ А^\ - ^i\ 

и, следовательно, при выполнении (27) и (аз) Ау (z) е G. 
Таким образом в полном линейном нормированном пространстве C(0,d) 

непрерывный оператор Ау переводит замкнутое выпуклое множество G в свою 
компактную часть. Следовательно, рассматриваемое отображение имеет по 
крайней мере одну неподвижную точку у = yo{z). 

Покажем теперь, что решение 7о(^) уравнения (25) имеет на [О, d] непрерыв­
ную производную. 

Подставляя у^{2) в (25), получим тождество 

7о(^) = ^ Joi^z) - (Я + Z yo{z)f ô{b + z^ yo(z)) , 

формальное дифференцирование которого приводит к функциональному 
уравнению 

Г(2) [ l + А ^u\z)ô(u(z)))\ = А̂  r(Az) - ? u(2)ô{u{z))Уо(2) -"Ml^ §^u{z)), 
[_ du J z z ôz 

(28) 
где положено u{z) = Àz + z^ 7o(z), a искомая функция T{z) = y'o{z). 
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При очевидных обозначениях запишем уравнение (28) в виде 

(28') a{z) T{z) = ;? T{Xz) + b{z) , 

где функции ö(z) и b{z) непрерывны на [О, d], В силу (19) и (аз) 

Id 
du 

iu\z)ôiuiz))) й 3K|M(Z)1^ = 3Kz^\X + zyo(z)p й 12КХЧ^ 

Таким образом, при выполнениии (27) и 

<" ( 1 - Я ) М^ (1 - Я̂  - 4аоЯ^) ММ /1 - Я̂  
(d4) 

(29) 

dM < min \ Я, 
и^К ' 4?.\3Kdo + 4аоМ) ' X \1 ПК у 

d 
MQ = max 

[0,5] du 
{u\z)ôiu{z))) < 1 - Я ^ 

На множестве С(0, d) всех непрерывных на [О, d] функций определим опе­
ратор 

Wy^—~ y{2.z) + 
a{z) a{zy 

В силу (29) из y{z)eC{0,d) следует W y{z) е С{0, d). Кроме того, для любых 
yi{z), yziz) е С(0, d) получим 

QiWy,{z\ Wy,{z)) = max \Wy,{z) - Wy2{z)\ = 
[o,a] 

max 
10,d] a{z) 

(y,{Xz) ~ y,{lz)) < 

YHQ 

1 - mo [0,3] 

Q{yi{^\ yii^)) « 

max \y^{z) - y2{z)\ = 

Ho в силу (29) A /̂1 — Шо < 1. Следовательно, уравнение (28) имеет, и притом 
единственное, решение. Это решение принадлежит С(0, d). 

Таким образом, производная 7о(Ю существует и непрерывна на [О, d\ и, сле­
довательно, |7о(Ю! = ^ 1 - Отсюда в (23) в силу (d4) 

I п/ M / M + dM^ 
A — dM 

что обеспечивает (24). 

Существование преобразования t = ö(z), приводящего систему (16) к виду 
(18), (17') доказано. Теперь остается сделать обратную замену переменной 
f = е^ 
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