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SVAZEK 1 (1956) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 2

TENKY PROFIL V NEHOMOGENNIM PROUDOVEM POLI

JAN POLASEK
(Pokracovani.)

6. Vzorce pro numericky vypocet

Ve své teoril jsme uzivali z davodu obecnosti pro jednotlivé veliiny tri-
gonometrickych rozvoji o nekoneéné mnoha dlenech. V praktickych piikladech
viak staci uzit obvykle trigonometrickych polynomu pomérné nizkého stupné.
Pro piimé technické pouziti uvedeme si v tomto odstavei vzorce, ve kterych
bude u ¢lentt prvniho ¥adu respektovano nékolik prvnich koeficientd trigono-
metrickych rozvoju (chvykle je zbytedné briti jich vice neZ Sest) a u é&lent
druhého fadu pouze tii koeficienty.

a) P¥imy problém. Slozky priméarni rychlosti jsou diny trigonometric-
kymi polynomy:

V x V. 2

T/—” = 3 v, cosnd, 7= L4 > w, cos nd (6,1)
0 #=0 0 n--0

In . . . I

a funkce S&% je dana trigonometrickym polynomem:
N

dy _ Z\ B, cosnd, kde B, — % Ban (6,2)

d(p n-0 ! , ’ ™m ..14m2 —1 '

Z rovnic (2,11) pak dostaneme (ve ¢élenech druhého ¥adu mtZeme psat By =
= §B,):

(1+{f’2Bg+

w?

w w? 1
%) Jo — 24 Byg, — 192 g: = By — v, + 3 By, +
1 1 w | 1 1
+ Bz(’g’ Mo E:“z) — g lBl‘ (?’0 Y "’z) + 3 Bz”l] >
w w? [ w?) .1
ZBl—f'ij %o +(1 - S'Bi‘“%)!h:B] *1’1+B1(#0T§Hz) -+

5 ol 2 i .
+ 3 By, — g [5 By, + £} Bz"'oJ > (6.3)



, o1 1 w ’
'U,) By, - = By, & gy = By — vy + 5 By + By{pe + - pa] + = By(vy —v,) ,
4 3 2 3 8

L w1 1 L.
gs = By — vy + 5} (Byuy + Byiy) -+ R Y By, + E) By, (6.3)

1 of 1 1
Jo = By — vy + o By, + ] !Vl By, + g Bzvl] )

CI

95 = By — vy 4 91 Byry,

g, =B, —v,, pro 6< <N,

Vytesime-li prvni til rovanice systému (6,3), dostaneme (po zanedbani malych
velidin tietiho ¥adu; pritom pokladame také Lw? za malou velitinu prvniho
fadu) konetné vzorce pro vypodet rozloZzeni cirkulace pii pfimém problému:

# X
y = 2V, <_ fo cOLg - + > g, sin nz?) ,

=1
kde
1 1 1 m [ 1
Jo =By — v + 5 By, + By (g o + E] Mz) -3 [B1 ('Vo Y "1)‘"
1 / 2 ) w? (1
) Bz(.B]f 5 B, + 2v, — "1) + 59 (f3 B, + 2w, 'VZ) ,
1 . w . 3

g = By — vy By fp -+ o M) Ty By + g B, (B,l A 2y - EReI

2 : w? 2 ‘

Y By(B, + 70)] + 96 (Bl 3 B, - 2y — 7'1)

[ 1 oW ) ,

g, = By, — v, + 5 By + By iy + 3 e + g Bi(B, + vy — vy) — (6,4)

- ; Bz(Ba — B, + i 1"1)
1 7
gy == By — vy -+ ) (Bypty + Bypy) +- 2 ("_ By, 4+ Bz"’o) s

o w (1 1
9= B, — v, + 9 By + Y (T)' By, + Bavl) )

(8]

95 = By —v; + T}Bzh )

oy
¢, =B, —v,, pro 6<n<N.

Pl numerickém vypodtu je stanoveni koeficientd u, a », rozvoja slozek
primarni rychlosti na profilu nékdy dosti pracné a je snazsi poditat slozky
primérni rychlosti a normélni derivace radidlni slozky primarni rychlosti na
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ndhradnim kruhovém oblouku. V tomto pFipadé stanovime jednak koeficienty
’ - < N - - 9 P gt .
v, pro 0 < n < N a p, pro 0 <= n < 2 rozvoju slozek primarni rychlosti na

o'
nahradnim kruhovém oblouku, jednak koeficienty v, = », - —,)’1 pro
on
P ~ o, o . .. L . Coq
0 <" n <2 kde " znati koeficienty v rozvoji norméalni derivace radidlni
on '

slozky primdrni rychlosti na nahradnim kruhovém oblouku. Koeficienty g,
poditdme pak ze vzorei:

, 1 . r, 1, ) _ 1
Gy = By — vy 5 B,y -+ B, (,; o + 5 /12) -3 [BJ.(”@ s 1'1) —

1 2 . m* (1 , ,
~ 5 B, (Bl — 3 B, + 2v, — ”1)] + 163 (‘3 By 4+ 2vy — 7'2) ,
Y A 5 . ., 1
g1 = By — v+ By [y + 5 M + 6 B q By B, + 2vg — vy — 5 ”1) -
2 w? 2 , ,
- 3’-32(»31 + "'n)] 4 96 (BI R B, + 215 — ”1) :
, 1 , , o, 3} .
gy = By — oy + 9 By + By g + T M =+ g B(B, + vy —ry) —
p 3
~3&@zwm~2Q] (6.5)
, 1 , , w {1 o1 -
g = By — oy ) (Bypy 4 Byug) + ] ("2' By, -+ £} B, '0) s
, 1 , w (1 I
go = By — v + ) By, -+ g \';j By, + 3 By,
gs = B, — v + 5o Bavs,

g, =B, —v,, pro 6<n<N,

b) Nepiimy problém. Pri fedeni neptimého probléinu postupujeme, jak
byle naznadeno v odst. 3, tak, #e si nejprve zvolime nahradni oblouk (2, m)

. a vhodny thel nastaveni ~,. Pro tuto konfiguraci uréime hodnoty koeficienti:

yopro 0w <N

a
A oA
o' oy - -
4 — ro . 3 " < <_ 2
Hys Vg =2V, 1= »?7] e pro O mn = 2.

Koneéné mame jesté predepsino rozlozeni cirkulace trigonometrickym poly-
nomem:
AY
y =2V,> g,sinnd; (6,6)

w1
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ponévadZ se obvykle navrhuje profil s hladkym vstupem, poloZili jsme v (6,6)
piimo g, = 0.
8 témwito vychozimi hodnotami budeme nyni feiit systém (3,9). Jako u pii-

mého preblému budeme v ¢lenech druhého Yadu zanedbavat viechny koeficien-
ty s indexem vétsim nez 2. Prvni aproximace feSeni je:

By=gn+, 1<n<N, (6,7)
Tyto hodnoty dosadime do systému (3,9):

, , , 1, 1 _
By = g, + v — (g, + ) [uo + 5 ke + %(fh - “Vl)] -

(5, w W
— (9. + ”z)(‘é/‘l ‘E”o) ~ 96 91>
Bg:92+1’;_(g1+”1)[2/’ + 5 (o —’2)]

—(gs + v3) (ﬂn + 5 M“ + g !71) )

. w1, 1, 1\
By =g, + vy — (9, + ”1)(? My + 1_6 ) (92 -+ v) [’é M+ %(1’0 — ”2‘”2)] ,

WY,

By =g, + v, — (91+V1) gz""’o)( ‘*'—1(%7’1)7

B*—gs‘f"’— ( 4‘“’2)

B =g, 49, pro 6<n<N.

Zména thlu nastaveni Aa je:

P
AOC =
14+@°
kde
N
, . [2] Bgm 1 , , w 1 _
P=—w+4Q +#0)m21m§t'f + 5 (Bl — Blg) — 5 | BYvo — 5 v2) —
1 1 B 2
- E’ Bg (? g] - 5’7"1)] - ’1%2 ds s (679)

. , 1 ov w
)= 57 Tt ( + p )4'@3’1’.
Spravny tihel nastaveni je o == &y + Ax a tvar profilu je dan vztahem:
n=7 [B(l — cos 9) +z Bis j—,;— B (1 -—cosnﬁ)] ,
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kde
I“BD ( 1+{“£)A/X’

o 6,10
B, = By + |52 4 ;)Ax, (6:10)
O 2
B, =B, 3<a2<N,
a‘ .
3]
B‘V— N BZ’M

o dmE — 1

- ¢) RozloZeni povrchové rychlosti na profilu. Povrechova rychlost
na profilu je podle (4,5) a (4,6) ddna vzorcem:

r dy dy 14

(/:[1—~2(d(p)]v+ V4w iii-ﬁ (6,11)
Viechny veli¢diny na pravé strané rovnice (6,11) s vyjimkou teéné slozky
indukované rychlosti jsou znamé, a to bud dané nebo vypoéitané podle p¥i-
slufnych vzored tohoto odstavee (bud pro piimy nebo nepfimy problém).
Tednd slozka indukované rychlosti je podle (4,4) dina p¥i nasi presnosti
vzoreem:

[ 1 4 w b} 1 1 1
v, = [j B, + 3} B, cos 4 + Z(l — *6"77)] (gu - 2(/1) - ’3432(90 - *2*92)-

(6,12)
Zaver

V praci je vybudovana teorie potencidlniho obtékani osamoceného tenkého
profilu vloZeného do nehomogenniho proudového pole. RozloZeni cirkulace
podél profilu (a tim rychlostui pole) pri daném tvaru profilu je ddno rovnicemi
(2,11). Tyto rovnice davaji vztahy mezi Fourierovymi koeficienty g, hleda-
ného rozloZeni cirkulace, Fourierovymi koeficienty B, tvaru profilu a Fou-
rierovymi koeficienty u.,, v, sloZek primarni rychlosti. Pro obecnost jsou psany
jako vztahy mezi nekonednd mnoha koeficienty; prakticky stadéi vziti p¥i vy-
pottu jen nékolik malo prvnich é&lent, jak je provedeno v (6,4) nebo (6,5), kde
jsou sestaveny vzorce pro prakticky vypodet rozloZeni cirkulace na tenkém
profilu vlozeném do nehomogenniho proudového pole (pFimy problém).

K uréeni tvaru profilu a tthlu nastaveni z daného rozlozeni cirkulace (ne-
piimy problém) jsou odvozeny rovmice (3,7)-—(3,9) a piipojen ndvod, jak
postupovat p¥i numerickém vypoétu. Pro prakticky vypodet jsou v odstavei
6 sestaveny vzorce (6,8)—(6,10) (respektujici jen maly, pro vétsinu skutes-
nych piipadt v8ak bohaté dostadujict podet ¢lent).



Povrchové rychlost na profilu je ddna vzorei (4,4) a (4,5), které jsou v Ses-
tém odstavei (6,11), (6.12) upraveny na tvar vhodny k numerickému vypodtu.
Koneéné je jesté v patém odstavcei odvozen vztah pro eelkovou cirkulaei.

Obtékani profilu miuze byti nvedenymi vzorei popsanc nekoneéné mnoha
zplsoby podle volby parametru o (stfedového tihlu nahradniho kruhového
oblouku); z téchto moznych popist zvolime ten, ktery didva co moznd malé

koeficienty 13,
© Vzorce jsou piehledné tim, ze obsahuji jednoduché hlavni éleny (prvého
radu):

Jn = ]3n Py

k nimz piistupuji malé korekee (éleny druhého fadu).

Uvazime-li, ze hodnoté ¢, = 0,4 odpovidd (v homogennim proudu s hlad-*
kym nabéhem) hodnota vztlakového koeficientu ¢ == mg, = 1,27 (t. j. témé¥
na hranici odtrzeni proudu), dostanenie pro velikost koeficientu ¢,(B,, ...)
i p¥i velké nehomogenité primarniho proudového pole smérné hodnoty ~ 0,2.
Pak ¢inf uvazované korekéni éleny druhého fadu jen nékolik setin a zanedbané
gleny tietiho #adu jsou fadové tisiciny. Piesnost vzorcd je tedy v celém roz-
sahu pouziti dostatedna.

Koneéné jesté upozornime na nékolik skuteénostf, které jednak omezuji
rozsah problémi, zvladnutelnych uvedenymi vzorei, jednak davajf ndméty pro
dalst prace:

a) vzorce plati jen pro tenké profily;

b) vzorce plati jen pro rovinny pripad:

¢) nejsou vypracovany vzorce, davajici tvar profilu pfimo z predepsané
rychlosti na jedné (podtlakové) strané profilu.

Zavérem chee autor podékovat dr Ladislavu Spatkovi za cenné rady a pod-
néty p¥i vypracovani tohoto ¢lanku.

Dodatek I

Dosadime-li do vyrazu pro radidlni a azimutédlni sloZku indukované rychlosti
(1,12) a (1,14) vyrazy (1,20)—(1,21), dostaneme:

T

. 1 L
;j, = (1 — #,) P f{go(l + cos z) — zlgv,[cos (n — 1)y — cos (n -+ ])}d}‘ y
0 ~- n-
0
1 : ? 1
I P ——— — e (COS y — 4§ 1 i" .
s [cos;{—cos{} is (cos x cos¢)]<A, (1)
b _1_ w fjg (I 4 cos y) — ,1, ig”[cog (n — .l.');/ — cos (n + ]»)7]1 dy .
Ve x4 l L ¢ 9 ( \ 4 I (
0
| (2)



Oznadime-li -

cOs ny
T _ 0 << o, o n=0,1,2,... :
I, f((ﬂ)'—(,oqﬁl/’ <V <, n=20,1,2, ..., (3)
dostaneme:

—;142 (l - '7(]) {go ] + { ) Lzlgn([n—l - In H) -

(1)2 1 ] 1
- 48[ o — — G5 — (go -5 g]) oS 19]} , (4)

U, w 1 ‘
v, =g\ g9 (5)

Jak bylo jiz dfive fedeno, rozumi se hodnotou integralu (3) jeho hlavnt hodnota.
Pro & > 0 plati:

l\q'—‘

7

B¢
de L g SE
cos y — cos @ sin ¥ s |sin’ L =) lo
0 '
B log sin {9 — L —1 ! 6
= in 9 si 5 ¢ 0g sin 5 € (6)
: dx s 1 . 1y
N S 3 i S . (
Z vyrazt (6) a (7) plyne:
| sin(¥) — ¥¢)
I, = - ) g .
0 4 lplirol sing 08 sin(d + le) 0 (8)

Dale plati:

1 - cos ¥ 1 [ cos z?q
I, == —_ = 9
! fcosx — cos 9 dx ”cf(l B cos y — cos z)) dg=1. )
0 0

* Pron > 1dostaneme:

T k4

N ;f,cu,b,(”fF by + cos (n — 1)y dy Zf cos g cosny o

cos y — cos cos y — cos ¥

0 [}
_ 2 cos ny - cos & cos ny dy — 2 cos 9 cos ny dy
7 cos y — cos ¥ 7T cos y — cos ¥
0 i
a tedy: i
oy + 1,1 =2cos 9, .- (10)
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Metodon 1iplné indukce dokdzeme pomoci revnic (8), (9) a (10) snadno, Ze

11

1 cOs 1Y sin nd
I = - — = T "
" nfcos § — cos ¥ dz sin & (11)
0

Dosadime-li hodnoty 7, do vyrazu (4) pro radialni slozku indukované rychlosti,
dostaneme:

v, @ w21 1 N _ 1
17; = (1 — n,) {720 gn COS nY _Zé[ﬁ 0o — vy gs (go ) .‘]1) C?S 19]} . (12)

Dodatek IT
Pii tipravé rovnice (2,10) potiebujeme rozvinout Cauchyv soudin
S = >a,cosvi.> b, cosid, . (13)
y=0 =0

v trigonometrickou radu tvaru:

o
S = > x,cosnd .
n=0

so1%

i a,b;lcos (v -+ 1) # + cos (v — 1)9] =
i=0

0
=14 > {> ab, ,cosnd -+ > ab,_, cos ni + z ab, , cosnd},

v=0 pev n=0 n=1

a tedy
S=3 2 [>ab, ,cosnd + > ab,_, cos nd] + z > ab, ., cosnd} =
n=0 »-0 ven n=1v»=0
= évzoa’vbv 7!" %720[0%610 + .Z() a’v(bfvn -~ v + bn : N)] cos ni s - (14)

nebo

S = Hade + Siab) + 1 SIS ab,_, + 3 @by, + a,,,b)] cosnd .(15)
1 v-0 y—u

P =) n

Uzijeme-li vzorct (14) a (15), dostaneme z rovnice (2,10) snadnou tpravou
nekonedny systém rovnic (2,11).

Dodatek III
Abychom se mohli presvéddit, Ze nekonedny systém linedrnich nehomogen -
nich rovnic (3,6) ma pravé jedno ohranidené feSeni, pfipomeneme si ndsledujici

vétu z teorie systémi linedrnich rovnic [10]:

126



Necht je din nekoneény systém linedrnich nehomogennich rovnic pro ne-
koneénd mnoho nezndmych z;, ¢ = 1, 2, ..., ve tvaru:

@y = by + €112y + C19%s + C13% -+ ...,
Zy = by - Coy®y + Cgpity + Oy + L., (16)
Ty = by + €5y + Cyp®y + CayT3 + ..,

Splituji-li koeficienty tohoto systému nerovnosti:
> leil <1 -0, i—=1,2, ..., ’ (17)
k-1

kde
6 =0

a jsou-li absolutni hodnoty absolutnich élentt ohranidené shora koneénym
dislem:

b < p < o0, (18)
pak systém (16) ma pravé jedno omezené fefeni, které je mozno ziskat metodou
postupnych aproximaci.

UZijeme-li systému (3,6) pro vypodet koeficientt B, pak, za predpokladu,
¥e dané velidiny g,, ¢, & v, jsou malé ve smyslu pozn. 2 a 5, jsou nerovnosti
(17) a (18) zfejmé spInény a nalezené hodnoty koeficienttt B, jsou rovnéz malé
veli¢iny ve smyslu pozn. 2.

Dodatek IV )

Podle (4,3) je tedna slozka indukované rychlosti dana integralem:

[

1 1 T ‘ — 9
w= g [ = 3 1) o0t = |5 10— gy ot T3 -
J
dn(eo) ] . . ¢ — @
e coti "5 P2 i (19)
Rozvineme-li cotangens v fadu: .
otg PP 2 9= (20)

2 D) 6
ve které bereme, jako v prvnim odstavei (1,21), jen prvni dva d&leny, dosta-
neme:

2

1 1 1 — g, dn(a,
=g [ 310 ) ot — o — T T
Anlpo)
- 0 d 0
| ML) S ) dg. (21)

((77’“ Pp)? ;P _?)



V tomto integralu zavedeme novou proménnou y definovanou rovniet (1,15)

a za funkce #, 37} a p(p) dp dosadime rozvoje (2,7), (2,6)
¥

a (1,20). Hodnoty
funkei 7 a %77 v bodd ¢, (ktery ma v novych proménnych soutadnici ¢) bu-
q}

. . y da . .

deme v dals$im oznadovat prosté symboly 5 a 7—1—7 (bez indext; srov. odst. 2
' ’ de

rov. (2,2) a (2,3)).

w w ' () )

Ti*gﬁfll— 7;+ (LO:X————COS?})'f——— )4[B(I~U)\.A) -}
[0

i Bn— - Bn, : 2

'"i“ Z 1 +1

2 B
TL T L gos my B -
A n ( 008 TM)] + @ [eos § — cos T

% B,y — B, cosny —cosnd B, cosnd ( (04 cong) —
! no ‘ (065 % — o8 ?9)’ &4 cos 7 — cos § I% e
— > gmlcos (m — 1)y — cos (m -+ 1)/]1 dy . (22)
2 o 1

J

Po provedeni elementérnich integract a malé vipravé dostaneme

U ® 5 w dny ’ B — B, \
w ol 5 By - S Prm T Pun _
A i [ 61— 308G J ( 30 -+ ” (go

2 l "

w? dy 1 .
) 96 dq( ) 92) e [(ZB Buygo -

z JE 1 ”41 (gn L — g“_rl)] — ASV(T()) . (23)
kde
vy b ﬂ[ G cos(n 4 1)y —cos(n+1)9
S = an]‘Bl T 7%2 B"[ (n - D(cos y — cos P2
_cos(m — L)y — cos (n — 1)d 2 cos nd) ey
(n — 1)(cos 7z cos #)2 cos y — cos U][ {g[’(l & cos 7)
— 1 Z galcos (m — 1)y — cos (m + ])73} d/( (24)
mo 1

Integral S(¢) nent smgul(nm jak by se snad na prvni pohlcd zdalo, nebot
limita koeficientu u BB, pro y = ¥ je

lim [He_os (n - )y — cos(n + 1)9
1

) cos(n — l)x —cos(n— 1)d
P (n + 1)(cos y — cos 9)? (n — 1)(cos y — cos 9)°

2 cos nd 7 8in no
— = b (25)
cos ¥ — cos & sin 9 )
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V tomto dodatku budeme predpokladat na pi., Ze Z 73| 8,| < w. Za tohoto

predpokladu fada s koeficienty B, v integrandu mte'

sralu (24) konverguje
v intervalu {0, n) stejnomérné a muzZeme proto integrovat ¢len po dlenu
(k tomu, aby bylo moiné integrovat v integralu (24) élen po délenu, stadila
by i mirngj$i podminka, aviak zvoleny piedpoklad nam zajistuje, ze i fada
pro gradient teéné slozky indukované ryvechlosti bude konvergovat stejno-
mérng).

Jak bylo poznamenano, jsou viechny integraly v (24) regularni, pro vypodet
je v8ak vyhodnéjsi (vzhledem k tvaru integrandu) poditat je jako integrily
singularni. Nejprve spoditame hlavni hodnotu singularniho integralu:

S, = 8, () — f cos my ——cosnd ©(26)

(cos y — cos )2

0
Pfedevsim je ziejmé, ze
Seg=0 a S;=10,=0. (27)
Pro n > 1 dostaneme:
Spa T Susy =
_ 1 a ~cos (n + 1)y + cos (n — 1)y — cos (n + 1)d — cos (n — 1)¥ dy —
44 (cos y — cos )2 g
0
_ ~_jn‘(-m % cos my — cos i cos ni dy — 2 cos z?fcos Ny — COS N dy
7 (cos ¢ — cos )2 Y a (cos y — cos 7)?

0 0

2 - cOos ny .
R - 1“ = 2 = l?q 2[ .
T fcosx—oos{)(’{ cos 95, + 21,
1)
Hodnoty singuldrnich integralt 7, byly poditany v dodatku I. rovn. (11).
Mizeme tedy psati:
sin nd

AS’,,,.LI + ASvrnﬁl =2 ’;’lﬁfb _!‘ 2 cos l()S (28)

Pomoet rovnic (':27) a (28) dokazeme snadno metodou tiplné indukce, ze:

5 9)2 ax 8in? @ sin?® ¢

S - 1 [cos ny — o8 nd dy — @:_Sgﬁ_oz_'z? ) 9945:}_9 sinjmc}. (29)
(08 5 — e

P’omoci integrald S, miZeme snadno vyjadfit hlavni hodnotu integrilu:

-

1 [cos my (cos ny — cosni)
Sn = L — ? s
P vrf (cos y — cos )2 di s (30)
0



nebot
Smn = %f{cos (m -+ n)y — cos (m + n)P -+ cos (m — n)y —

dy

— cos (m — n)d — 2cos nd(cos my — cos mP)} (cos y — cos D)’

a tedy
Sm,n = %S'm+n + z S]m-—'rz[ cos nﬂsm . (31)

Koneéné si jesté odvodime vyrazy pro dvé jednoduché kombinace funkei
8., které budeme v daliim pouzivat:

Son -+ Sin==80 + 3Sps1 -+ 18,y —cosnd 8,, n=1.
Podle (28) je

Son + 8yn = (1 + cos #) S, + s;%@g

a dosadime-li jesté za S, vyraz (29), dostaneme:

o sinn®  ncosnd
S()n_l b]n—(1+0() 19)( ngﬁ m) (32)
Obdobné urdéime:
1
Sm+1,n - Sm—l,n = ) (S-mﬂ:»'nﬂ - m+n~1) + = (Slm nal] S|m n- 1|)
— cos nHSpyy — Sm—y) = sin 5 [(m + n)sin (m 4 n)d +
+ (m — m) sinjm — n|9 — 2m cos nd sin md] . (33)

Po této p¥ipravé muzeme pristoupit k vypodstu jednotlivyeh &ent integralu
(24). Clen obsahujici soudin B,gm, pro n = 2, m = 1 bude tvaru:

Bngm . Km,n 5 (34)
kde

1 1

Kmn = Km n(ﬂ) % + l (Sm+1,n+l - Sm—l,n-kl) -

1
T (‘Sm+1,n—1 - Sm—l,n—q) ~ 2 cos m?(ImH - Im—l)} =
1 1 .
= 4@1'5{WT [(m 4 n 4 1) sin (m + n + 1) +

+ (m —n — 1)sin|m — 7 — 1|9 — 2m cos (n + 1)@ sin md] —

— 771_1 [(m+n—)sinm+n~—1)0 + (m—n+ 1)sinjm —n + 1| ¢ —
 — 2m cos (m — 1) sin md] — 2 cos nd{sin (m + 1)& — sin (m — 1)19]} . (35)
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Nejprve budeme uvazovat piipad, kdy m > n; pak plati:

Km,n =

— 4 cos nd cos mP sin 9} ,

1
{2 O si ) 1)9 — si — e
{sin 0{2 cos msin (n + 1)% — sin (n — 1)¥9]

a tedy:
Kpn=0 pro m>n. (36)
Dale budeme uvazovat pripad m = n:
K,, = Y [2 cos (n 4 1)9 sin i + e [sm (n + 1)& cos nd —
— cos (1 + 1)@ sin nd] — 2 cos nd[sin (n — 1)@ + sin (n - 1)9 —
. 1
— 81N (n — 1)’[9]} = “5'(;7, —}—7—1*) . (37)
Pro 1 < m < n dostaneme:
1
Ky, = o {2 cos (n 4 1)& sin m9 - ]4 [bm (n + 1)8 cos md& —
— €08 (n -+ 1)$ sin mé] — 2cos (n — )9 sin m9 —
— 1[sin {n — 1)& cos m& — cos (n — 1) sin m@] —
— 4 cos n cos m gin 19} =
- . gin (n —m 4+ 1)9 m sin (n —m — 1)9
= —cos(n —m)) +o + 1) sin & T2 —1) smd
Tedy
Kpp=— - I-(nz — mn — 1) cos (n — m)d + m Cw
’ —1l sin 9 ’
pro 1< m<n (38)

Dosadi

e

1 1
KO,'n - ) {n+‘i (SO,W-H -+ Sl,n+l) - Ei\l (Sﬂ,n—L -+ Sl,n—l) -

— 2 cos nH{, + Il)} .

ime-li do této rovnice vyrazy (32), dostaneme:

L
Ko,n == {(1 - cos 19)( j{ﬂl — %ﬁ?fjgi) +

1

~ 1) sin 9 [(n = 1)sin(n + 1)d — (n 4 1) sin (n — 1)§] — 2 cos nﬂ}
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apo tprave:

(sin nd | cos nd I sin(n — 1)9

Ky, = (1 -+ cosd)|—. e — - — cOs N .
o = (14 I )(sm O "R L7 sintd wt— | sin? s

(39)

Pro lepst pehled uvedeme vyrazy (36)—(39) souhroné:

pro n 2 plati:

(1t sin nd 1 cosnd I sin(n— 1) g
cos ¢ -+ S5 e T Sopaet b — cos nd g
sin n 4+ 1sin2® w21 sindd ’
pro i o= 0,
1 » cos ¥ sin (n — m)d
i - (n* — mn — 1) cos (n —m)d + m - { ") ;
K man T n® — 1 S]n ))

pro 1 <<m < n,

1
; pro mo==n,

0; pro m >N,

(40)

Dosadime-li nyni

n

,H’([}) = _]E-B ((/0 o (/I 2« z hn.(/m[‘:m.rz ('“)

do vyrazu (23) pro tecnou slozku indukované rychlosti, dostancme:
U 0 5 o l/ \ 1)’” g — B, o)
T [ L— '6' U/ T‘) COs )a )4 (Rn + n’” . Jo — 3 gif —

wm? e 1 n? B, , — B,. ]
— 45 dé ((/U — r/g) Y {(230 — By) g, + Z S (g — va)J —

1 ! 1 I
—5 B, (g(, - 5 g,) g Bz[(l -4 cos 9) g, — 2¢, cos ¥ — o gZJ -

1 : L (.
- 5B, [(l -+ 2cos ) 4 3ecos 20y g, — i (1 +6cos2d)g, —g,co8 ¥ — i (;,‘J —

' gin nd 1 cosnd I sin(n — 1)d
S mfao e p(nnd L emnd L sinn =00
I sin ¢ n -+ 1 sin2d n?—1 sin® 1
l no 1 B
- cos | — - > ¢ 12— — 1 s (n — m)d -
08 N | mz‘v/,,,l(n m ) cos (n — m)i
cos ¥ sin (n — m)d) 1/ .
m 087 7&”'1 (n{ m)/_ o n ‘ (42)
sin ¥ 2(n + 1)




Ve vyrazu (42) jsme napsali explicitngé jen prvni tfi Sleny Fady (41); dalsi
¢leny jsou v praktickych piikladech tak malé, Ze je muzeme zanedbat (proto
se unich ve vyrazu (42) spokojujeme s kratdim, ale méné ptehlednym tvarem).

Pro posouzeni funkece profilu je nutné vysetfovat i prabéh gradientu po-
vrehové rychlosti, nebot, jak plyne z prace [11], maze mit velky zaporny
gradient povrchové rychlosti za nasledek odtrieni mezni vrstvy. NapiSeme

si proto v tomto dodatku jesté vyraz pro derivaci teéné sloiky indukované
rychlosti:

1 du dy o < nB, sin nY 1
Tf&"_zi((f; "ﬁc‘)“?' 2, )(!70’—2'571)4—

na sin ¥

w? 1 nB, sin nd 8 1 2
- %(go —~ 592) nZ o DD B (qo — 5 gl) + Bg[(l + 6cos #) g, +

= 3o %)

+300s1‘}g1+ ]+ ZB"{%[ (70“1)Sinn?9+' 1 cosnd

sin ¢ 7 <4 1 sin? %
1 sin(m— ng i s 9) ncos nd  cos ¥ sinnd
n — 1 sin® ( T sin2 ¢ T osin® @
n_sinnd 2 cos 9 cos nd 1 cos(n—1)d
n+ 1lsin?d  »n 41 sin* 9 n 41 sint ¥
3 cos ¥ sin (n — 1)@
+ n j _471) ) -
n? — 1 sin® 9
-1
. sin (n — m) ¢
— e z Gl ~— m) [(n‘z — nm — 1)qm (’E_,Jff)i —
— 1 ) sin @
- C(}VSBES (n —m)d o\ m_ sin (’If/ — m)i) l ' (43)
sin? ¢ n — m sin® @ 1 ‘

Za nadich predpokladit o koeficientech konverguje fada (43) stejnomdérng
v celém intervalu <0, 7).
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Pesiwwme
TOHKWUNI MPO®WIIL B HEOIHOPOILHOM TTOTOKLE

HH THOJAINER (Jan Polasek)

(IMoeryrmio B pegarnuio L3/X 1955 r.)

Myrem obofmenns Teopuyw uHeeyHieH Buxpesoit nonepxuocrn bupubayma-
I'mayepra 6uina B 910l padore pazpadoraua TeOPHA TOUKOrO HPOQPUISE B ABYX-
_ MEPIIOM HEOXUOPOJHOM IOTCTIHAILIOM NOTOKe Becikumaemoit srupiocr. [po-
GuIL 3a7IaH B NOJSIPHBIX Koopanuarax r, ¢ ypasienuem (1,1) w rpuronomerpn-
yeckHM PHAOM (2,6), B KOTOPOM HCTIONBIVETCS BCIIOMoTATEBUAS ROOPAANATE
§ wim y [ems yp-ue (1,15)]. Pacnpenenenue Buxpei Boas npoduida jauo tpu-
rowomerpudcckum psagom (1,18), a papuanniag 1 asuMyTanbHas COCTABIA0-
mue (OTHOCHTENLHO NOAAPHLIX KOODAMHAT 7, ¢2) TTCPBHYLOH CROPOCTH JIALET COOT-
Bererpentto papami (2,4) u (2,5). Howrasano, uro goa@dimmenctsl HTUX PAOB
YROBICTBOPsIOT Ypastienay (2,11) (B KOTOpBX 010pachiBaeM 4ictnl BHICIHCrO
HOPSAKA 110 CPABHeIsiio ¢ TponsBejeineM ABYS  RodQOUIHeTon).  DTHMH
YPABHCHUAMI MOMHO BOCTIONB30BATLCA KAk A pacduera obrerkauns (pacnpe-
jesicuig Buxpeil) Biogs januoro npoduist (npamas npobiema), Taw Mo s
onpefesicuus KpuBoil mpoduns (M yrja ero HoBopora) B cjIydae, eciu 1pej-
nucano pactipesienienne suxpedi (obparuas vpobiema). s npakTHICCKMX pac-
yeron BHBCACHL ypasuenus (6,4)~-(6,10), cogepmanine Juinh ROMCYHOC YMCIO
YJIEH OB,
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Summary

THEORY OF THIN AIRFOIL SECTIONS IN NON-UNTFORM
FLOW

JAN POLASEK

(Received October 13, 1935.)

Modifying Birnbaum-Glauert’s lifting-surface-theory, the theory of thin
airfoil section in two-dimensional non-uniform flow is developed. Using
the polar coordinates 7, ¢ and the auxiliary coordinate & or y (see Eq. 1,15)
the shape of the section is expressed by Eq. 1,1 and the trigonometric series
2,6. The vortex-distribution along the section is expressed by the trigono-
metric series 1,18 and the normal and tangential components of the primary
velocity are expressed by the series 2,4 and 2,5 respectively. It is shown that
the coefficients of these series are connected hy the Eqgs. 2,11 (in which the
terms of as high order as the product of two coefficients are considered).
These equations can be used both for caleulating the flow (vortex-distribution)
along a given airfoil (direct problem) and for caleulating the shape of the air-
foil (and its angle of attack) if the vortex-distribution is given (inverse problem).
For practical caleulation the Eqs. 6,4—6,10 containing only a finite nwmber
of terms are worked out.
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