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SVAZEK1 (1956) A P L I K A C E M ATEM ATI KY ČÍSLO 3 

MEDIÁNOVÉ ODHADY 

F R A N T I Š E K Z Í T E K 

(Došlo dne 19. prosince 1955.) BT: 519.241 

V článku je zaveden pojem mediánových odhadů a ukázány ně­
které jejich základní vlastnosti. Theorie je pak ilustrována příkladem 
odhadu parametru a v normálním rozložení. 

1. Princip mediánových odhadů je v podstatě analogií principů, na nichž 
jsou založeny odhady nestranné a odhady maximálně věrohodné. Zatím co 
s praktického hlediska jsou všechny tyto principy a priori stejně oprávněné, 
chybí nám pro mediánové odhady právě ony obecné věty theoretického rázu, 
na kterých spočívají hlavní výhody odhadů druhých dvou typů [I], [2]. 
Prozatím se nezdá pravděpodobné, že by t a t o mezera byla v dohledné době 
vyplněna. 

V celém článku předpokládám pro zjednodušení, (které ovšem je na újmu 
obecnosti), že všechny uvažované reálné náhodné proměnné mají a) spojité 
rozložení, b) jednoznačně určený medián. Medián reálné náhodné proměnné 
| budu pak důsledně značiti symbolem TDt^d), kde n je příslušná pravdě­
podobnostní míra. Obdobně je třeba rozuměti symbolu SSl^d), kde p značí 
frekvenční funkci. Zobecnění získané odstraněním jednoho nebo obou před­
pokladů a) a b) by sice bylo v mnoha případech možné, avšak v rámci tohoto 
článku rázu spíše přehledného se jeví málo účelným. 

2. Budiž | náhodný element prostoru X, budiž ty systém přípustných 
pravděpodobnostních měr n. Dále budiž F reálný funkcionál definovaný na ty. 

Definice 1. Ěikáme, že reálná funkce <p definovaná na prostoru X je mediáno­
vým odhadem pro F, jestliže pro každé TI e ty platí 

a»,[?(f)] = n*) > (2.i) 
t. j . 

n[<p 1 ( — oo, F(n))} = 7i{<p 1{F(TZ), OO)} . (2.2) 

V obvyklém případě parametrických odhadů bude ty dán systém frekvenč­
ních funkcí p(x; 0X, ..., Sn) závislých na jednom nebo více reálných parame­
trech; hodnotou funkcionálu F pro dané p pak bude hodnota některého z těchto 
parametrů. Prakt ický smysl definice 1 je pak zřejmý; mediánový odhad dává 
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se stejnou pravděpodobností hodnoty větší než je odhadovaný parametr jako 
hodnoty menší. 

Ze známých vlastností mediánu pak snadno plyne ta to 

Věta 1. Budiž <p mediánový odhad pro F. Budiž f funkce jedné reálné proměnné 
defmova,ná a, ryze monotónní v oblasti hodnot funkce <p. Potom složená funkce f<p 
je 'mediánovým odhadem pro funkcionál fF. 

D ů k a z věty vyplývá z invariance mediánu vzhledem k monotónním 
transformacím. 

Ve speciálním případě, kdy t je (jednorozměrnou) reálnou náhodnou pro­
měnnou, t. j . když I c 4 nám věta 1 dává již určitou relativně dosti obecnou 
methodu konstrukce mediánových odhadů. Pro funkcionál F0 definovaný 
vztahem 

F0(P) = 9H,(£) . (2-3) 

je mediánovým odhadem zřejmě funkce <p(g) = í . Pomocí věty I dostaneme 
odtud ihned mediánové odhady pro všechny takové funkcionály F, které se dají 
vyjádřiti jako ryze monotónní funkce funkcionálu (2.3). V obvyklém parame­
trickém případě tedy stačí, aby medián náhodné proměnné £ byl ryze mono­

tónní funkcí odhadovaného parametru 

a»,(i) =-= f(®), 
mediánovým odhadem pro F(p) = O bude pak zřejmě funkce / x(£). 

Obecný případ, k d y | není jednorozměrnou reálnou náhodnou proměnnou, 
si převedeme na předchozí jednoduchý případ pomocí vhodného (měřitelného) 
zobrazení y prostoru X do Et. Toto zobrazení nám pak indukuje další zobra­
zení F systému ty na systém tyj_ příslušných zákonů rozložení náhodné proměn­
né y | . Zobrazení y však nemůže býti zcela libovolné. Abychom mohli přijatel­
n ý m způsobem definovati nový funkcionál Fx na tyx, musíme požadovati 
splnění podmínky 

F(n1) = F(n2) => F(nx) = F(n2) (2.4) 

pro každé dvě nx, n% e ty. Klademe p a k 

Fx[r(n)] = F(n) . (2.5) 

Kromě toho potřebujeme pro to, abychom dovedli uvedenou metodou 
sestrojiti mediánový odhad pro Fx, ještě také, aby medián nové náhodné pro­
měnné yt byl ryze monotónní funkcí funkcionálu F1} t . j . aby platilo 

SDWYÉ) = /[Tx(T(^))J • (2-6) 

Mediánovým odhadem pro Ft pak bude funkce / _ 1 (na yX), takže mediánový 
odhad pro původní funkcionál F na 3̂ dostaneme jako funkci <p definovanou 
vztahem 

<p(Š) =f :(YŠ) , (2.7) 

neboť (2.1) je pak př ímým důsledkem (2.6). 
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Podmínkami (2.4) a (2.6) není ovšem zobrazení y úplně určeno, v jeho volbě 
zůstává i nadále dosti značná libovůle; př i jeho výběru musíme (s praktického 
hlediska) uplatniti především kriteria ,,přesnosti" či ,,vydatnosti" odhadu, 
jimž jest věnován následující odstavec. Dá se sice očekávati, že použití sy­
metrických a event. sufficientních statistik povede k optimálním výsledkům, 
obecné věty o tom však nebyly dosud dokázány. 

3. V klasické theorii parametrických odhadů se přesnost odhadu <p parametru 
O měří obvykle výrazem 

EO - 0f , (3.1) 

tedy v případě nestranného odhadu q> —- jeho variancí. J e ovšem otázka, zda 
toto kriterium je adekvátní také odhadům mediánovým. Zatím co souvislost 
klasické metody maximální věrohodnosti a nestranných odhadů s kriteriem 
(3.1) je dána nerovností Oamér-Raovou, řadou dalších obecných vět [1], [2] 
a celou theorii efficience odhadů, není situace tak příznivá v případě mediáno­
vých odhadů, a to ani pro jiná kriteria. Poměrně nejvýhodnější je Pitmanovo 
kriterium „věrnosti" odhadů, kterého zde také použijeme. 

Definice 2. Říkáme, ze odhad q> pro funkcionál F je věrnější (resp. alespoň tak 
věrný) než odhad ip, jestliže pro každé n e ty platí 

Wlx{\y> - F{n)\ -\q>- F{n)\} > 0 , (3.2) 
resp. 

®l„{\y) ^ F(TZ)\ — \q> — F(n)\} > 0 . (3.3) 

Podmínky (3.2) resp. (3.3) lze vyjádřiti též ve tvaru 

n{\(p - F(TZ)\ < \f - F(n)\} > I- , (3.4) 
resp. 

7t{\cp-F(n)\< \w~F(rt)\}>\. (3.5) 

J a k se snadno přesvědčíme, platí 

Věta 2. Je-li cp věrnější odhad pro F než rp, a je-li f nekonstantní lineární 
funkce, pak také složená funkce fq> je věrnějším odhadem pro fF než fy. 

D ů k a z . Budiž 
f(x) — ax + b , a + 0 . 

Potom pro každé n jest 
n{\f<p-fF\< \hp-fF\} = 

= 7i{\a<p + b — aF — 6| < \aip + b — aF — b\} -= 
- n\ \a\ . \<p - F\ < \a\ . \y> - F\} = n{\<p — F\ < \y> - F\} > \ , 

c. b . d. 

Nahradíme-li ve větě 2 slovo věrnější výrazem alespoň tak věrný, zůstane 
vě ta správná. 

Pro mediánové odhady platí ta to významná 
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Věta 3 . Budiž <p mediánový odhad pro F. Budiž \p libovolný jiný odhad takový, 
že existuje ryze monotónní funkce f, pro Herou platí 

fa = fa + --> 
_ 

kde CD — co(|), £ = £(£) jso-i, náhodné proměnné, při čemž pro každé Jt e ty je co 
stochasticky nezávislá na <p a n{t, > 0} = 1. Potom <p je alespoň tak věrný odhad 
pro F jako ip. 

D ů k a z . Dokážeme, že platí (3.5). Vzhledem k nezápornosti měr n platí 
zřejmě 

n{ \<p - F\ < \y - F\} > TI{F < <p < W} + TI{F > <p > ip} . (3.6) 
Avšak 

n{F < <p < y)} = _r{_F <<p;f(p< fy} = TT{.F < 99; fip — fy > 0} = 

= J i * 1 < 9.; A+ > oj = 7i{T < 9;; fo > 0} = ..{i*"1 < 99} . _-{_u > 0} = \P . 

N a druhé straně obdobně 

n{F > <p > tp) = 7r{E > <p} . 7i{(o < 0; = i ( l - P), 

takže podle (3.6) 

7t{\<p - .E| < |y - -F|} > I P + | ( 1 - P) = _ , 
C. b . d. 

P o z n á m k a . Ve speciálním případě, kdy f{x) = #, byla t a t o věta dokázána 
E. J . G. P I T M A N E M [3]. 

V podstatě zcela analogická větě 3 je 

Věta 4. Budiž <p mediánový odhad pro F- Budiž xp jiný odhad pro F takový, 
že součet <p + tp je stochasticky nezávislý na <p. Potom <p je alespoň tak věrný 
jako ip. 

D ů k a z . Plat í nerovnost 

MW _ , | < \v _ F,} > + < J- < 1±^[ + .X > _• > __+-*} . (3.7) 
Jes t 

TTL < E < -*± -1 = *{? ^ *"> • ^ + w>m = 1 2 J 
= — 7l{<p + v > 2 E } * 

_ 
a na druhé straně 

níp > F > f ± A __ 7r{ f ř> i?} .+9, + v < 277} = ~ ,n{<p>W< 2F} , 

avšak odtud a z (3.7) plyne (3.5), c. b . d. 
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P o z n á m k a . Nerovnosti (3.6) a (3.7) jsou důsledkem obecného rozkladu 
(viz též [3]) 

n{\cp - F\ <\f — F\} = {̂E* < 9? < v} + ^{I1 > q> > v> + 

+ n{y <F< f±l < W) + n[cp > F > <-+-? > v j . 
Speciálním případem věty 3 je ta to 
Věta 5. Budiž £ nezáporná reálná náhodná proměnná; systém ty budiž dán 

frekvenčními funkcemi p(x; 0) závislými na reálném parametru 0 > 0 a splňu­
jícími 

p(kx; 0) = p ix; ~j , (k > 0) . 

Nechť F(p) = 0. Potom ze všech odhadů tvaru 

?(f) = cf , (3-8) 

M e c /e konstanta, je nejvěrnějším, odhadem pro F odhad mediánový. 
D ů k a z . J a k se snadno přesvědčíme, je mediánový odhad skutečně tvaru 

(3.8) 

p(f) = fó • 
Budiž 

V(f) =-= cf 
j iný odliad tvaru (3.8), potom 

V(f) = *f + (c - *) £ = y(£) + ^ ^ , 

7 
a tedy y splňuje podmínky věty 3 pro co — c — k — konst, £(£) = — a /(#) = x. 

4. Uvedených výsledků použijeme k sestrojení mediánových odhadů roz­
pty lu a2 a směrodatné odchylky a normálního rozložení. Budeme tedy uvažo­
vat i náhodné body 

£ = (xlt ...,xn) 

v X — L?n, systém ^ bude dán systémem frekvenčních funkcí 

I EC-j •/-)» 

p(a;1; íe a,..., a?n; /i, a) = - -,-.-__, . e 2r'3 , <? > 0 . 
a"( [' 2TT)" 

Budeme nejprve odhadovati funkcionál L7(?>) = #2. J a k o zobrazení prostoru 
En do LJX použijeme těchto funkcí 

r2 = 2 ( * . - *)2> a; = — 2*.> 
y3 = [2 h - «|]a, 
y4 = [max a;( — min a;,-]2 . 
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Všechna čtyři zobrazení vyhovují, jak se snadno přesvědčíme, podmínkám 
(2.4) a (2.6), takže příslušné mediánové odhady dostaneme známými již me-
thodami ve tvaru 

?,(£) ==-<>?<(_•) . - = 1 , 2 , 3 . 4 . 

.(0 

I . Tabulka, koeficientů c, 

2,1981 
0,7213 
0,4227 
0,2979 
0,2298 
0,1870 
0,1576 
0,1862 
0,1199 
0,1070 
0.06974 

P r o i = 2 plat í c ^ = c ^ . , a c|25> 

— 
3 4 

1.098 1,098 
0,297 0,397 
0,142 0,256 
0.0835 0,196 
0,0552 0,164 
0,0388 0,143 
0,0289 0,1.28 
0,0225 0,118 
0,0180 0,110 

0,085 

= 0,07497. 

I I . T a b u l k a koeficient. »v 

(viz též větu 5), kde c)l' jsou 
konstanty (závislé ovšem na 
n — t . j . na rozsahu výběru). 
Hodnoty koeficientů cj} jsou 
pro některá n uvedeny v ta­
bulce I. J a k plyne z věty 5, 
jsou takto získané mediá­
nové odhady nejvěrnějšími 
odhady a% tvaru ey?:, speci­
álně tedy jsou ty to odhady 
také věrnější než příslušné 
odhady nestranné. Ježto 
všechny odhady <pt jsou ne­
záporné a funkce f(x) — x2 

je pro x > 0 rostoucí, dosta­
neme mediánové odhady \pt 

pro funkcionál Fx(p) = a 
snadno jako 

Wi = M<Pi' 
tedy 

v* = Vč?- M7i-
Příslušné koeficienty ]/c%> 
jsou uvedeny v tabulce I I . 

Koeficienty a také vari­
ance příslušných nestran­
ných odhadů pro parametr 
(j jsou uvedeny na příkl. 

Pro i = 2 platí 1/ĉ  --= [l_£__-, a [/c^ = 0,274. v [4], takže relativní effici-

enci odhadů nestranných 
a odhadů mediánových můžeme snadno porovnat — je dána jako podíl 
čtverců příslušných koeficientů. Vzhledem k positivní šikmosti rozložení 
všech čtyř statistik y{ jsou jejich střední hodnoty vesměs větší než mediány, 
takže ve všech čtyřech případech mají nestranné odhady menší koeficienty, 
a tedy i menší variance, než odhady mediánové; jsou ovšem méně věrné. 

з 
4 
5 
6 
7 
S 
9 

10 
15 

1,483 ...._ 
0,850 1,048 1,048 
0.650 0,545 0,630 
0,546 0,377 0,506 
0.479 0,289 0,443 
0,432 0,235 0,405 
0,397 0,197 0,378 
0.369 0,170 0,358 
0.346 0,150 0,343 
0.327 0,134 0,331 
0,264 — 0,292 

' ъ - V7 
•n 1 cn 

Гi a M - ),274. 
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Р е з ю м е 

М Е Д И А ! Ю В Ы Е О Ц Е Н К И 

ФРАНТИШЕК ЗИТЭК (ЕгапНзек 2«ек) 

(Поступило в редакцию 19/ХП 1955 г.) 

Пусть X — измеримое пространство, ^ — система вероятностей в X, 

I? — вещественный функционал в ^). Медиановой оценкой для Р называет­

ся всякая вещественная функция <р, определенная в X и удовлетворяю­

щая (2.2) — (вес вещественные случайные переменные здесь предполагаем 

непрерывными). Свойства медиановых оценок исследуются главным об­

разом с точки зрения теории „тесности" (сЛозепезз) Питмэна [3]. Главными 

результатами этой, работы являются, с одной стороны, теоремы 3 и 4, 

которыми даны условия достаточные для того, чтобы медиаповая оценка 

<р была более ,,тесной'' другой оценки гр — теорема 3 является обобщением 

одной теоремы Питмэна [3] - и, с другой стороны, § 4, где в качестве при­

мера используется изложенная теория для оценки дисперсии а2 (или 

среднего квадратического отклонения о) случайной величины с нормаль­

ным распределением. Указывается, что медиановые оценки <р1 (соотв. ц>{) 

являются более тесными (хотя и менее эффективными), чем соответствую­

щие несмещенные оценки. 

8 и ш т а т у 

М Е Ш А Н Е8Т1МАТЕ8 

Е КАКТ ШЕК XI Т Е К 

(КееегуеЛ БесетЪег 19, 1955.) 

Ее*. X Ье а теавигаЫе врасе, ф а вувйет оГ айпиззШе ргоЪаЫШу теазигев 

он X, Р1 а геа1 Гипс1юпа1 он ф. А тесНап евМтайог Гог Ж 18 апу геа1 Гипсглои 

<р йебпее. он X апс! 8агд81ут§ (2.2) — (аП геа! гапс1от уапаЫев сопзЫегес! 
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are supposed to be of the continuous type). Some properties of median estimates 
are then studied, chiefly from the point of view of the Pi tman 's theory of close­
ness [3]. The main results of this paper are on the one side the theorems 3 and 
4 giving sufficient conditions for a median estimator cp to be closer than an 
other estimator ip — (theorem 3 is a generalization of a theorem of P i tman [3]) — 
and on the other side, in § 4 an application of the theory is given to estimate 
a2 (or a) in a normal population. I t is shown tha t the median estimators tpt (or 
fi resp.) are closer (although less efficient) than the corresponding unbiased 
estimators. 
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