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SVAZEK 1 (1956) APLIKACE MATEMATIKY SLO 3

MEDIANOVE ODHADY

FRANTISEK ZITEK

(Doslo dne 19. prosince 1955.) DT:519.241

V &élanku je zaveden pojem medianovych odhadQ a ukézény né-
kterd jejich zakladni vlastnosti. Theorice je pak ilustrovana prikladem
odhadu parametru o v normélnim rozloZeni.

1. Princip medidnovych odhadt je v podstaté analogii principd, na nichz
jsou zaloZeny odhady nestranné a odhady maximainé vérohodné. Zatim co
s praktického hlediska jsou vSechny tyto principy a priori stejné opravnéné,
chybi nam pro medianové odhady pravé ony obecné véty theoretického razu,
na kterych spoc¢ivaji hlavni vyhody odhadtt druhych dvou typa [1], [2].
Prozatim se nezda pravdépodobné, Ze by tato mezera byla v dohledné dohé
vyplnéna.

V celém clainku predpokladam pro zjednoduSeni, (které oviem je na ujmu
obecnosti), 7e viechny uvazované realné nidhodné proménné maji a) spojité
rozlozeni, b) jednoznané uréeny medidn. Medidn redlné nahodné proménné
& budu pak disledné znaditi symbolem 9M_(£), kde = je piislusnd pravdeé-
podobnostni mira. Obdobnd je tfeba rozuméti symbolu 9M,(£), kde p znaci
frekvenéni funkei. Zobeenéni ziskané odstranénim jednoho nebo obou pred-
poklada a) a b) by sice bylo v mnoha pfipadech mozné, aviak v ramei tohoto
¢lanku razu spide prehledného se jevi malo dcéelnym.

2. Budiz & ndhodny element prostoru X, budiz P systém piipustnych
pravdépodobnostnich mér z. Déle budiz F redlny funkcional definovany na .

Definice 1. Rikdme, fe redlnd funkce ¢ definovand na prostoru X je medidno-
viym odhadem pro F, jestlize pro kaidé = « Y plati

Mg ()] = Fia), (2.1)
t.j.

iy M= oo, F(a)} = alg '(F(x), 00)} . (2.2)

V obvyklém p¥ipadé parametrickych odhadi bude Y dén systém frekvens-

nich funkei p(x; 6, ..., 0,) zivislych na jednom nebo vice realnych parame-

trech; hodnotou funkcionalu F pro dané p pak bude hodnota nékterého z téchto

parametra. Prakticky smysl definice 1 je pak zFejmy; medidnovy odhad dava
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se stejnou pravdépodobnosti hodnoty vétsi nez je odhadovany parametr jako
hodnoty mensi.

Ze znamych vlastnosti medidnu pak snadno plyne tato

Véta 1. Budif ¢ medidnovy odhad pro F. Budif f funkce jedné rediné proménné
definovand a ryze monotonni v oblastt hodnot funkce p. Potom sloZend funkce fo
je medidanovym odhadem pro funkciondl {F.

Dikaz véty vyplyva z invariance medidanu vzhledem k monotonnim
transformacim.

Ve specidlnim piipadé, kdy & je (jednorozmérnou) redlnou nahodunou pro-
ménnou, t.j. kdyz X C £, ndm véta 1 dava jiz urcitou relativné dosti obecnou
methodu konstrukee medianovych odbhadt. Pro funkeiondl F, definovany
vztahem

Fop) = My(d) (2.3)

je medianovym odhadem zfejmé funkee @(£) = £. Pomoci véty 1 dostaneme
odtud ihned medianové odhady pro vechny takové funkcionaly I, které se daji
vyjadiiti jako ryze monotonni funkce funkeiondlu (2.3). V obvyklém parame-
trickém piipadé tedy staci, aby medidn ndhodné proménné & byl ryze mono-
tonni funkei odhadovaného parametru

M,(&) = [(O),
medidnovym cdhadem pro F(p) = & bude pak zfejms funkee f (&).

Obecny piipad, kdy £ neni jednorozmérnou realnou ndhodnou proménnou,
si pievedeme na predchozi jednoduchy piipad pomoci vhodného (méfitelného)
zobrazeni v prostoru X do E;. Toto zobrazeni nim pak induknuje dal$i zobra-
zeni 1" systému P na systém P, piislusnych zdkond rozlozeni nahodné promén-
né y£. Zobrazeni y viak nemlze byti zeela libovolné. Abychom mohli piijatel-
nym zplisobem definovati novy funkecional F, na %,, musime pozadovati
splnéni podminky

D) = Do) = Flay) = Fmy) (2.4)
pro kazdé dvé m, 7, ¢ P. Klademe pak
F\[T(z)] = F(a). (2.5)

Kromé toho potiebujeme pro to, abychom dovedli uvedenou metodou
sestrojiti medidnovy odhad pro F,, jesté také, aby mediin nové ndhodné pro-
ménné y& byl ryze monotonni funkei funkcionalu ¥, t. j. aby platilo

WMy () = [P ()] - (2.6)
Medidénovym odhadem pro F, pak bude funkee ' (na y.X), takZze medidnovy
odhad pro pavodni funkciondl F na P dostaneme jako funkei ¢ definovanou
vztahem
p(&) =1 ;%) (2.7)
nebot (2.1) je pak p¥imym dusledkem (2.6).
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Podminkami (2.4) a (2.6) neni oviem zobrazeni y Gpiné uréeno, v jeho volbé
zlstava i nadale dosti znaéna libovile; pii jeho vybéru musime (s praktického
hlediska) uplatniti predevsim kriteria ,,pfesnosii™ &i ,,wydatnosti™ odhadu,
jimz jest vénovan nasledujici odstavec. Dd se sice odekavati, Ze pouiiti sy-
metrickych a event. sufficientnich statistik povede k optimanim vysledktm,
obecné véty o tom viak nebyly dosud dokaziny.

3. V kiasické theorii parametrickych odhadt se pfesnost odhadu ¢ parametru
O méti obvykle vyrazem

E(p — @), (3.1)

tedy v piipadé nestranného odhadu ¢ — jeho varianci. Je ovsem otazka, zda
toto kriterium je adekvatni také odhadéim medianovym. Zatim co souvislost
klasické metody maximdlni vérohodnosti a nestrannych odhadt s kriteriem
(3.1) je dana nerovnosti Cramér-Raovou, fadou dalsich obeenych vét [1], [2]
a celou theorit efficience odhadi, neni situace tak piiznivé v piipadé mediano-
vych odhadu, a to ani pro jind kriteria. Pomérné nejvyhodnéjsi je Pitmanovo
kriterium ,,vérnosti** odhadi, kterého zde také pouzijeme.

Definice 2. Rikdme, Ze odhad ¢ pro funkciondl F je vérnéjsi (resp. alesport tak
vérny) net odhad v, jestlite pro kaZdé m ¢ P plai

M ily — F()| ~ |p — Py >0, (3.2)
resp.
Wlly — F)| — lp — F@)) = 0. (3.3)
Podminky (3.2) resp. (3.3) lze vyjadiiti t6éZ ve tvaru
allp — Fe)| < |y — P > &, (3.4)
resp.
allp — F@)| < |p — F)l} = 4. (3.5)
Jak se snadno presvédéime, plati
Vita 2. Je-li ¢ v&rndj§l odhad pro F nef vy, a je-lv | nekonstantni linedrni
funkce, pak také slofend funkce fo je vérnéjsim odhadem pro fF nef fy.
Dikaz. Budiz
fley =ax +0b, a40.
Potom pro kazdé x jest
wllfe — 1| < |fy — [P} =
= a{lap +b—alF — b <l|ay +b — al' — b|} =
=ala|.|lg—F| <la|.ly — F} =a{lp — F| < |p — F|} >
c. b. d.
Nahradime-li ve vété 2 slovo vérnéjsl vyrazem alespori tak vérnyj, ztstane
véta spravnd.

[E]

Pro medidnové odhady plati tato vyznamna
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Véta 3. Budiz ¢ medidnovy odhad pro F. Budiz y libovolny jiny odhad takovy,
Ze existuje ryze monoltonné funkce f, pro kterou plati

w
fy = fg "WI"ZIW

kde o = w(§), { = (&) jsou ndhodné proménné, pri Cemé pro kaidé me P je w
stochasticky nezdvisld na ¢ a n{{ > 0} = 1. Potom ¢ je alespon tak vérng odhad
pro F jako .

Dikaz. Dokdzeme, ze plati (3.5). Vehledem k nezapornosti mér x plati
ziejmé
alp = Fl<lp—Fl} =alF <g<y; +a{F>¢=>yp}. (3.6)
Avsak

ol <@ <y}=alF <qfp<fy} =l <gify-— fp>0}=
::’T{F(-: Lp;((—f_)> 0}-—7;{F<(p;(o> 0} = af{F < ¢} . 7{ew > 0} = {P .

Na druhé strang obdobné
HF > ¢} =alF > ¢).n{o <0, =1 —P),

takze podle (3.6)
g — F| < [p — F}) = }P + 30— P) =

[

c. b. d.

Pozndmka. Ve specialnim pripads, kdy f(z) = @, byla tato véta dokdzina
BE. J. G. PrrmaneM [3].

V podstaté zcela analogicka vété 3 je

Véta 4. Budif ¢ medidnovy odhad pro F. BudiZ y jing odhad pro F takoviy,
Ze soudel ¢ + v je stochasticky mexdwvisly ne . Potom @ je alespor tak vérny
jako .

Dikaz. Plati nerovnost

Ao F| < lp — F)} > n{w P "lf—f‘»’—} + n{rp > F > WQ_W}- (3.7)

Jest

a na druhé strané
.. 1 ,
n{(p = o 'ij/)} = 7{o> F} algp + ¥ < 2F} = 9" af{ep + p < 2F},
aviak odtud a 2z (3.7) plyne (3.5), c. b. d.

240



Poznamka. Nerovnosti (3.6) a (3.7) jsou disledkem obecného rozkladu
(viz téz [3])
e —F| <|p — Fl} = alF <o <y}t alF>¢>y}+

+ 7 qr)<’F<f'(i—ﬂu<zp1 +n[(p>1' :>?Q:~»1£>w .
2 M 2
Specidlnim piipadem véty 3 je tato
Véta 5. Budif & nezdpornd redind ndhodnd proménnd; systém P budii ddim
frekvenénimi funkcemi p(x; @) zdvislymi na redlném parametru 6 > 0 a splitu-
jicima
(&)
plkz; ©) = p (x %) s (k> 0).
Necht F(p) = ©. Potom ze vech odhadd, tvaru
(&) = ¢&, (3.8)
kde ¢ je konstanta, je nejvérnéjsim odhadem pro F odhad medidnovy.

Dukaz. Jak se snadno presvédéime, je medianovy odhad skuteéné tvaru
(3.8)

P(&) = k& .
Budiz
p(§) = ¢
jiny odhad tvaru (3.8), potom
— k
PE) = kS 4 (0 = k)&= p() + =,
£

a tedy y spliiuje podminky véty 3 prow = ¢ — k = konst, {(§) = éa f(x) = .

4. Uvedenych vysledkt pouZijeme k sestrojeni medidnovych odhadi roz-
ptylu 6® a smérodatné odehylky ¢ normélniho rozlozeni. Budeme tedy uvazo-
vati nahodné body

E = (‘1"1: L] an
v X = E,, systém P bude dan systémem frekvenénich funkef
1 By
(xy, T X3 = - - g 2 >0
Py, Zoy o ooy Xps W, 0) == . , o> 0.
U,,(l/ 27[):[,

Budeme nejprve odhadovati funkeciondl F(p) = ¢2. Jako zobrazeni prostoru
E, do B, pouzijeme téchto funkei

1= 20—
V2 = Z(J/‘l - [;3)2’ 2T == ,:,L Zmi ,
Vs = [Z |l — i‘f]z ,

ys = [max x, — min x,;}* .

14n 1.4¢=n
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Vechna Ctyfi zobrazeni vyhovuji, jak se snadno presvédéime, podminkim
(2.4) a (2.6), takie piisluiné medianové odhady dostaneme znamymi jiz me-

thodami ve tvaru

‘I’z(é) - ('57”)/2(5) y = 11 2> 3: 4 3
N > (viz téz% vitu 5), kde ¢’ jsou
I. Tabulka kocficientit ¢, . konstanty (z4vislé oviem na
!\\\ i . N ' . n — t. j. narozsahu vybéru).
| ~.. | ¢ . N : o (i)
| on ~_| | Hodnoty koeficientt ¢;;” jsou
T - ] pro néktera n uvedeny v ta-
| 1 | 2,1981 — e o =
i 2 07213 1.098 1,098 bulee I. Jak plyne z vty 5,
}" 3 0,4227 0.297 0,397 jsou takto ziskané medid-
297¢ 2 256 . ] < vy .
‘ ‘f) ::;,‘Zé 3(1):55 ng)g nové odhady nejvérnéjdimi
! 6 0,1870 0.0552 0,164 odhady o?* tvaru cy;, speci-
| 7 0,1576 0,0388 | 0.143 % : .
; 3 0.1362 0,0289 0,128 alng tedy jsou tyto odhady
‘ 9 0,1199 0,0225 0,118 také vérnéjdi nez piisluiné
. om0, 00180 1 0 odhady nestranné. Jeito
| | | vSechny odhady ¢, jsou ne-
1 8 NKCe : = 2
Pro i = 2 plati cf’ = (‘,,(,,1)1 a (,‘;25) == 0,07497, %SLPOI‘HG a funkee f(”lf) r
je pro & > 0 rostouci, dosta-
@ e medidnové ;p,
1. Tabulka koeficient Vc;;). neme m_dl.an(fv Odhad} Y1
e o _ vpro funkcionil Fi(p) = ¢
N i | | ) .
~— 1 3 4 snadno jako
N o
T R S U -y
1 P 1483 - i - tedy
i 2 P0850 | 1,048 | 1,048 el o
| 3 L0650 1 0545 | 0,630 P = l Cn ]/ Yi-
; 4 C0546 0 0377 0,506 e . i
; 501 0418 289 : Tislusné - koeficienty |/¢
f 5 ‘ ATY 0,289 0,443 Pifslusné  koeficienty |/¢@
| b
- 6 0432 0,235 | 0,405 ; rede ,
| : 0301 | 0197 l‘ 0’378 jsou uvedeny v tabulce TI.
‘ 8 0369 ¢+ 0170 1 0,358 Koeficienty a také vari-
| 9 L0346 ¢ 0150 | 0,343 Hslugnvch s
; 10 | 0,327 ! 0,134 : 0,331 ance Ppris usnyc nestran-
15 0,264 - — | 0,292 nych odhadd pro parametr
i | . ' v
S S — o jsou uvedeny mna piikl.
Pro i = 2 plati 1 P ]"’(;;}“’_1 a 1//,;‘125 - 0,274, v [4], takze relativii effici-

enci
a odhadii medianovych miZeme snadno porovnat

odhadt nestrannych
— je dana jako podil
¢tvercti prisludnych koeficientd. Vzhledem k positivni Sikmosti rozlozeni
viech ¢ty statistik y, jsou jejich st¥edni hodnoty vesmdés vétsi nei mediany,
takze ve viech &tyfech piipadech maji nestranné odhady mendi koeficienty,
a tedy 1 mensi variance, nez odhady medidnové; jsou oviem méné vérné.

(N
=
[
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Peszwove
MEJUATIOBLIE OLEHRU

OPATITUHIER 3UTIK (FrantiSek Zitek)

(Ilocrymuno B pepaniuio 19/X11 1955 1))

ITyers X — msmepumoe npocerpamerno, P — cucerema sepostricocreil B X,
I — pemecrpenusit pyuiiinonan 8 P. Memmarnosoit onenkoi mun F nassisaer-
¢S BesKAs BemecTBonuas (YHKUAL @, oupefenciuas B X W YHOBICTBOPSH-
mag (2.2) — (Bee BCILECTBENNLIC GAYYATHLIE TepeMelbIC 310¢h HPEeAoJIaraeM
HeupepninubiMu). CBOHCTBA MEIMAHOBLIX OUCHOK MCCIGLYWTCs LaBibiM 00-
PazoM ¢ TOURIT 3peus Teopun ,,mecioemu’’ (closeness) 1wrmoua [3]. Noranioivn
pesynbrTaramMn aToil, padorThl ABIAIOTESA, ¢ OJHOIT CTOPOIL, TeopeMbl 3 1w 4
ROTOPBIMW JaHLL YCHOBUH JIOCTATOUABIC JUTAL TOUO, WroObLI MCIMAHOBAST OIEHKA
@ OBbista Godice ,,recuoit™ upyroil oneHikn w —— teopema 3 ABIsICTes 0fobUICHIeM
oot reopemul Hlurvona [3] —— w, ¢ Apyroii cropoin, § 4, 1jie B RaveeTse Hpa-
Mepa MCLONLIYETrCS MBAOKEHasT TCOPUA LIS ONeHKU Jiucliepelin of (anu
CPCIHETO KBAAPATHUCCROIO OTIVIONCHMA ¢) CIyTaliimoll BeANYITHLT ¢ HOPMATb-
HBIM PACHPENCICIHCM. Y KARLIBACTCS, YTO MEIMAHOBLIE OUCHKH ¢; (CO0TB. ;)
ARTAI0TeA G01ee TCCHBIMIL (XOTH 1T MeHee dPQCIRTHBHBIMI), MCM COOTBETCTBYIO-
IHJIC HECMCHLCHITBIC OLCH K.

Summary
MEDIAN ESTIMATES

FRANTISEK ZITEK
(Received December 19, 1955.)
Let X be a measurable space, P a system of admissible probability measures

on X, I a veal functional on P. A median estimator for F is any real function
@ defined on X and satisfying (2.2) — (all real random variables considered
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are supposed to be of the continuous type). Some properties of median estimates
are then studied, chiefly from the point of view of the Pitman’s theory of close-
ness [3]. The main results of this paper are on the one side the theorems 3 and
4 giving sufficient conditions for a median estimator ¢ to be closer than an
other estimator y — (theorem 3 is a generalization of a theorem of Pitman [3]) —
and on the other side, in § 4 an application of the theory is given to estimate
o? (or ¢) in a normal population. It is shown that the median estimators ¢, (or
p,; resp.) are closer (although less efficient) than the corresponding unbiased
estimators.
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