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SVAZEK 2 (1957) APLIKACE MATEMATIKY &fsLo 2

CLANKY

GRAFICKE METHODY RESENT KMITAVYCH POHYBU
MOTOROVYCH VOZIDEL S OHLEDEM NA NELINEARNI
PEROVANTI

MILAN APETAUR, LADISLAV PUST

(Do&lo dne 14. srpna 1956.) DI:621.113.001.1

V é&lanku jsou studovany aplikace grafickych method FeSeni sou-
stavy nelinedrnich nehomogennich diferencidinich rovnic druhého Fadu
na prechodové zjevy kmitavych obvodi. Specidlng se Glanek zabyvé
kmitavymi pohyby motorovych vozidel.

1. Uvod

Theorie kmitavych pohybd motorovych vozidel vychazela az dosud ze zé-
kladnich jednoduchych vztahti z nauky o kmitani. A¢koliv z ni vyplynula celd
tada dtilezitych poznatkil, vedla v mnoha otdzkach ke zcela mylnym zavéram.
Aby totiz bylo mozno obdrzet exaktng Fesitelné vyrazy, je nutno provést linea-
risaci charakteristik jednotlivych elementt odpruzeni vozidla, at jiz pruznych
nebo tlumicich. Ve vSech typech dne$nich antomobilt vSak tato linearisace neni
ani zdaleka piipustna.

Zvlast u bézné pouzivanych hydraulickych tlumi&i je rozdil ziejmy. Jednak
tim, Ze pro stladovani a roztahovani tlumide maji tlumieci sily rtzné velikosti
a dale tim, Ze vétsinou se maximalni tlumici sily v obou smérech omezuji na
urt¢ité hodnoty. Kromé' toho pii vieobecné tendenci zavadéni nelinearnich
progresivnich zpruzin, ktera je naprosto logickym krokem ve vyvoji podvozku,
je pii linearisaci tlohy jakakoli snaha o ziskani vysledkdt mimo zcela obecné
vztahy vyloudena.

Pti porovnavani hodnot, naméfenych na mechanické analogii motorového
vozidla v UVMYV s literarnimi tdaji, se skutetnd objevily takové nesrovnalosti,
ze bylo nutno hledat nové cesty pro theoretické zkoumdni.

Jak bude dile uvedeno, je za typickou excitaci na silnici povazovana jed-
notliva nerovnost. Tim tedy odpadla moZnost pouZiti nékteré znamé methody
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fefeni nelinedrnich diferencidlnich rovnic, na pi. methody malého parametru,
vyhodné pro fedeni periodickych kmitil, a bylo nutno piejit bud na exaktni
fesenl za pomoci rozkladu charakteristiky na jednotlivé linearni tseky nebo
pouzit nékterého ptiblizného zplisobu. Na prvni pohled je patrno, ze exaktni
tefenti je pracné i malo nazorné, a proto nevyhodné. Piiblizné methody jsou bud
grafické nebo numerické. Numerickych method pouZiva na pt. prof. MaARQUARD
[1]. T kdyZ podstatu jim pouzivané methody je mozno dosti dob¥e zmechaniso-
vat, je vlastni vypocet s pomérné velkym narokem na pfesnost malych numeriec-
kych rozdilt dosti namahavy.

V tomto ¢lanku je proto uvedena nové grafickd methoda, ktera je zaloZena
na zplusobu LiENARDOVE [2] a na z tohoto principu vychazejici JacoBsENOVE
delta-methodé [3], popisované ve tieti kapitole. Grafické feseni je jednoduché
a dobie pfehledné a ¢asové naroky u néj jsou pomérné malé.

2. Obecné rovniee a specialisace iloh

Automobil tvoii za pledpokladu naprosto tuhych hmot a nehmotnych pruz-
nych elementt soustavu s uvréitym koneénym podétem stupi@t volnosti. P¥i
uvahach, které se tykaji pérovani motorovych vozidel, nebereme vétiinou
v uvahu hmoty, pruzné zavésené piimo ve vozidle, tedy pruiné ulozeni motoru
a prevodovych organt, cestujici na sedadlech atd. Za kmitavé hmoty povazu-
jeme pouze souédsti zavéieni kol a celkovou hmotu podvozku a karoserie vo-
zidla s cestujicimi. Podle provedeni zavéseni kol se tim cely systém redukuje na
nminimalné 7 stupniiti volnosti pro pevné napravy vpredu a vzadu (uvazujeme-li
pohyb nipravy pouze v jedné roviné). Obecné pak p¥i nezavislych zavéSenich,
kde kazdé kolo ma nejméné 2 stupné volnosti, podet patéitné vyssi.

Jak se pii podrobnéjsim zkoumani ukazuje, je 1 pii riznych zpisobech neza-
vislého zavéseni u b&zné pouzivanych konstrukei vazba mezi podélnymi a piid-
nymi kmity vozidla velmi mald [4] a u pevnych ndprav vpiedu a vzadu dokonee
nulova, Vliv jinych pohybt kol nez vertikdlnich je pro tdinky pérovani na-
prosto zanedbatelny. Tim je tedy dano theoretické opodstatnéni schematu auto-
mobilu, kde se uvazuje jeho kmitani pouze v podélné roviné (obr. 1),

Stav této soustavy je tedy mozno charakterisovat ¢tyfmi souiadnicemi
(mame 4 stupné volnosti), a to okam#itou odlehlosti karoserie nad pFedni na-
pravou od statické polohy x,, a tésti karoserie nad zadni napravou z,, a déle
odlehlostmi neodpérovanych hmot piedni ;, a zadni ndpravy z,, od klidové
polohy. Moment setrvacnosti karoserie J kolem piiéné osy prochazejic tézig-
tém S vyjadinjeme normalné pomoci poloméru setrvadnosti g, jehoz kvadrat je

dan pomérem momentu setrvaénosti J a hmoty karoserie M. Neodpérované
hmoty pfedni a zadni napravy, t. j. hmoty pneumatik a zavéseni kol m, a m,,
stanovime pomoci redukénich vztahti. P¥i rozvoru vozu L je poloha t&zisté
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déna vzdalenostmi a a b od ndprav. Nerovnost pod pfedni napravou je uréena
v daném éasovém okamziku odlehlosti £,, pod zadni napravou &,. "
V obeeném pripads je vztah mezi silou a stladenim hlavnich zpruzin u ptedni
a zadni napravy dén jako P, == F[(x; — xy,)] resp. P, == Fyl(¥y — 250)].
Tlumeni v tlumigich zavislé na rychlosti relativiiho pohybu karoserie andpravy
vyjadiujeme obdobnd jako T = @ [(#;; — &,), (T, — #y,)] Tesp. Th =

Ep1
L22
i
5
a L
| . |
Obr. 1.

= @y[(Zy, — #35), (a1 — Tpp)]. Pneumatiky muzeme uvaZovat stejné, t. j
Prra = Jroal @y — E)] a L,p = @1,0[(#; — €)]. Zde oviem je celd otdzka urdent
v'v]l

vhodnych pribéhi charakteristik vzhledem k vlastnostem pryZe obtiznéjsi.
Zakladni dynamické rovnice celé soustavy miazZeme napsat ve tvaru
M@y + Mydyy -+ Oyf(E1 — $5a), (@11 — 1)) + Fil(wn — @)] =0,
Moiiyy + Mydyy + Do (B — Fga), (Xo1 — @ao)] + Fu[(wyy — @)] = 0,
My — Dof(F1 — @), (X1 — @42)] — Fil (@ — 20)] + ou[(E12 — &1)] +
+ hl(#e — )] =0,
MoFay — Dol (Fgy — Fa), (To1 — @aa)] — Fol(®a1 — #2)] + ¢l (#32 — £2)] +
+ fol(er — £)] =0, ‘ (1)
kde

M, =

@+ gy @t @)y, (=) M
L2 ’ 2 L? e L2 ’

Tyto rovnice lze pii zachovani uréitych podminek dile zjednoduSovat. Je-li
totiz p* = ab, pak je pfirozené M; = 0 a celd soustava se rozpadd na dva samo-
statné systémy predni a zadni napravy, které maji pél otadent vzdy v protilehlé
napraveé. Theoreticky ovSem toto plati pouze v pripadé, Ze tézist¢ vozidla lezi
na spojnici plsobi§té sily s jedné nipravy a osy rotace kolem napravy dru-
hé, coz neni splnéno ve skutetnosti, oviem tyto vlivy jsme pii sestavovini
rovnic (1) neuvazovali. Podle mé&feni provedenych v UVMV je podminka 0% =
= gb u vétsiny osobnich vozii pomérné velmi dobie splnéna. Na pt. u vozu
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Skoda 440 se pomér ¢?/ab méni od 1,06 pii nezatiZeném voze do 0,92 pii zatizeni,
u vozu Morris Minor od 1,06 do 0,91 atd. V téchto pfipadech je tedy rozklad ve
dvé na sobé nezavislé soustavy zcela opravnény a typickym modelem automo-
bilu je systém se dvéma stupni volnosti s pruznou vazbou.

K druhému zjednoduseni dospéjeme, porovname-li odpérovanou a neodpéro-
vanou hmotu a tuhosti hlavnich per a pneumatik. U normalnich osobnich voz
byvé pomér odpérované hmoty k neodpérované, pripadajici na jedno kolo, mezi
7 a7 10, tuhost pneumatiky je zhruba L0krat v&tsi nez tubost hlavni zpruziny.
Je 7z toho tedy viddt, Ze zakladni (linearisovany) parcidlni kmitodet neodpéro-
vané hmoty je piibliZné 10krat vétsi ne parcialnf kmitodet odpérované hmoty.
Kromé toho je neodpérovana hmota pomérné znaéné utlumena jak na pneuma-
tice (kde pFistupuji viivy kinematiky zavégeni kol) tak i tlumidem. P¥i volnych
kmitech systému i pii kmitech vynucenych, pii nichz excitace jednotliva nebo
periodicka mé frekvenci od 0 do zhruba poloviny zakladniho parcidlniho kmi-
tottu neodpérované hmoty, proto miZeme tuhost pneumatik a neodpérované
hmoty zanedbat. Piedpokladiame pak, Ze neodpérovand hmota presné sleduje
povreh vozovky. Systém podle obr. 1 pak nabyva rovnéz pouze dvou stupii
volnosti, oviem tentokrat se setrvacnou vazbou. U soustavy rovnic (1) se to
projevi tim zplsobem, Ze spodni dvé rovnice odpadnou a v hornich je 2, = &,
Ay, = &, Pokud je pak zaroven splnéna podminka M, = 0, dostavame systém
pouze s jednim stupndm volnosti. Reseni tohoto jednoduchého pripadu je
zndmo z literatury a to jak pro vlastni kmity, tak i pro piipad vynucenych
kmitt s periodickym nebo jednorazovym buzenim.

Budici vlivy, zpisobujici rozkmitani mechanické soustavy automobilu, jsou
rizného druhu a mohou byt vnitini (motor atd.) i vnéjs$i (vozovka, brzdéni,
zatddeni atd.). Uvazujeme-li viak vlastni odpruzeni vozidla, musime vychdzet
pouze z nerovnosti vozovky, coz je pochopitelné také slozka hlavni. Pii volbé
jak vypoétového, tak i modelového schematu je nutno v prvé fadé zjistit, jaky
maji nerovnosti na vozovee charakter, t. j. zachovavaji-li uréity periodicky sled
nebo jsou-li rozlozeny nepravidelné.

7 méfeni provedeného ve UVMYV ing. Skopem vyplynulo, ze na silnicich se
vyskytuji hlavné nepravidelné rozloZené nerovnosti, bez jakékoliv vnitini
zakonitosti. P¥i véech Givahach proto vychazime z nerovnosti jednorazové jako
typické, ktera na pt. muZe byt tvorena funkei tvaru

27
. (1 o080 l) ,
d

grafickém Fefent oviem jeji tvar mize byt libovolny. Stadl pouze, aby funkee
byla spojitd a jednoznadéna.
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V téchto stylisovanych pomérech je tedy systém, ktery je ptivodné v klidu,
nabuzen a opét volné dokmitava bez daliiho popudu. Ve skutecénosti oviem toto
volné dokmitavani malokdy nastane a kolo vozidla najede ihned na urditou
daldi nerovnost. Podle délky a vzdalenosti po sobé jsoucich piekazek a rychlosti
vozidla se jejich vysledné Gdinky na viiz mohou bud sé¢itat nebo odeditat. Uva-
Zovat tyto vlivy viak neni mozno.

Pii dalsich vyvodech se tedy budeme zabyvat systémy s jednim stupném
volnosti a se dvéma stupni volnosti, s pruznou a setrvaénoun vazbou, které jsou
buzeny jednordzovou nerovnosti, .

3. Grafické FeSeni systému s jednim stupném volnosti ve fazové roviné

Diferencialni rovnici pro nelinearni systém s jednim stupném voluosti mozno
napsat ve tvaru
Mz + dl@ — &), (v — &] + Lz — &] = 0. (2)
Nelinedrni funkee mohou mit libovolny i nespojity prabéh. Musi to vsak byt
kiivky jednoznadné, graficky znazornitelné. Pro zjednoduseni dalsiho postupuy,
a jak koneéné také normalné pii ndvrhu pérovani vychdzi, miZeme charakte-
ristiku zpruziny P == F[(z — £)] rozlozit na tvar P == ¢(x — &) -+ Gl(x — &)].
Zavedeme-li dale do rovnice (2) substituci 4 = x — &, t. j. relativni odlehlost
hmoty a nerovnosti, dostavime
N U - . ,
0 gy PO ] 2By (rl('/ 1= ; (3)
]
C
cde 2 =
kde W
Oznagime-lin = y, n = Oy, maZeme vztah (3) vyjadiit ve tvaru dvou rovuie
prvého fadu

g =Ly,
. 1 o 1.
y_—Aﬁvdl[( yy]—Ql/"‘hW (J)*"_;:S- )

Grafickym zptsobem se tyto rovnice et nejlépe ve fazové roving, t. j. v roving
(y0y). Jiz také proto, Ze je-li @ =G/ =0, £ = 0 je jejl tvar

ydy 4+ ydy =0, (5)
coZ je roviiice pro tedny ke kruznici a tedy jeji integralni kiivkou v roviné (y0y)
je kruZnice.

Rovnice smérnice teény £, k integralni k¥ivee ve tazové roving podle rovnice

(4) zni 1 1
o U PUL ) G g
=gy = Z (6)
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a rovnice smérnice &, normaly k této teéné z toho plyne jako

by — ¥ SR (7)

¢ g - ¢
y + {212y, y)] + Gl + 7

Tato rovnice se dé geometricky pomérné snadno znazorniti (obr. 2), vyneseme-li

SR
1]
{ orctgky BPCng\g’L
o A AN 4
R
Obr. 2. Obyr. 3.
1 _ .
od bodu 0 sit pomoenych kiivek y = — - {D[(Ly, y)] + Gly)]} = — & pro

jednotlivé y,, y,, ¥, ... atd.

Tyto kiivky sestrojime tak, Zze pro uréité zvolené konstantnt hodnoty y;
(y; je nyni parametr) nakreslime zavislosti ¥ na y. P¥i konstrukei integralnich
ktivek ve fazové rovind postupujeme pak s ohledem na to, 7ze kazdému bodu P,
(vesp. P,, P, ...) o souradnici ¥y, (resp. ¥, ¥, ...) odpovidd kiivka e, (resp.
£y, €0, ...) SCStTOjENd pro pHisludné y, = y. (Yo, Yo, ...). V piipads, %e G(y) =0
a D[y, y) == O[Qy], t. j. je-li v systému nelinearni pouze tlument, a je-li toto

. - T "~y . , v
funkei pouze rychlosti y = o zjednodussi se systém pomocnych kiivek e,

na jedinou kfivku y = — % @[ Qy] (viz pFipojeny piiklad).

Citatel ve zlomku (7) je din piimo soutadnici y = QP: jmenovatel dostaneme
sedtenim soutadnice y — OQ s hodnotou ¢ = A0 a hodnotou /2% = DA. Tim
je subnormala D@ urdena. Jak je vidét z rovnic (3) a (4), urduje zdroveii délka

1. 1

0¥ T ,
vé roviné fisedky jako vektory, abychom mohli rozligit jejich velikost i smysl.
Smysl je povaZovan za kladny, souhlasi-li s kladnym smérem osy y, y.

e .. ) ’ b4 4 >
QD velikost zrychlenf —- 4. V tomto zndzornéni oznadujeme ve fizo-

V rovnici (7) se vyskytuje nezavisle proménna £ jako funkes dasut. Ze substi-
tuce y == 1, Oy = 5 je na prvni pohled patrno, Ze je totoznd se zaménou, kdy
za Gas ¢ dosazujeme (2 = 7 t. zv. bezrozmérny das. Protoze dy =y . dr =
= QP .dt (obr. 3), vidime, e dv znadi v grafickém zndzornéni elementarni
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. DUV SV | ¥l - N
uhel ve fazové roviné. Stejné dy =y Nk dr = @/ dr. Umoenénim a seétenim

obou vztaht dostdvame elementarni dsek ds na integralui kiivee
ds? = (dy)? 4 (dy)? = (dr)(QP? + QD*) = (dv)> DP* (3)
ds = DP . dr .
Pootodeni normaly kolem jeji paty D o dr je tmérné dasovému intervalu £2 . d¢

nebo, pfejdeme-li na praktické provadéni pro éasové intervaly Af, je At ==
= £ At. Smysl otadeni uréime tak, aby pii kladném i bylo dy = 0. V daném

Obr. 4a, Obr. 4b. i

Pl ¢ £

pfipad$ (obr. 2) je kladny piirGstek
dasu charakterisovdn rotacl normaly ve ] - -
smyslu ruéiéek hodinovych. Zname-li 77 *T]
tedy normalu a tednu v uréitém bodé P, M -
je moZzno sousedni bod P’ na teéné na- / \727)‘}, .
lézt pootodenim normaly J)P 0 1’xhvel At. e 712 -
Tim jepakds = PP’ —~ DP .dz. Cim je
tento (hel men3i, tim pochopitelné je ! i
vysledek presnéjsi. Je-lirozdil délek nor- 3
mél |[DP — D'PTpilis velky, je nutno
brat uréitou odhadnutou stiedni hod-
notu normaly v daném intervalu Az a
z této hodnoty vychazet pro urdeni veli-
kosti drahy sna teéné z bodu P (obr. 4a).
Pokud y zlistava ptiblizné konstantni (pohyb ma v daném Sasovém intervalu
priblizné konstantni rychlost), je téZ mozno pouzit vztahu Ay = y Ar.

Pti tomto zpisobu feSeni dostavame tedy integrilni kivku sloZenou z tiseki
na teénach v jednotlivych bodech.

S

——m

e

-k |*k |

Obr. 5.

I MuzZeme viak také pouZit konstrukee pfesnéjsi, ale o néeo pracnéjsi. Stejnym
zpisobem, jak bylo popsano, stanovime k bodu P sousedni bod P'* a v ném
norméalu. V priseéiku obou normal z bod& P a P’* leii stfed oskulaéni kruz-
nice S (obr. 4b), na niZ teprve z paty normaly D vynesenim thlu A7 najdeme
skuteény bod P’. Piiklad skutedného vypoétu je uveden dale.
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V kazdém Gasovém intervalu At povazujeme § za konstantni a bereme jeho
urditou st¥edni hodnotu.

Nejjednodudsi mozny tvar prekazky v tomto pripadé bude oviem takovy,
ktery se sklddd z dsekil s konstantnim zrychlenim |£] == |z|. Normalng délime
prekazku na t¥i iseky. Regeny pohyb se rozpadd na t¥i pohyby vlastnimi kmity
kolem novych statickych poloh. Bereme-li za zaklad vysku piekdzky a (obr. 5)

” - Y d A
a dobu potiebnou k jejimu prejezdu 7' = -, pak abgolutni velikost zrychleni
] , 2]

z| je déna jako

16

Z == "T;" . (9)

V prviim a t¥etim tseku je zrychleni kladné, v druhém zaporné. Vychylka pie-
kazky £ je popisovana rovnicemi

Sa -
&= 7% 1 pro das 0 < ¢ < T[4,
. I s .
Rl I L/ AT :
= 8¢ 1 e 1 v _[ 17 0 -~ t/r/ < T/4 (]0
E=Sam " — ot + < <
' 7 27 1(;J = )

V Teseni podle obr. 2 dostévame soucasné velikosti vychylek, rychlosti i zrych-
leni

r = 5 ’}ﬁ 6@ ’
Q = f I Q—@_ﬁ:
&= o !)2617, (1)

v jednotlivych zvolenych dasovych intervalech. Tim ziskdvame hledané za-
vislosti = x(t), & = &(t), & = &(t).

4. Systém se dvéma stupni volnosti a pruznou vazhoun

Z rovnic (1) pii M, == 0 vychéieji rovnice dané soustavy ve tvaru
M, -+ D(a, &), (X — &) - F(xy — ay)] = 0, (12)

miy — Pl — @), (¥ — wy)] — Fl(x; — @5)] + @l(, — &) + fl(x, — §)] =0,
které predstavuji soustavu podle obr. 6. .

Zékladni zjednoduseni, které miizeme v této soustaveé provést, je predpoklad
linearnibo prufeni p a tlomeni ¢, pnewmatiky. Ackoliv pneumatika ve skuteé-
nosti linearni charakteristiku nema, je rozdil mezi jejimi statickymi a dynamie-
kymi vlastnostmi, které jeSté dobfe nezndme, takovy, Ze je zbytetné poditat
s plesnymi statickymi funkcemi. Pokud by bylo nutno urd¢itou nelinearitu uva-
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zovat, nezméni se na dale uvadéném postupu prakticky nie, bylo by pouze
nutno provést jestd jednu substituci za rozdil (z, — £), obdobné, jak jsme pro-
vadél pro jeden stupeit volnosti.
V dalsim tedy uvazujeme pneumatiku, u niz
P flms — O] = eles — &) a b =gl — 8] = kliy — B) -
Vyska nerovnosti £ je ddna jako funkce dasu & = £,(¢). Tim v rovnicich (12) je
excitatni funkee dana explicitng a ma tvar
ha(t) = €& + kok . (13)
Funkei F[(z, - x,)] rozkldddme opét na tvar
Fl(x, — wy)] = e — @) + Gl(2, — @)
Rovnice (12) pfejdou na
My + P(#; — @), (2, — @a)] + (@, — @) +
+ Gz, — 2)] =0,
mE, — P(d; — @), (T, — ®y)] — €@, — @) —
— G(xy — xy)] + Koty + Cay = hy(l) . {14)

Zavedeme-li do nich novou proménnou y = (x, — «,) dostaneme po Upravé

.. . C | 1 ) Y 1 i
B+ gpy b g PO+ gy Gl)] =
J/RNN )

Cy

By 2y gy — Gl = (). (19)

m m

Odeétenim druhé rovnice od prvé, obdrizime soustavu dvou rovnic, z nich#
kazdé obsahuje druhou derivaci pouze jedné proménné

el e i Hon e - -

ky . 1
”",;7;3“2* “‘“hz(t):
k, 1 1 ‘ .
Ey =2 o T2 T % Ly — — y - Q"[(y, Yl —— Gyl = - hoft) . (16)
Substituei g = 7 L 0.7 i 1/e —
. Y=Y Y=Y} M+,— =l & Xy =Yy Ly =1Y> o
= 0., pre]dou rovnice (16) do tvaru 8tyf rovnie prvého fadu
, 9= 2y,
21 11 LR AP
yl - :@—1 [Cl (T;l_/]_ + —;_;?:) Y1 +' (]‘[ ) D [Qlyly ?/1] + (,.M + ?n) G(yl)
. R 1
m Yo m 05y hz(t)] )
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Yy == 12595,

m

= 1 [k,82, - | ¢ c 1 _ 1 1

Yo = ["‘2’“‘2‘ Y2 + 7‘5 Y2 — 7;“ Yo — DLy, 1] — poe Gy) — " ha(t)] .
(17)

Smérnice normal k integralnim kiivkam ve fdzové roviné lze pak vyjadrit ve

tvaru

Y1
Jopy = S & S
" | B 1. c;, M ke - 1
Y + El‘ DUy )] + a (y)] — a M‘j’"‘%[?h + C—z .9, E;hz(t) ’
Topy = e et Yo S . (18)
& _ 1 ¢y 1 _ 1,
Yo + Y2 Qoyy — — hy(t) — = {91 + — O[(2yy1, ¥1)] + — Gl(yy)]
Cy Ca Cy 1 51
J1

Yo

Obr. 7.

Pii fefeni postupujeme tim zpisobem, Ze nejprve nakreslime pod sebe ve zvo-
lené vzdalenosti I fazové roviny (7,0,y,) a (¥,05¥,) (obr. 7). Pro snazii konstr. kei
kreslime kladné osy y, a v, v opaénych smyslech. (Pozndmka: P¥ stejném
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smyslu 08 ¥, a y, by pfimky I a II a tim i pruseéiky C'; a C; nelezely uvniti mezi
osami ¥, & ¥, & v nékterych ptipadech by mohly padnout mimo papir.) Osy ¥,
a ¥4, které jsou rovnéz rovnob&zné, nemusi lezet v jedné pfimce, ale jejich po-
lohu lIze volit libovolné.

Pro soutadnice ¥,, ¥, miiZzeme volit mé¥itko (@ : 1) jiné, nez pro y,, y, (b : 1).

vy

Pomér obou métitek nazveme r = b : a.

Do nakreslenych soufadnic vyneseme sit pomocnych kifivek pro rizna
pevné y;; o rovnici

w ky
a piimku 4, = — = 2,7, = — &,

-2
Gy
V okamziku ¢, necht je stav soustavy definovan body Pi(ys 91 & Py ¥)
a vnéj8i sila je hy(ly). Na obr. 7 uddvd Gsedka 4,P, (resp. A§@,) velikost ¢lenu
‘L]?f;l =Y+ & -
Usetka A,P, (vesp. A7Q,) pak velikost lenu (y, + &).
Od bodu 4F vyneseme ve sméru osy ¥, a v prislusném méritku hodnotu
1
= hy(ty) & obdrzime bod B,.
2
Déle zakreslime do obrdzku dv8 pomocné p¥imky I a II, rovnobézné s osami

Y1 & Yy a to ve vazdalenostech, které jsou udany na obrazku 7. Pfimka I déli

vzdalenost os v poméru r / Eg_’ primka IT v poméru r/ o Mff .

¢ c, M +m
téchto pomoenych pFimek se spojnici 4B, jsou oznadeny Cy, C,. Promitneme-li
bod @, pomoci bodu C; na osu y,, dostdvdme bod D,. Usedka B,D, udava v mé-
¥itku osy ¥y, hodnotu

—_— 1 ; _ 1
B, 2 {u b PURT ) + G[(ym} .

Prasecéiky

Podobng promitnutim tsetky B,Q, bodem C, obdrzime tsetku AFD,, kterd
_ v mé&Fitku osy ¥, uddva hodnotu

ey M

*® — -
ALD, = o, M +m

I:?/z -+ i‘cf Quy, — 52‘ hz(to)] .
Usetka D,Q, — 4,Q, — A,D, uréuje velikost jmenovatele v prvé rovnici (18)
a tsetka D,Q; = B,Q, — B,D, urduje velikost jmenovatele druhé rovnice.
Znaménko vyrazu ve jmenovateli bereme za kladné, souhlasi-li smysl vektoru
D,Q, (resp. D,Q,) se smyslem kladné osy 4, (resp. ¥,)-

Piimky D, P a D,P, tvori normaly integralnich k¥ivek ve fazovych rovinach
a kolmice na tyto p¥mky jsou tedny hledanych integralnich kiivek.

01



Wl?OWVIIéﬂme-li rovnice (17) se jmenovateli v rovanicich (18), vidime, Ze Gsedky
D:¢, a Dy, udavaji velikosti druhych derivaci v tase f, v pifslugnych mé&fis-
kach

1

P I 1, 1 . .
?f% ay == o ay, = — D@, = @D, o by = Kl by, = — Dy@y = @D, .
o =<y weg =2
Polohu sousednich bodi P; a P, nalezneme stejnym zptso-
J bem, jako u systému s jednim stupném volnosti. Pootodeni
\dﬁ normaly D;P; o elementdrni Ghel dr; (bezrozmérny G&as)
— odpovida zméné dasu
0y J1
dvy = 0, d¢ (19)
an 2 a pootodeni normaly D,P, o elementérni ihel dz, zméné
,;/ dasu
] dry = Q,dt . (20)
J2 0z
Piechod na konedné dasové intervaly byl jiz popsan diive.

Obr. 8. Provadi se jako u systému s jednim stupném volnosti pro

kazdou rovinu zvlast. Nutno v8ak dati pozor, Ze thel dz,

vynadime v opaéném smyslu ne¥ dr,, jak odpovidd také opadnému smyslu

kladné osy y, (obr. 8).

Za budici funkei A,(t) bereme jeji stfedni hodnotu v kazdém intervalu At.

Z nakreslenych integralnich k¥ivek pohybu ve fizovych rovindch (4,0,y,) a

(¥504y;) obdrzime jednoduge priibéh vychylek x,, ¥ rychlosti 4,, 4 a zrychleni

%y, §. Pribéh vychylek dostaneme, kdyz pro zvolené dasy f == 0, At, 2A¢, ..,

pro které jsme sestrojovali jednotlivé body ve fazovych rovinach, odméiime
Y, & Yy-ové soufadnice. Pak (obr. 7)

] . '
Ty = 0,0, b y = 0,6, P (21)

Rychlosti jsou 8 ohledem na zavedenou substituci

R | SN

%:Qszng, Y= 110791‘ (22)
a zrychleni

. | 1

Ty = Yolly i 25, §= D d’-Qi- (23)

Odetitame-li z fazovych rovin délky jiZz s ohledem na piislu$nd métitka, mi-
1
zeme ve vzorcich (21, 22, 23) vynechat soudinitele R
Absolutni pohyb hmoty M je urden soudtem absolutniho p'ohybu neodpérova,-
né hmoty m a relativaiho pohybu obou hmot, tedy

Ty =2, Y, &=d,+y, GH==4+7- (24)



Jdsou-li vychylky ¥, a y, opaéného znaménka a plibliZnd stejné velké (to byva
v pfipadé rychlého piejezdu kratké prekazky), obdriime x, jako rozdil velkych,
skoro stéjnych hodnot, coz zptsobi, Ze relativni chyba muiZe byt znadnd. Je
proto v tomto pripadé vyhodnéjsi pouZit jiného postupu, pii kterém vychazime
z upravené prvé rovnice (14). Plyne z ni

B e - 1G] + G 1 —

(¢

N R e ~Lla o o 5
= 54 1?/1 + o DL, 91, )] -+ ‘ Gy} == Wa P4, (25)

Usetka P4, (obr. 7) je tmérnd zrychleni absolutniho pohybu hmoty M.
Rychlost &, a vychylku x, dostaneme integraci pribéhu zrychleni, kterou lze
provést znamymi methodami (graficky, podetné atd.).

P¥i Fefeni ve fizovych rovindch je vyhodné vidy po nékolika krocich zjistit
vychylku 2, i rychlost #; jak na zékladé vztaht (25), tak i podle vzoreh (24).
Porovnanim takto obdrzenych hodnot, které maji byt zhruba stejné, zkontrolu-
jeme, zda jsme neudélali ngkde chybu, zda jsme spravné odhadli stfedni hod-
notu normaly D,P, a D,P, a pod. Tato kontrola umozni odstranit chybu hned
na zadatku a dasto uSetii zbytetnou praci.

5. Odskok kola v systému se dvéma stupni volnosti a pruZnou vazhou

Dotykovy bod pneumatiky neni na vozovcee nijak mechanicky veden. Proto
v urditych okamzicich se mutze silovy styk mezi vozovkou a kolem prerusit
a nastava odskok kola od vozovky.

Pierusen{ silového styku nastane v okamziku, kdy
el &) | Iyt — &) = (M +m) g, (26)

vychazime-li pro x, ze statické polohy systému jako nulové. Protoze v dané
transformaci soutadnic (obr. 7) je @, = y,, #, = Q,y, dostdvime s ohledem na
vztah (13) tento vyraz v podobé

ky . Fo(t) (M + m)g
1 - 20 _ e e 2
(!/2 | P -(-e?/z) ey Ca . (27)

Hodnota (yz 4 (lﬁg ngg) odpovida (obr. 7) v mé&fitku b: 1 velikosti tGsedky
72

hyb pneumatiky @, Odskok kola tedy nastane, je-1i v dané grafické konstrukei

By, = AFQ, — AFB, = |ta, . b.. (28)
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Tato podminka stanovi podatek odskoku U (obr. 9), v nékterych ptipadech

i konec odskoku V. Vétsinou viak bod V padne do oblasti, kdy & = 0, tak¥e pro
bod V plati pouze podminka x, == x,,.

Sledujeme nyni pohyb systému v oblasti mezi body U a V. Proménné z, a z,

v rovnicich (14), z kterych jsme pii dosud provadéném Fefeni vychdzeli, méfime

od klidové polohy, kterd se nastavi pod vlivem sil

y ' tize Mg a mg. Rovnéz sily ¢,(x, — x,), Fl(z; — x,)] atd.
métime od rovnovainého stavu, pfi kterém pisobi

g ¢ U/ v sila P = (M + m) g na povreh vozovky.
B L “? V dobé odskoku kola od vozovky tato sila zmizi. Pti
o ‘ 7 fYeSeni pohybu v takovém pripadd miizeme opét pourit
Obr. 9. pavodnich relativnich soutadnie %, , 2, musime viak —

vzhledem k pavodné zvolenym poéatktim deformaci

Ei Vi
Az \ 4

|
P ]
% |
A // 0 la
2N 2]
& ?

/
AN
Y

g

Q Uzn Bo Y
5 T
| T2 g
1 bié
|
T
Obr. 10.

a il — nahradit v rovnicich (14) silu k3, -+ coxy — holf) konst‘antni hodno-
tou (M + m)g (viz rov. 26).
Tim obdriime
My + D[(#, — &), (@, — 23)] + cy(xy — 2,) + Glw, — @)l = 0, (29)
miy — Plldy — &y), (@) — 2,)] — (@, — @) — Gl(@; — )] = — (M + m) g
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Stejnym postupem, pouzitym jiZ u rovnic (15--18) ziskdme smérnice normaél
k integralnim kiivkim ve fazové roviné

S |
" o 17 Mo
Yy + o PL(2y1, y1)] + . Gl(y,)] — e
1 ) 1 L
P —: | S . (30)

M 4+ m ¢y 1 1 1

am, % O[Oy +Lq
0 ot g @ + Gl

MuaZeme tedy pouzit stejného postupu jako difve. V diive nakreslenych
osdeh ¥, ¥, a ¥, Yy, v Kterych jsme fedili pohyb systému az do okamziku od-
skoku, pokratujeme ddle s Yefenim na zakladé rovnic (30). Tyto rovnice lze
plepsat do tvaru

, Q.P, Q.P;

P RN Y (31)
A¥Qy — AFD, D,

by = oo 22le &l (32)

e O =

B, — BD, D@,
kde oznadeni tisedek je provedeno v souhlase s obr. 10. Regeni je jednodugii
nez v piipad$, Ze pneumatika je v dotyku s vozovkou. Pohyb v soufadnicich
s, i Deovliviiuje pohyb v soutadnicich y,, y,, ktery lze tody fesit jako pohyb
systému o jednom stupni volnosti, na ktery plisobi pouze konstantni sila.
RovnéZ feseni ve fazové roviné ¥,, ¥, se zjednodusi oproti dfive probiranému
piipadu, nebot proménlivé sily ¢y, a k02,4, nahrazujeme konstantni silou
(M + m) g (Gsedka B,Q,). Promitani tsedek z jedné fazové roviny do druhé
provadime nynf pouze jednou, pomoci p¥imky I; pt{mku II (viz obr. 7) ne-
pouzivime.

6. Systém se dvéma stupni volnosti a setrvaénou vazhou

Zékladni dynamické rovnice pro systém se dvéma stupni volnosti a setrvad-
nou vazbou plynou z rovnic (1), kde pneumatiky povazujeme za naprosto tuhé
(obr. 11) jako
M, -+ Msﬁz 4 @y (@;, — é:l)’ (r, — &) + ey — &) + Gif(xy, — £)] =0,
Moty + Moy - Dyf(Fy — &), (X2 — &)] + oty — &) + Gl(my — &)] = 0.

' (33)
Tyto rovnice mizeme linedrni transformaci pievésti do tvaru

M3 .
& (Ml - MZ) + D@ — &), (2 — E)] + 42y — &) + Gil(z, — &) —
M, . ,
I, { D[ (&3 — Ea)s (X3 — E)] + cy(wy, — &) + Gyl (my — £)]} = 0,



& (m - J’Mfﬁ_) By — k), (s — E] + Cal@s — &) + Gl — £)] —
1

— R DI — £, — 1 e — £) Gl — B =0 ()

Zavedenim substituci y, — 2, — &, ¥ = ®2 — &y Yol = &y — fy, Yu2y =
=gy — 352 (I‘eSP. T = Qlt: Ty == ta), kde

V i,
| J*Mg? le M, M, — M%°

i,
== d— W
€1L_éﬁ1 o Eé’j tée V VMlM 7

TR TIT I T (35)
se rovnice (34) zjednodusi na
a b
I — vztahy
- 1}1 = Ly,
Obr. 1. ?71 + Y ‘{“ - @1[( 21 1))+
1 M, e - .
s Gl - 3 2y { Loy + quym} - b
Yo = Q3

My o,

- 1 _ 1 '
o+ v+ - PR )] L) — 7 { o D@ )] +
2 2 e §

1 1 ' g
+ 5 @l = — g (35)
které jsou stejuého typu jako rovnice (17). Lze je tedy Fedit obdobnym postu-

pem. Smérnice normal k integratnim kfivkidm ve fazové roviné jsou diny
zlomky

M,y

. 1 _ 1 ) -
A=yt g PH@T )+ 6T — 3t 2 e o @G v
5 ‘1 2 Y1

I, . 1.
+ : 6’2“?/2)]} + ﬁ% &1

!/2
kn2 - B .
1 _ Mf (’1
B =y, + — @[(2572 ¥s)] - — Gol(y)] — Y + Q) (29, y)] +
Cy
- Gl[wl)]} b (37)
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resp.

. Q.P; P
nl =™ —o Erpor—ul e i)
;Ql - A;‘-D} + [{]DI HlQl
by = _kam . {Q&EE , (38)

45Q. — AFD, + H,D, 0,
A
Bl nin ] Gilid)

Y1

by, o] 0L}
Obr. 12.
kde vektory Q.P;, A?Q_:, Zf‘]l ... (£ = 1, 2) oznaduji tise¢ky, popsané na obr.
12 stejnymi pismeny. Méfitka obou fazovych rovin (g,0y;), (4,0y,) je vyhodné
volit v tomto pripadg stejnd (a : 1). Vychylky, rychlosti-a zrychleni jsou ddny
vztahy '
1
Y. = 00; p ) ;
L A
¥ = Q.P; pa Q;,
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yL:@Eigfw

@, =& by, t=12 (39)

7. Systém se €tyfmi stupni volnosti

Na zakladé znalosti Fefeni obou piipadi dvou stupiitt volnosti d4 se Yedit
iaplny systém se étyfmi stupni volnosti podle rovnic (1).

Postup pii tomto FeSeni se viak jiz stdva dosti komplikovanym a nepiehled-
nym. Pro dosaZeni vyhovujici pFesnosti je nutno volit kroky velmi malé a in-

tegralni k¥ivky konstruovat pomoci oskulaénich kruznic. Casové naroky na pro-
veden{ celého Fefeni jsou znatné.

8. Piiklad: Refeni systému se dvéma stupni volnosti a pruznou vazbou

Postup grafického fefeni diferencidlnich rovnic, ktery byl odvozen v pie-
deslych kapitolach, objasnime na ptikladé fefeni pohybu systému nakresleného
na obr. 6. Pro jednoduchost predpokladejme, Ze funkce @ v rovnici (14) je
pouze funkef rychlosti (#;, — &,), t. j. @[(&, — #,)] a Ze hlavni pruZina P je
linearni o tuhosti ¢, = 15 kg/em. Ostatni hodnoty soustavy jsou

c, = 160 kg/em, M = 0,3 kgs?/em,
ky = T1kgsfom, m = 0,03 kgs?/em .
Tlumi¢ ma charakteristiku
Dl =« 29 + D) §=>0
D)) = 0.5y + Do[()] <0
kde @, a @, jsou nelinedrni funkce rychlosti y, jejichz Taylorovy rozvoje okolo

bodu y = 0 neobsahuji konstantu nebo linearni ¢len a zadinaji tedy vyssimi
mocninami rychlosti y. ‘

Nerovnost vozovky je popisovana rovnici
&= hy(t) = 2,5(1 — cos 40xt) .

. o Yokl g Y Tae a1yl g 1
Pii grafickém fefeni potfebujeme priébéh funkee o hyft)
2

1 ¢ .
o hy(t) == hy(t) + %h{(t) = 2,5(1 — cos 40nt) + % sin 407t
2 2

v intervalu 0 < ¢ < 50 % Pro jina t plati

E4%
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Bezrozmérné dasy v, a T, jsou dany jako

711 150
I P — t = 70,7107t .
T = Vl’ (0 5T o,o3)t 28,4520, T, Voo

Zvolime-li At = 0,0025 sec, bude At, = 0,05863 a A1, = 0, 17677 Dosazenim
¢iselnyeh hodnot do rovnic (18) obdrzime

i

a2,y
[em]
5
4 AN
34 7 :
21
11
| A A—— tls]
™~ 015
41\ i
2\
-3+ \\
-4 \-{/
-5 .
Obr. 14.
L e e . ?71
" L &, 1(23,457 ! 0,471% Lol
y1_+T5 11(23,459,)] — 011 Yo + Y — 150 o )J
o Y
b2 = 0,471y 1 hy(t L ! D,[(23,45y .
yz+ Yy — 150 ()_‘1_0' ?J1+E 1[(23,457,)]

Vzdélenost os y, a y1 na obr. 13 volime I = 25'cm. PouZijeme-li v soufadnicich
Yo, ¥, mEFitko 2,5 : 1 a v soufadnicich ¥, ¥, métitko 1 : 1, je vzdalenost pomoené
piimky I od osy ¥,

. =9
5510 Coom,
vzdalenost primky II od téze osy je
1
0.7
- = 19,608 cm .

10
2,5 + 10—
,5 4 011
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Na obr. 13 je provedeno podrobné grafické feseni pohybovych rovnic v inter-
valu 0 < £ < 0,065, t. j. po dobu prejizdéni prekazky (body 0--20). Jsou zde
nakresleny Ghly Az, a At,, na jejich# spoleéném vodorovném rameni je stupnice
v ¢m. Vyneseme-li na tomto rameni délku normély, udiva oblouk piislusny
tomuto poloméru délku oblouku integralni kiivky pro jednu nebo druhou ro-

Xy X,

2 .z' V4
fem s"]/\
200+

)

1007

-100

200

Obr. 15.

vinu, odpovidajici ¢asu Af = 0,0025 s. Pro rychlej§i odeéitani mohou byt na
druhych ramenech tthla Az, a A7, vyneseny piisludné délky oblouku v em.

Kfivka mezi body 20 a 60 znazorfiuje vysledek grafického Fefeni pohybu
systému za prekazkou v dasovém intervalu 0,05 < ¢ < 0,15 s (pomocné pfimky
a normaly pro tuto etapu feSeni nejsou zakresleny).

Pri konstrukei integralnich kiivek v obr. 13 pro nazornost ptikladu nebyl
uvazovan odskok kola od vozovky. Na obrazku 14 je pfekreslen pohyb a, ne-
odpérované hmoty a relativni pohyb y a dile jako soudet obou ktivek prabéh

vychylek odpérované hmoty z,. Slabou ¢arou je ve stejném métitku zakreslen
i pribéh nerovnosti h,(t).

Na obr. 15 a 16 jsou zakresleny rychlosti @, #,, ¥ a zrychleni &,, &,, . Tyto
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hodnoty byly ziskiny z prabéhu integralnich kifivek v fazovych rovinach
(obr. 7, 13) dle vzoreh (soustava cm, s):

1 . e
C Xy == 22_;'; 02@2 3 Yy = ()IQI ’ Xy = Xy i Y,
70,71 s . —
By =y @y, g = 23A02Q0PL, & =y + 7
5000 N ey I
Fy = 3;{ @Dy, § = 550Q,D,, @y =X, -+,
45,57 A
fem s7¢) I\
20000 I! \
oA
10000 \l 1\

|
| % /\
2 00— ___lof5 t [

10000 7

~20000 \/

Obr. 16.

9. Zavér

Popsané ptiblizné grafické methody k fefeni pohybu nelinedrnich mechanic-
kych soustav se dvéma stupni volnosti maji pomérné firoké pouZiti ve viech
oborech techniky, kde se s rovnicemi podobného typu setkdviame (na p¥. elek-
trotechnika, vieobecené strojirenstvi, reguladni pochody v nelinedrnich sousta-
vach atd.). Zabyvali-li jsme se zde pouze specidlnéj§im pFipadem feseni pohybu
automobilu, je to s ohledem na zaméfeni a potfebu UVMYV a jeho skupiny pod-
vozku vozi.

Ponévadz pri grafickém feSeni nejsme omezeni pozadavkem, aby nelinedrni
zavislosti, vyskytujici se v soustavé, byly analytické, maZeme FeSit i piipady,
které jinymi methodami nelze fedit bud viibec, nebo jen velmi obti#ng. Dalsi
vyhoda uvedeného Fefeni ve fazovych rovinich je prehlednost vysledki, které
obdrZime ve tvaru integralnich k¥ivek, z nich% méZeme p¥imo odeditat velikost
vychylek, rychlosti a zrychleni.
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Nevyhodou popsané methody, kters je spoleéna pro vsechny grafické postu-
Py, je nemoznost jejiho pouZiti pro ziskdni obecného feseni, nebot ji lze fedit
pouze urtité dané piipady. Z vysvétleni je patrno, ze vysledna chyba feSeni je
chybou soudtovou, takze methoda neni vhodna pro déletrvajici nebo dokonce
periodické poehody. Naproti tomu pro p¥echodové kratkodobé déje, trvajici
v dasovém intervalu odpovidajicim maximalné jedné nebo dvéma perioddm
s niZsi vlastni frekvenci systému, je uvedeny postup vyhodny, a to zejména pro
ziskani relativnich zdvislosti pfi zménach charakteristik nebo nékterého para-
metru soustavy.
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Peswowme

IPAOMUYECKUE METOLLI PEMEHN KOJEBATEJbLILIX
TIBMAENTIT ABTOMOBIIER ¢ YUETOM HEJHTHENTON
MOBECKU

MMWJIAH AIIETAVP, JAJUCIAB IIYVCT (Milan Apetaur, Ladislav Pust)

(IMocrymuo B pejlakiyio 14/VIIT 1956 r.)

Pafora mocBameHa pemmennio cUCTeMbl ABYX HeJIUHEHHBX muddepeHimain-
HBIX yPaBHEHHUH BTOPOTO LOPAIKE, KOTOPHIE ONMUCHBAIOT JIBM/KEHTEC MeXaltuyec-
KO} MM ajiekTpuuecKoil cucremst. Hennueiiusie dyunmmn, kotopsie B audde-
peHOMaNbHBIX YPABHEHUAX BCTPEUAOTCH, MOTYT NPUHAMAT OYCHL 0BHIYIO
$opmy. Ha sTomM ocHoOBaHMH mMeeT NPEHAOIKCHIBIA TOPAIOK GONBIIOE TIPUME-
HeHHMe B TeXHWYECKOH IIPaKTHIKe.

Meron pemenusa sarmovaeTcs i HOCTPOCHKM KAaCATCIBHbLIX K MHTErPalbHLIM
KPHBLIM B (0a30BBIX miIockoctax. s oIHOTO ypapHeHHs BTOPOTO MOPHAIKA
5TO pCIICHHMEe 3HAKOMO W3 JMTEPATYPH LOJl HassaHmeM ,,lpadmuecioe mo-
crpoenue JIbeHapa“.
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B upepnoniennoil pabore fokasaH MeToJl PeIIeHNA ABYX HeJMHEHHHX Vpas-
Henmil Broporo mopsizka. [lanee yxasano NpumeHeHme 5TOro Meroja il He-
KOTOPEHIX 3aJ1a¥ M3 TEOPUM DOJBCCKI ABTOMOOHICI. ITO pemente, TPONsBeIeH-
Hoe B (ABOBBIX IJOCKOCTAX TMMO3BOJSET LOAYYATH CPABHUTEILHO IPOCTHIM
(‘,ﬂ()(,()()()M nepeMeneHust, CHKOPOCTH M YCKODPCHHA KaK (X)yHHLLVIl/l BpeMeHn.
MET()}I CIAYHUT TPCUMYINECTBEeHITO JIJIH NCCJACJOBaHUsl TIePeXOoJHbX ITPpoueccon
B HeJWHEHHBX KoOJIe0aTelbHBIX CHCTeMAaX.

Tounoers pesynbrara oupefeseHa Ipeskile Beero n3dpauyoil JIMHON UTepBa-
N3 Mexly OTHEIIHBIMM THaraMy W TOUHOCTBI0 TPAUIecKoil KOHCTDYRINH.
B GonbmuHCeTBe CIydaes 9Ta TOMHOCTE JUls TeXHIKOB BIIOJHE HOATATOUHA.

Zusammenfassung

DIE GRAFISCHEN LOSUNGSMETHODEN DER SCHWINGUNGSBE-
WEGUNGEN DER KRAFTWAGEN MIT BERUCKSICHTIGUNG DER
NICHTLINEAREN FEDERUNG

MILAN APETAUR, LADISLAV PUST
(Eingegangen am 14. August 1956.)

Diese Arbeit ist der neuen Methode der Losung eines Systems zweier nicht-
linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung gewidmet, welche die Bewe-
gung des mechanischen oder elektrischen Systems beschreiben. Die nicht-
linearen Funktionen, die in den Differentialgleichungen vorkommen, kénnen
eine sehr allgemeine Form haben. Das vorliegende Losungsverfahren findet
deshalb eine Aligemeine Anwendung in der technischen Praxis.

Die Losungsmethode besteht in der Konstruktion der Tangenten der Integ-
ralkurven in Phasenebenen. Fiir eine Gleichung zweiter Ordnung ist eine solche
Losungsmethode bekannt und ist in der Literatur als ,,Liénards Methode be-
zeichnet.

In der vorliegenden Arbeit ist das Losungsverfahren fiir zwei Gleichungen
zweiter Ordnung abgeleitet. Ferner ist 'die Anwendung dieses Verfahrens auf
einigce Aufgaben der Theorie der Federung des Kraftwagens gezeigt. Die
Lisung, welche in den Phasenebenen durchgefiihrt ist, ermoglicht auf eine
einfache Weise den Verlauf der Auslenkungen, Geschwindigkeiten und be-
schleunigungen als Funktionen der Zeit zu gewinnen. Die Methode ist besonders
fir das Studium der Ubergangserscheinungen in nichtlinearen Systemen
geeignet. :

Die Genauigkeit des Ergebnises ist durch die Grisse des gewédhlten Intervals
zwischen zwei aufeinanderfolgenden Schritten und durch die Genauigkeit
der grafischen Konstruktion gegeben. In den meisten Fallen ist diese Genau-
igkeit fur die technische Praxis vollig ausreichend. :
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