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SVAZEK 2 (1957) APLIKACE MATEMATIKY CIsLO 4

USTALENE TEPLOTNI POLE V NEKONECNE ROVINNE DESCE
7 VICE VRSTEV S OBRCNYM ROZLOZENIM TEPLOTY NA OKRAJO-
VYCH STENACH

JIRT KLATIL

(Doslo due 14. Gorvna 1956.) DT : 586.248.1

V ¢linku je poddno odvozeni vzorell pro ustdlenon teplotu v plan-
paralelni rovinné desce, slofené z vice vrstev v piipadd, Ze na ka#dé
7 obou botnych ston desky je udrZovina 142 wréitd (libovolmid) teplota
a ze mezi gousednfinl vestvami uvnité desky nastdavd prestup tepla.

AL Uvod

Ve svém éldnku [1] jsem podal odvozeni vzoret pro vypodet ustilené teploty
v libovolném misté¢ dvouvrstvé, rovinné a nekonednd rozlehlé desky pro piipad,
ze na jejich boénych sténach je obeené, na ¢ase neravislé rozdéleni a Ze meri
obéma vrstvami této desky nastavd prestup tepla. V tomto ¢lanku provadim
podstatné zobeenéni uvedendého problému na pripad. kdy tdz deska se skladd
z libovolného konetného poltu vistev, pricems na stydéné roviné kterychkoli
dvou sousednich vrstev optt nastava piestup tepla. Volim zde rovnéz podrob-
néjEi a nazornéjsi postup vypodtu, nez jaky jeem podal ve vyse zminéné své
priei.

B. Formulace probléniu a postup pii jeho Fefeni

1. Formulace problému

Uvazujme nekonecnou planparalelni desku, slozenou z n rovinnych vrstev
z homogennich a isotropnich materiali. Obdobné jako v [1] zvolme i nyni
soufadnicovy systém Ozyz pravothlych piimodaryeh souiadnic @, vy, = tak,
aby okrajové roviny této desky mély v tomto systému rovnice z == 2, a 2 =
= Z,.4. P této volb¢ je k-td4 vrstva omezena rovinami z — z, a 2 = 2,
(k=1,2, ..., n),plidemZ jez, <7z, << ... <U 2 <0 2 < Zaq <X o <1 2, <0 2y

(na obr. 1 je zhizornéna ¢ast desky, lezicl v prvnim kvadrantu zvoleného




souradnicového systému). Nagim kolem je stanovit rozlozeni teploty w ==
=, y, 7)) Vv libovolném misté (v, y. z) desky za téchto predpokladit:

a) jo
w(a, y, z) = WX Y 2) o = 0 x Y < b o0 a <Dy b= 1,2,..., n
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b Obr. 1,

B) na spodnim okraji z = z, desky je ncustdle udrzovana teplota u,(x, y, z,) ==

= [, y);
v) podobné na hornim okraji z = 2, je stdla teplota u,(x, y, 2, ) = F(x, y);
3) funkee f(x, ¥) a F(x, y) lze vyjadiit Fourierovym integralem [2] vzhledem
k proménné z (vesp. y) pro kazdou hodnotu proménmé y (resp. x);
e) na stydné roviné z = z;, vrstvy (k 1)-vé a k-té (K = 2, 3, .., n) nastava
v . M i ; ’ v o
pitestup tepla s koeficienty h, ve smdru 1'()%‘0011010!1 a hy, ve sméru klesajicich
‘ v . ’
z-ovych soufadnic (A, > 0, by = 05 k == 23, .. =a).

Za téchto okolnosti je matcematické vyjadieni problému dano vztahy [3]:

o2, 02, o2
%, 0%y, R ) )
—_— — =0 — o0 < a,y < -+ w0
a2 a0 : i ’
e 2l s k=12 .., n, (1.1)



ul(xv Y, Z}) = j(l: 7/) 3 — 0 < Z, 7/ < “l_ <o, (]2)

7 ey
CUy U+
A bl (g = Upyy) =0, - ;; - B — ) = 0
-0 L XL, Y < 0,z s E=1,2,...,n -1, (1.3)
(X Yy 2y0q) = Bl y), = 00 Txy < f 0. (1.4)

2, Postup pri feSeni

Reseni « tohoto problému ziskame superposici fefeni w™ a w® dvou dasted-
nych problému, urenych rovnéz vztahy (1.1) — (1.4) se zaménou okrajové
podminky (1.4) podminkou

UX, Y, 2pyq) =0, — 0 <@,y < + © (2.1)
v prvém a podminky (1.2) podminkou
W@, y,2,) =0, — 0 < 2,y < -+ © (2.2)
v druhém é&istedném problému. Vysledné fefeni bude tedy tvaru

w(x, y, 2) = uD(x, y, z) + uD(x, y, z) . (2.3)

7 ’

Regeni prvniho &istedného problému je podstatnou &asti FeSeni celého
problému vibec. Abychom tohoto Yeleni dosahli, budeme nejprve hledat
vhodny systém partikuldrnich integralt, vyhovujicich pouze nékterym z uve-
denych podminek. Pomoci téchto integrali uréime zminéni dasteéna FeSeni.
Regeni drubého ¢isteéného problému ziskame pak p¥imo z piedchoziho pouzi-
tim vhodné transformace.

C. Re¥eni pryniho &asteéného problému

Prynt ¢asteény problém, na jehoz reseni se omezime nejprve, je charakteri-
sovan vztahy (1.1) -— (1.3) a (2.1). V nasem vypodtu najdeme nejdtive parti-
kuldrni integraly, vyhovujici podminkam (1.1), (1.3) a (2.1).

3. Zakladni partikularni integraly

Vyse zminéné partikuldrni integraly nalezneme mezi zakladnimi partikular-
nimi integraly, vyhovujicimi podminee (1.1). Tyto zakladni partikularni inte-
graly budeme podle znimé Bernoulliovy metody separace proménnych [4]
ptedpokladat ve tvaru

Vp == 'U,\,.(Z', Y, 2) = ‘Y/(x) }7}.(y) Zk’(z) )

— 0 <X, Y <0, 7L 2 k=1,2,..,n, (3.1)
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kde funkce X, (z), Y, (y) a Z.(2) jsou diferenciace schopné do druhého radu
vietné. Po dosazeni vyrazu v, do podminky (1.1) dostavame vztah

Xy 7
SELE LR k=12, ..., 0, 3.2
x, vtz ‘ -2)

platny stejné jako viechny vztahy ndsledujicich dvou odstaved pro viechna
z, y &z, uvedend v (3.1). Vztah (3.2) bude ziejmé splnén, poloZime-li

X Y 7z
N T e L 3.3
‘\7]: l ’ }./; e Z/c " ( )
kde
Y = 1/?‘7]71(‘ , (3.4)

A a u jsou libovolnd redlnd ¢isla. Poznamenejme ihned, Ze pfi ndsledujicich
vypocttech postadi se omezit na nezéaporné hodnoty viech tif zavedenych para-
metri
AZO0, n=0, v=20. (3.5)

Vzhledem k pozdéjsi potiebé je vhodné zavésti do obeenych integrali
diferencidlnich rovnic (3.3) jeSté dalsi dva vedlné parametry & a #. Pisme tyto
obecné integraly ve tvaru
Xy = cosA(f —a) FfusinA(é —=z), A>0; k=12 ...n,
X =+ Prolé —); kE=1,2,..,n,
Vig = YreCO8 i — ) + Opusinu(n —y), p>0; k=12 ...n,

A

Yie =7+ 0ln—y); k=12 ...mn,

Zy =g, chv(z—2z)+ ,shv(iz —2z), »>0; k=12 ..,n -1,

Zig =€+l — 22} E=1,2,..,mn ~ 1,

Ziny = ey 8hv(z,,., —2) -} {pochw(z, ., —2), »>0,

Zno - 8710(2?2 5 ’3) + ‘:n() (36)

a podotknéme, Ze obecné integraéni konstanty jsou vesmés zavislé na viech
¢tyTech parametrech 2, 4, & a9, t. j. Ze
XA — [X/r,/\(}w 2 E; 7]): BT é‘nv = Cnp ('L 15 &, 7]))
AZO0, p=0, — <&y ko, (3.7)
Zddraznéme jesté, Ze pokud zde a kdykoli v daldim uzivdame symbolu » jako
indexu, mame vidy miti na mysli uréitou dvojici hodnot parametrit 1 a n
vzhledem k zavislosti » = »(4, u).
Z podminky (2.1) vychazi v
Coy =0, » =0, (3.8)

4. Dasledky podminky (1.3)
Partikuldrni integrily, vyhovujiei zatim podminkam (1.1) a (2.1), maji tvar
v = 0, y, 2 Ay s &) = XY,
2207 #20: ’1"\ 07 ’_®<£57/<i ] TSR k‘:l,f}....,n, (4'])
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funkee X\, Yy, a Z,, jsou uréeny vzorci (3.6) a vztahem (3.8). Béhem daliiho
postupu budeme sledovat vliv pozadavku (1.3) na koeficienty «,,, ..., &, a to
oddélené podle povahy integralic pro jednotlivé hodnoty parametrtt 1 a u.
Bud nejprve

) A0, >0, (v 0).
V tomto tscku provedeme previaznou dast celé nasi préice.

Dosadme partikularni integraly v.(x, v, 2; 4, pi; &, ) ze vztahu (4.1) jednak
do prvé z podminck (1.3), jednak do nového vztahu, ktery ziskime z téchto

podminek vyloudenim rozdflu w, — u, ,,. Obdriime rovnice

R 4 v T r 7 . A
A/\‘.l) l'//Z]CV ‘{“ ]?//-' i 1(1\ /.‘/\) L'/tAL‘y - 4\1(' i 1,/\) kot 1./1Zlc+ 1.1') =0 3 L=12 n—1 (4 2)
P XY iiZi — i X 0¥ 1%k 10 = 0 ST o
Uer 1V AL ke T s a kv 0l 1 = Vs

Dosadime-li dile do téchto rovnic piisluiné vyrazy ze vztaht (3.6), vychazi
I y

v[ogy €08 A(E — x) -+ Py sin AE — 2)][yr, cos uly — y) +
A By sin gl — e shoo(zy — 2) A Gy chv(ze o — 2)] +
il €08 AGE @) 4 oy sin 2(E — @)]lya, 008 1l — ) |
+ Oy sin pi(n — Y ens ch vz — 2) + G shv(ze — 2)] —
— [Mipr,a €08 AE — @) A fi g0 8in AE — @))[Yieiq,, 008 1y — ) +
A O S0 — Y ey 1) = 0 k=12 ...,n— 2, (4.3)
Iy, g cos AE — ) -F Braosin A(E — ) [y, €08y — y) +
~+ ’S/«,, sin pe(y — yllewsho(z,  — z) + &, chv(z, — 2)] —
— hy ([ py 10 €08 A(E — @) + e 8in AE — 2)][yx 1, 008 uln — y) +
+ O sing( =G =05 k=12 ..,n—2; (4.4)
Y[y cos AE — @) A Puogasin AE — @) [[yn 1., c08 pln — y) +
b Oy sinp(y — Wen—r,shv(z, — 2, 0) + Gy, chy (2, — 2,0)] +
-+ Fo{[x 1 cos A(E — &) + B, _pasin i (& — )V Yn—1,u 08 pt(n — y) -
A Oy Sy - v, ehv(z, — 2z, 1) + Lo r.sh (2, — 2] —
— [, cos A(E — &) -+ fursin A(E — @)y, cos u(n — y) -+
+ B s p( — y) & sh vz, — 2,)} =0, (4.5)
Flv i 008 A(E — @) 4 Bu_ o s AE — @) 1pn_pp €08 40y — ) -+
4 0p oy, o8I0 p(n — Y len 1o sho(z, — 2, ) + Lugy chv(z, — 2, )] +
+ by [0, COS ME — ) + B sin A(E — @)Yy cO8 uly — y) +
F O sin wu(n — y)l e, ch v(z,,, — 2,) = 0. (4.6)

Ve vztazich (4.4) a (4.6) bylo kraceno nenulovym faktorem v.
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ProtoZe tyto vztahy musi byt splnény identicky vzhledem k a iy, plyne
odtud, Ze ¢tyfi vysledné koeficienty pii ¢lenech, obsahujicich ¢initele

cos A(E — ) cos ju(y — y) ., cos A(E — x)sin ey — y),

-

sin A& — @) cos u(ny — y), sin A& — &) sin pw(y — y) , (4.7)
musi byt viechny nulové. Vyrazy X, resp. Y, jsou viak linearnimi formami
svych koeficientit o, a f,\ resp. y,, a 0, proto stadi zabyvat se vyslednym
koeficientem pii jediném z vyrazi (4.7), ku pf. pii prvnim z nich, a analogické
vztahy pro ostatni ziskat formalng postupnou zdménou znakit «,,, y,, za znaky
N Opy T€SP. Bix, Vi TESD. fras Oy, MliZeme proto vztahy (4.3) — (4.6) nahradit
pouze rovnicemi

"chA'J’k/L[Skv sho(zpey — %) + Gueho(ze,, — 2] -F P 1{1\/.‘,\'}//./alfz‘-v chw(z,, ; — z) +
4 Cwsh vz, — 2] — SpaVis g Eras) = 05 k=12, .., n — 2, (4.8)

kl/c o—x"‘ln\'y}c/z[i(‘:/‘v shov(z, i z) + Cocho(z — 2)] —

7 - o . . 9 ” 9 . (
— P Vi1l = 05 k=12, ,m — 23 (4.9)

1’“""7:,—1,/\7/71—1,/([%—1,» shv(z, — 2,-1) + Cooypcho(z, — 2,0)] +
-+ ]L'n{"\'n,—]7/\yn—l,/l‘[8n*1,v chv(z, —z,_;) +

4 Cnory sh vz, — 20 1)1 ~— XpaVuptne Shv(z, | — 2,)} = 0, (4.10)

}1’7’%"\717L/\)’n~1./4[8n-1,v sh (2, — Zu—1) - Cn—»l,n chv(z, — z,4)]
b DXV V(20— 2) = 0. (4.11)

7 této posledni rovnice vypodteme nejdiive soucin
(2 —

, ch»(z, — z,—1)

P T 7 {xn—lu\yn—l.tcn-—l.v: (412)
® ch ¥(z,4, — %a) !
odtud a ze vztahu (4.10) pak zavislost mezi Cinitell x, ;,yn_148n-1, @

Xp—1,AVn -1 ,/LCIL 1,5 V€ tvaru

(xn—l,]\yn"-l,/tcn—l.v - (ZIL—I.V[Xn—l,/\yn—l,ﬂgn—l," > (413)
hy, chv(z, — z,_,) -+ [v + h,’,f(}l P(2pey — 2n)] sh w(z, — 2,—)

_ T VPR T Zpm1) 4.14
[v -+ &l thv(z,,, — 2,)] chv(z, — 2,—) + h, sho(z, — z,,) (+14)

Tn—1,v ==

Piihlédneme-li k této zavislosti, dostaneme z rovnic (4.8) a (4.9) po kratkém
vypodtu podobnou zavislost

“Im'ykp,élw - (lk;'/‘\,/\"/\ylr/l‘c"/rv 5 k - 1’ 2’ ey o 2 3 (415)
Vv niz
Gy = — }l’fj'_!,(ilitl;!‘,ﬁh ;’,',(,?.’Lf};,, ‘(-),J',_,,(lq};ﬂy - 71_,:_71) sh v(zpry — 2i) :
(VFrt10 — /'/,; 1) ch ¥(zpe1 — 26) + T s sh {2y — 2;)
k=1,2,....,0n — 2. (4.106)
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Pouzijeme-li dale vyjadieni (4.15) v rovnici (4.9), dostaneme vztah

}";M-J[Sh P(Zpyy — 2) b Qe SR v(2e 0 — 20)] XeaVeuin —

""" P i@ i1 Ve = 05 b=1,2,..,n — 2, (4.17)

z néhoz vyplyvi zévislost soudinu a1y 1,861, D& soudinu apaVile VO

tvaru
N AV 1 L T L NVt s = 1L 2, m — 2, (4.18)
T 19 v 107010 = b 1y ch (251 — 2) + Presy sh V(2 — %) 3
E=1,2,...,n—2. (4.19)
Zavedme jesté ve vztahu (4.12) oznadeni
NpAVnplny = Xpp¥p— 1AV n—1,p8n -1, (420)
oty €h (2, 1 — 2,) = — hgn 1, chv(z, — 2,,) — hpsh(z, — 2,_,) (421)
a polozme koneéné
Py = H1¥ap o ox Hpy s #p, =13 k=1,2,..,n. (4.22)
Lze nyni psati
KaaVialre = DXV s k=1,2, ..., m. (4.23)

Poznamenejme pii této prilezitosti, %e pii znalosti koeficienttt p,, by z po-
méra v prvni vestvé bylo jiz mozno uréit poméry v libovolné daldi vrstvé, coz
ostatné odpovida nasi soudasné situaci pii Fefeni prvniho édsteéného problému.
Bylo ji% totiz pouzito jak podminky (2.1), tykajici se horniho okraje desky,
tak podminky (1.3),
stytnych rovindch jednotlivych vrstev. Za téchto okolnosti bude o teplotnich

jiz jsme vzali v dvahu vliv pfestupu tepla na viech

pomérech v prvni vrstvé — a tedy i v dalsich — rozhodovat rozdéleni teploty
na spodni okrajové sténé, coz vskutku odpovidd dosud nepouzité podmince
(1.2). K tomu viak ptistoupime az pozdéji.

Po této orientadni poznidmde si viimnéme uréenosti jednotlivych zavedenych
koeficienta a zpusobu jejich vypodtu.

Vzorce (4.14) a (4.16) dovoluji vypocitat postupné &initele q,_,,, ¢, . ...
veor Qo (1, v zévislosti na danych konstantich problému. Dile pak mtiZeme
ze vzorca (4.19) a (4.21) urcit koeficienty x.,, xy,, ..., %,, & vedy také podle
(4.22) konstanty p,,, Poys - .., Pu,. Vidime odtud, Ze lze pomoci dosud obecného
soudinu x,,y, .8, vyjadiit viechny soutiny s ¢initelem oy, (b = 1,2, ..., n)
které se v obeenych integralech (3.6) vyskytuji.

»

Prihlédneme-li jesté k pozndmee za vztahem (4.7), shledame, Ze je mozné
partikuldrni integraly v.(a, v, z; 4, u; &, 9) ze vztahu (4.1), které nyni spliiuji
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podminky (L.1), (1.3) a (2.1), vyjadiit — pro piipad kladnych hodnot para-
metra A a ¢ — ve tvaru
U/\-(x: Y5 2 A) 16 E: '7) - X}cl)’;\/w,‘['(:h y(’“ — 57\-) 1 Gy sh y(g — :A)I =

Ch e — %) + ~ Qv sh vz — ~/)
z— 2;) + q;, sh p(i‘jg ) (@, y, 2 A s &),

=
=
z
Fl
=
<
p-RP-N

| y 2 L E < Zpgy A0, >0, 0> 0;
< E < foo; k=120 — (4.24)
a podobné

0@, Yy 2 A, 115 &, ) = XY e sh vz, — 2) =

i Sh U( “n+1 “)
anchl(z~7) };*d;ghu(z*‘ ) (T Y, Z3 2. " é l])

— 00 <X Y <<+ 0, 7z, <Lz=

L Zpiy; A0, >0, >0
— 0 <&y < 4 . (4.25)

Bud dale

By A>0, p=0 (r=1).

V tomto pipad¢é muiZeme postupovat naprosto stejné jako v ptipadé pred-
chozim a proto upozornime pouze na nékteré vyznadnéjsi skuteénosti.

Zisadné je nutno nahradit kazdé » znakem A. Ve vztazich (4.3) — (4.6)
je tfeba faktory Y, , nahradit novymi Y, podle (3.6). Dalsi postup se jiz zcela
shoduje s predchozim, vede k ¢initeldm g, a p,,, definovanym tymiz vzorei
jako d¥ive. Zustavaji tedy v platnosti i vysledky (4.24) a (4.25) pro parti-
kularni integraly vz, v,z 4, 15 & %) k=1,2,...,n, kam stadi dosadit
n =10 a » = 1. Protoze je nas problém soumérny vzhledem k = a y, plati
obdobna poznamka i pro ptipad

Y)A=0, u=>0 (v¥=upu),
jimz se proto nebudeme zvlagts zabyvati. Jako skutedné vyjimetny se ukazuje
teprve posledni pifpad

N A=0, u= (v =10),
jehoz je nutno si viimnouti podrobnéji.

Nahradme ve vztazich (4.3) — (4.6) faktory X, ¥,,, Z,, postupné novymi
Xuos Yy, Zyy podle vzoreh (3.6) a postupujme obdobné i pti daldich vypottech.
Nasledujici rovnice, které ziskdine nejprve, jsou analogické ke vztahtim (4.8) a7
(4.11):

AroVrolro 1 Py 1{ XV rolEro <F Cro ( HL 7T ~A)] -
— XprnoVrrnefriner = 05 k=1,2, . -2, (4.26)

’ ) I . 5 __ . . ¢ BN ‘
g 10000 — Miv®airoVis ol = 05 k=1,2,..,n—2; (4.27)



Xpe1.0Vn—1,050-1,0 hn{"‘n-—l,())’n - !.,uf‘qn—-].n A Cnen,0{z, — Z\n,il)] —

’eruyn(JF':lO(zn-i 17 2’n)} =0 > (428)
]?'1'1”‘1‘:-1.0))71—1,057}— 1,0 -+ }"n"nu'}/m)(’ng = 0, (429)

Z poslednich dvou rovnic plynou déle vztahy

-
Ky 1,0Vn 1,050 - 1,0 7 Tn—1,0%0=1,0Vn 1,080 ~1,0 > (430)

h

e O R e (31

a podobné z rovnic (4.26) a (4.27) pii
NroVrobro = QroNeo¥rofro s K =1,2, ... n — 2 (4.32)
s ohledem na (4.30) vychdzi
CeoTier1,0 + P 1w ol 1+ Guo(Zrn s — 23] — hxlcu,(]/\-n =0, (4.33)
odkud

Ry, 1,0
p T e S = . ) «
o Tr+1.0 ]7k+1 s /Ll+1{1H 1. O(Z/r F1 %) P = (43)

Definujme faktory ., rovnéz vatahy

Kt 1,0V k41,0854 1,0 = Zrn,0¥n0Viofro s k= 1,2, . m — 1 (4.35)
a polozme
Dio = Hygag - Mo > o= 15 E=1,2,.  n. (4.36)

Podle rovnic (4.27) a (4.29) je
PG i 10%n 10 = Peidlig s k= 1,2 n —2 , (4.37)
Pattng = — hun_ .y - (4.38)
Prislu$né partikuldrni integraly maji tvar
v, y, 2 0, 0;, & ) = X/coY~0<“zm[1 T oz~ 2,)] —

1 — Z
T2 0,058 )

pkol# 710z — 21)
— O LE, Yy < F 0, B CE Gy A=0, u=0;
—ow<ép< s k=12, n—1, (4.39)

’l),,,,(lf, .7/, Z; O: 0; ‘Ea 77) == ‘YnOYnoguo(z,,v;—l - 2) ==

Zyty T #
—— x, Y, 20,
pno 1 l._ (110(2 o “‘1) ( 7/; ()3 S 77) 3
— 0L,y < f 0, 2 EL 2 A=0, p=20;
-0 L8N < 0. (4.40)
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5. Vlastnosti a vzajemna souvislost ziskanych ¢asteénych
feSeni

Vsimmeéme si nejprve, Ze pro viechna» = 0 apro viechnak = 1,2, ...,n — 1
jsou koeficienty ¢, konedné a ziporné'), dale #e vSechna ., a 9,00 = 0;
k=1,2, ..., n) jsou konefnd, oboji nezévisle na & a ». Pripomeiime joite, Ze
libovolnym dvéma dvojicim 4y, sy a d,, g0, nezipornyeh hodnot parametrd 2 a gy,
pro néz VZ% 48 = l/,lg + i = v, piislud tytéz koeficienty qu, 0 & Pr
které jsou tedy funkeemi jedné nezavisle proménné », a to funkcemi spojitymi.
Obratme nyni s ohledem na pozdéjsi pottebu svaj zietel na chovani jednotli-
vych ¢asteénych Teseni (4.24) a (4.25), platnych pro » = 0, jednak piiv —> 0 -},
jednak piiv — -- co, kde je mozno vzhledem k povaze vyskytujicich se vyrazi
otekavat urdité singularity. Stanovme nejprve limitu téchto feseni pii

a) v—=0 4.
Zavedme za tim tdclem oznadent
ViAo o) = v e,y 2 A g &), 2700, 205 k==1,2,..,n, (5.1)
kde vyraz na pravé strané rovnice je shodny s vyrazem ze vztahu (4.1) a dokai-
me, %e za uréitého predpokladu plati mezi FeSenimi (4.24), (4.25) a (4.39),

(4.40) piipadit x) (A 2> 0, o > 0) a d) (A = 0, u = 0) z pfedchoziho odstavce,
jakkoli se tato ¥eSeni od sebe formalné 1ii, tato souvislost:

lim Vi(d, u) = V(0,0); k=1,2,..,n. (5.2)
A—>%+
10+

Je pritom ziejmé, Ze neni nutno zminovati se zvlasté o piipadech §) a y), které
mohou byt prakticky zahrnuty do pfipadu ).

Protoze limitni procesy 4 — 0 --, g -> 0 4 (soulasné a na sobé nezdvisle)
av — 0 4+ maji v nafem ptipadé tytéz disledky, budeme viude v nasledujicim
uzivat prehlednéjsiho znadeni » — 0 s védomim, Ze jde o blizeni v definiénim
oboru parametru », t. j. zprava. '

Podle (4.24) a (4.25) je

lim V4, o) = lim p,, fh_?.’_(i:”,,z"‘) + ({’f?__?‘},f_.’,’(.?,i‘,ff’) Vilh ) ;
) v chv(z — 29) 4 g shw(z — 2y)
E=1,2..,n—1, (5.3)
sh »(zp4q — 2)

im V (2, ) = lim - s el T V.4 ). 5.4
lim In(}: :”) lun,}(l) Py ch y(z o Z|) _{_ Tiv Sll ’IJ(Z . ’31) 1(2: 1“) () )

7.—0
K limitovani téchto vyrazti potfebujeme znat nasledujici limitni vztahy.
Vzniknou (pfipadné po malé dprave) limitovanim vzorei:

1) Mitzeme to dokdzat tiplnou indukei pomoei vzorce (4.16) se zietelem k tomu, Ze

Tn—1,» J© zdpornd.
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(4.14) s piihlédnutim k (4.32)
h

J]m ,,qn o e e S— (1 _ (; K
- {n—1. 1 2 n—1,0
0 1 T h‘n(zns‘ i Z,,) 7% hn(zn * Z‘n*l)
. 1 " o oy . oo
(b 3. @pory 22 = Gu1.0 PFL? — 0; protoze je ¢, o konedné a zdporné, ma ¢, 1,
v
jako funkce parametru » v bodé » == 0 pol 1. fadu s limitou — o0);

(4.16) s ohledem na (4.34) — vztah lze vzhledem k predchozimu snadno dokéazat
metodou tplné indukece —

G

lim g, = — =% e e ()
im vy, 7 k0>
-0 Grer 1,0 Prr 1t Pt 1@t 1,0(Zae o 2p)

k=1,2,...,mn—2 (5.6)
(t. ] ¢ == % qro PYi ¥ —> 0; protoZe je g,, koneéné a zaporné, mé opét g, jako
funkce parametru » v bodé » = 0 pdl 1. Fadu s limitou — o0);
(4.19) s ohledem na (4.37)

’
] 7/?'1c +19k0

N . A ) B A
j = Hppro ;s K L2, ..,n—2 (5.7)
e+ 1Tk+1.0

lim s, =
-0

(v8echna », ., o jsou koneéna a kladna);
(4.21) s ohledem na (4.38)

g,
lln'l Vipy = — 7771(]]'1719 = Xno (D.S)
r-=0 ?’n

. 1 . . . . .
(b J- oy = , o P Y — 0; protoze je x,, konetné a kladné, ma x,, jako funkce
parametru v v bodé v = 0 pél 1. Fadu s limitou - co);

(4.22) s p¥ihlédnutim k piedchozim dvéma vztahim a s ohledem na (4.36)
i

limp, =pes k=1,2,...,m— 1, (5.9)
»—0
lim vp,, == Pao - (5.10)
»—0

Viechna py, 1 p,g jsou zde konednd a kladna. K singularité vede pouze p,, ~

1 . ;. p vz
= DPuo PHL ¥ = 0; p,, ma jako funkece parametru » v bodé » — 0 pdl 1. Fadu
s imitou - co.

Dosadime-li prave ziskané hodnoty limit do vztahi (5.3) a (5.4) a porovna-
me-li ziskané vysledky s vyrazy (4.39) a (4.40), shleddvime, ze stadi dokdzat
jiz jediné platnost vztahu

lim ¥, (4, 1) = V,(0, 0) . (5.11)

»—0
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O jeho spravnosti se mlZeme snadno presvédéditi ze vzoreh (4.24) a (4.39),
udinime-1i dodateény pfedpoklad, 7ze dosud neuréené faktory X,.Y,,e, vyho-
vuji podminece

L Y ' . . S G . it N
lim X,,Y, 6, = XioViofko; k=1,2,...n. (h.12)
A0 1
>0
MizZeme nyni souhrnné Fici, e ¢dsteénd ieseni z odstavee 4, 3) (A = 0, . = 0)
je mozno povazovat za limitni piipad d¢astednych teSeni z odstavee 4, o)
(A > 0, p > 0), je-1li splnén pozadavek (5.12). Této skuteénosti pozdéji pouzi-
jeme.

Sledujme nakonec zbyvajici limitu pii

B) v =+ 0.

Oznadme pti podobné zdméné limitniho procesu jako v pfedchozim piipadé
lm V2, p0) =Vie; k=12, .. n. (5.13)
V>4 00

Abychom mohli sledovati povahu této limity, stanovme podle pfisludnych
vzorel nejprve

limg, = —1; k=1,2,..,n —1, (5.14)

Y—>-} O

lima, =1, limzx,=0; k=23, ...n, (5.15)
yort 0 Vo - 0

imp, =1, limp,=0; k=23, ...,n. (5.16)
pos o0 Jo——

Na zakladé téchto hodnot je jiz ze vztahti (4.24) a (4.25) vidét, ze k tomu;
aby

Viw =03 k=1,2,..,n, (5.17)
stadi, je-li

XpYye, =01 pi »— 4+ © (5.18)

v

(symbol O [1] znadi, Ze vyraz na levé strané je pro dostatené velika » omezeny).

6. Vysledné feseni prvniho ¢istedného problému

7 vysledkt piedchazejicich odstaved vyplyva, Ze partikuldrni feSeni
v, y, 2 A, 15 &) (k= 1,2, ..., n) pryniho &asteéného problému ze vztahu
(5.1), vyhovujici podminkfun (L.1), (1.3) a (2.1), maji pfi splnénych pozadav-
cich (5.12) a (5.18) tyto vlastnosti: 7

a) pro kazdou skupinu danych hodnot x, y, z, & a 5, vzatych z prislusnych
obortt jednotlivych proménnych, jsou zminénsd Fefeni spojitymi funkeemi
obou proménnych parametrtt 4 a 4 v oboru 0 5= 4, 4 << + o0 za pi‘edpoqudu,
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ze rovnéz dosud neurcené obecné integradni konstanty au, i, vio O 2 &,
jsou rovnéz spojitymi funkeemi téchto parametra v uvedeném oboru;

B) limitou Yeleni v, ¥, 2, 4, u; &, 7), kde 4 > 0 a x> 0, pro pipad neza-
vislého blizeni A -> 0 -+ ap —> 0 -4 je optt partikularni fedeni v, (x, y, 2; 0, 0; &£,7);

v) viechna tato Feseni jsou v oboru 0 =% 2, 4 < -+ o omezenymi funkcemi
obou parametrt 4 a /1, vyhovujicimi dokonce vztahiim lim v.(x, y, 2, 2, u; &, ) =
= 0 nezdvisle na zphsobu limitovant. v

Abychom nyni splnili i zbyvajici podminku (1.2), pfedpoklidejme Feseni u™
prvniho &istedného problému ve tvarn

oo dm
W, y, 2) == [di [dE [
5w o

el

] | oo

due [ o, y, 2 4, 0 &) dyy

-

— <Ly, Y40, <zl k=1,2,..,n. (6.1)

. k >

Omezime se tu jen na takové funkee v (x, y, z; 4, j; &, 1), pro néz piislugna
N (x, y, z) splituji podminku (1.1) a ukdZeme, #e mezi nimi existuje hledané
iefeni nageho problému. Za tohoto omezeni vyhovuji funkee ui"(x, y, z) také
pozadavkam (1.3) a (2.1), jak se mZeme snadno presvédéiti. Zbyva proto
ziejmé v integrovanych funkcich v.(x, %, z; 4, u; & n) stanovit dosud blize
neuréené koeficienty v ¢initelich X, Y, ¢, které — jak bylo vySe ukizéno —
Ize viak viechny vyjddiit pomoct jediného &initele X, ¥, ¢,,. K uréeni tohoto
¢initele — a tim i prisludnych integrand® v.(x, ¥, 2; 4, u; & 7) — uZijeme pod-
minky (1.2); z ni plyne

- o Pon Ao oo
u (@, y, z) = [dd s [dp [0y, 252 08 g) dy = [, y),
0 o 0 %9
— o0 << @, Y <<+ . (6.2)
O funkei [(x, ) jsme podle pozadavku §) 1. odstavee predpokladali, Ze existuji
vyjadieni
l + o RaCs]
fla, ) = - f a f &, ) cos A(E — @) dE —
7
0 Bve)
-+ oo b oo 40 -} oo
1
= f d/lf cos A& — ) dff du f J(&, ) cos u(n — y) dy,
e
0 4] 0 ©
— 00 < X, Y <L + 0. (6.3)

Dosadime-li toto vyjadieni do vztahu (5.2), porovndme-li integrély na obou
stranach a ptihlédneme-li ke vztahu (4.24), vidime, Ze staéi poloZit

, . 1
0@, Y, 25 4w &, m) = X 1)‘Y1,u51u = f(&,m) cos A& — @) cos u(n — y) ,

— w0 <<,y < koo, 0<<A, pu<< 4 ©, w < &n <<+ w. (64)
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Odtud plyne, Ze pro uvedena 4, 1, £ a y je
1 X ) ,
YAVl = e &), Bia=0, Oy == 0. (6.5)

Tyto koeficienty vabec nezavisi na parametrech A a u, takie vyhovuji poza-
davku (5.18). Dale je mozno ve vztahu (6.5) zvolit hodnoty parametrit a,,,y,,
a &, tak, ze je splnén i pedpoklad, uvedeny pod znakem «) tohoto odstavce.
Tento predpoklad mohou rvovnéi splitovat i ostatni koeficienty pro & =
= 2,3,...,n, jak se muazeme snadno presvédéit (staci zvolit na pi. a,, =
== 1 k=1 2,..,n).
Dosadime-li tento vysledek (6.5) do vztaht (4.24) a (4.25), mlZeme jiz
ané feseni prvniho déasteného problému zapsat ve vysledné varu
hled eSeni prvniho éasteénch bl at sledném tvar

f-o0

00 oo
uP(x, y, z) = le fdl f cos A& — ) déf Pe [chv(z — 2,) +
0 w

0

4w

g sho(z — z)] du [ f(E, ) cos wln — ) dyp,

— < ®Y << 0, z, T2 e k=12 ,n—1, (6.6)
ey, ) =
too Lo b0 4w
= J?Q f da f cos A(§ — x) d¢ fpm, sh ooz, -~ 2) du f & n) .
" [} - 0 )
Leos p(n —yydn, — w0 < w,y b, 2, <l Zyag . (6.7)

Koeficienty p,, a ¢, zde vystupujici jsou dany vzorei (4.22), (4.16) a (4.14).

Je v¥ak nutno se jesté zminit o konvergenci ziskanych integrala. Ve vzorci
(6.4), z né¢hoz jsme v pravé provedeném zdvéru vysli, nebyly totiZz briny
v tivahu nulové hodnoty parametri 4 a u, tedy hodnoty dolnich mezi piistus-
nych integralt. Disledkem toho bylo, Ze se ve vyslednych integralech objevily
koeficienty p,, a ¢y, definované vyge zminénymi vzorei z ptipadu o) 4. odstavee.
ProtoZe k tymz vzorcum vedou i pripady $) a v) zminéného odstavee, mazeme
platnost vztaha (6.5) rozsifit i na nezaporné hodnoty parametrfi 4 a 1, pro néz
neni soudasné A = u = 0. ZvIisté je vSak nutno viimnouti si pfipadu nyni
vylouéeného. Jak jsme v 5. odstavei zjistili, maji totiz nékteré z vyse uvede-
nych koeficientt p,, a ¢, definované vzorci (4.22), (4.16) a (4.14) v bode
A= p = 0plly 1. ¥4du. RovnéZ v 5. odstavei jsme vSak dokazali, ze viechny
tyto singularity jsou vesmés odstranitelné. Rozsifime-li proto platnost vztahu
(6.5) i na tento piipad, aby byla splnéna podminka (5.12), vyplyvé jiz konver-
gence integrald na pravych strandch vztaht (6.6) a (6.7) piimo z predpokla-
dané existence vyjadieni (6.3) a z vlastnosti o) az y) integrovanych funkei,
jak byly uvedeny na po¢atku tohoto odstavcee. Je tim sondasné FeSeni prvniho
¢astecného problému zcela uzavieno.



D. ReSeni druhého ¢asteného problému a Fefeni vysledné

7. Reteni druhého &dstedného problému

Tento problém je urden vztahy (1.1), (2.2), (1.3) a (1.4). Tyto rovnice mi-
zeme ziskati také postupné z rovnic (1.1), (2.1), (1.3) a (1.2) prvniho ¢dsteéného
problému nahrazenim nékterych veliin v ném se vyskytujicich novymi veli-
¢inami (zaménime-li v nerovnosti pro z ve vztahu (1.1) soudasné jeji smysl)
podle transformadni matice

( ;l (h 5 Z; hm » ]I,’" > f(x, ?/)) .
s

7 o

'moi4-1 en— J2 hn—m 208 "'hﬂwm 29 F(x; ?/)
t=1,2..,n, j=12,...0n41; m=223 ... .n. (7.1)
MizZeme proto bezprosttedné pouziti vysledného fegeni piedchoziho problému;

staél provést transformaci (7.1) ve vzorcich (6.6) a (6.7). Nahradme jeité
pro prehlednost veliciny ¢y, %y, & Py, v téchto vzoreich novymi pomoci matice

qT'D 3 xTV 2 %)'LV 3 pTl‘ b pﬂv .
- - - — 3
““(I'n—rel,v ’ xn*r?.[,v B %U > pn 7Ly * *plv
r=1,2,...,n — 1. (7.2)

Nové koeficienty vypodteme pomoci transformaci (7.1) a (7.2) ze vzoret (4.14),
(4.16), (4.19), (4.21) a (4.22). Vychazi

= hychw(zg — z) 4 [v + Ay th vz, — 2] sh v(zy — 2,)

Ll Ay 1 ey B e ANy Y e e sy SO G
oo = — "B 2 ) Ot — ) h o, ).
e (WIA -1y ) ch Y(Zpiy — %) + hk‘lk 1 sh V(Zk+1 — )
k=34 ...,n, (7.4)

Iy e 1 =G, ch vz — ) e sho(z, —2); kE=3,4,..,n, (7.5)

hoxy, eh v(zy — 2,) = — Ryfy, chw(zy — 2y) — hyshv(zy — z,), (7.6)
ﬁk‘w = ;np:’;n——l,v ;h’v > ;7!1: =1 5 k== 1, 2, e (77)

Reseni druhé ¢asteéné tlohy ma tedy tvar

uP(z, y, z) =

+o 4w : +o + o
1 , - .
= ﬁf da f cos A& — ) dff Py shv(z — zl)d/“f F(&,m) cos p(n —y)dy,
0 —- [ —
— 0 LY < A 0, 2 <2< 2y, (7.8)



+0 + o + 0
1 . —
ug(x, y, 2) = puvy f d/~f cos A(§ — ) dsf Pulch »(z — 2) -
0 00 0
+ oo

b G shov(zery — 2 dpe [ F(E ) cos pu(n — y) dy
— 0 < a,y < oo, <<zl k=23 .,n. (7.9)

Koeficienty p, a ¢, jsou urdeny vzorei (7.7), (7.3) a (7.4).

8. Re$eni pavodniho problému (1.1) - (L.4)

Jak jsme se jiZz ve 2. odstavei zminili, ziskdme vysledné ¥eleni wu(zx, ¥, 2)
daného problému, uréeného vztahy (1.1)—(1.4), superposici jednotlivych
Fefeni uM(a, y, 2) a w®(x, y, z) obou tdstednych problému podle vztahu (2.3).
M4 tedy toto feseni tvar

wilz, v, 2) = uP(x, v, 2) - P2, y, 2) ,

— 00 < XY < 00, Z<LE<< s k=12, ..,n. (8.1)
Slozky u(x, y, 2) resp. w(x, y, 2) jsou uréeny vzorei (6.6) a (6.7) resp. (7.8)
a (7.9).

9. Jednoznad¢nost feSeni (8.1)

UkaZzme si zavérem, Ze Feeni (8.1), které jsme vySe odvodili, je jedinym
fefenim problému (1.1)- (1.4).

V kazdé vrstvé z, << 2 < 2z, (k= 1,2, ..., n) je podle (1.1) teplota u,(z, v, z)
harmonickou funkei. Je proto kazda z téchto funkei jednoznaéné uréena svymi
hodnotami u,(z, ¥, z;) & w(z, ¥, 2z,,,) na hranicich z =2, a z = 2,,, piisluiné
vrstvy. Stadf tedy dokazat, Ze i tyto hrani¢ni hodnoty existuji pouze jediné.
Predpokladejme proto, Ze vedle feseni u ze vztahu (8.1) zname jesté dalsi
YeSeni % dandho problému. UkéZeme, Ze toto Fefeni se nutné musi shodovat
s na¥im YeSenim u. Musi byt totiz pak rozdil U = u — % YeSenim problému
urdeného vztahy (1.1), (1.3) a podminkami U,(x, y, ;) = U,(x, 4, z,.,) = 0
(— oo < &,y < -} w). ProtoZe tento problém ma pouze trividlni FeSent
U = 0 (v ustdleném stavu musi byt extrémni teplota na hraniénich sténach),
je w = 4, 8imZ je jednoznalnost feseni (8.1) nageho pivodniho problému zcela
dokazana.

E. Zavér

Nagimi vysledky je podéno theoretické feSenf specidlniho problému z vedeni
tepla, tykajiciho se vedeni tepla v deskdch sloZenych z vice vrstev. Ackoliv
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jO v literatute T)Odéﬂ')() fedent celé f‘«‘l,dy p"Oblélnﬁ toho (1]‘11}]117 neni mi leéll'l(),
ze by tento problém byl jiz nékde fesen.

Technicky vyznam naseho problému je ziejmy jiz 7 jeho formulace. Vypodet
integrali ve vyslednych vzorcich i v jednoduchych konkretnich piipadech
je oviem velice pracny, takze prakticky jej lze provadét pouze s pouzitim
modernich poditacich stroja.
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Pesiome

VPABIOBEIEIHOE TEMIEPATYPIOE TIOJIE
B BECKOHEYHOW JOCKE, COCTOSINENR U3 MIIOTHUX CJIOEB,
¢ OBUIIM PACHPEJEJENUEM TEMITEPATY PhI
HA KPAEBBIX CTEIIKAN

UPHU KIATIAT (Jik Klétil)

(Moctynuao B pegaruuo 14/VI 1956 1.)

B paGore BBIBeeHL POPMYJIBL JULT YPABIOBEHIEHHO! TeMITepaTypsl B IIIAH-
HADAINCIBHOI TIOCKOH JocKe, CNOMCHHOI U3 % /OB, NPT YCIORWE, YTO HA
KaAgl0it 13 KPaeBLbIX CTCHOR MOCKH LOJJICPIKUBAETCS OHA I Ta JKE ONMPCHCTICH-
Has (NPOMBBONLHAS) TCMICPATYPA I YTO MEHAY COCCIHUMM CIIOSTMI BITYTPH
JOCKU oeynicersiseTes nepefava teusna. Pabora sipisiercst ofo0menyeM aHa-
JOTUYHOM TPOBICMBL [UIH CIIYYAA ABYX ¢JIOCE, KOTOPYIO aBTOP Paspemuil B ¢Boelt
pabore [1].

BuGepenm 1o puc. 1 (1a KoTopoM uz0Gpaskena Juinhb 9acth, J0CKH) ROOPHHAT-
nywo cneremy Oryz NPAMOYTOJNLULIX NPAMOJMHERILIX KOOP/MHAT &, 9, 2 Tak,
Yro0OBL KPACHLIC IIIOCKOCTH JIOCII UMCILIT B DTOI CUCTCME YPaBHEIN 2 = 2, U2 =
= Zn4p- Llyers npn raxom petbope k-ruit cioil orpannueH I0CKOCTAME 2 = 2,
nz=1z., (k=1 2,..., 0) upnuem z; << 2y ... << 2, < 25y << .. < 2 < Zyyyo
Pacnpepenenue remueparypnl w = u(, ¥, 2) B JOCKC YETAHOBUM LHPU CHCLYIO-
IUX TIPEIATOIN0KEHASIX:
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a) (e, o, 2) = wplw, y, 2), oo <<y 00,z I E <y, =12 ...,

o N

B) ma mnRuell kpacsoll erenike 2 == z; JOCKI HECHPEPBIBIO THOSUICPIRITBAGTCII
remucparypa w, (v, y, z,) = f(x, y);

) AHAJIOTHUIO I 1 RePXIeil KPACBOIT CTCURE 2 == T,y JOCKI TeMIicpaTypa
HOCTOSITIA 1T paria w, (¥, i/, %, ) —= F(x, )

8) pymiun fla, y) w F(a, ) mosuno npejerasnrn 8 ouje mirerpana Myphe
OTHOCHTCALIG HepeMenioro 2 (oot ) 1P 0G0 SIS HICPeMeHuoro i
(coorn. x);

&) Ha rpaNnTIuoi wiockoeti meangry (B = T-niar ketiiv cioem (B = 2, 3, ..,
ceey B) OCYILCCBIHCTE HEPLAATA TeHa ¢ RODPPUIEenTarit b, B ualpapmein
BOBPACTAIONIHX OpjHat 2, hy Hanpasaciin yousionnx opjomuat z (b, - 0,
B > 0). TIpI oTiX o0CTOSTEALETRAY MOGEHID MATCMATHUCCRYIO (OPMYIPOBKY
upobiembt sancarnh B e coornomenuii (L1) —(1.4).

Pewenire % 570l npoGaeMsl MOHIO TOJAVYRTEL TyTeM eyviepnosmm (2.3) pe-
menuii #M g w® JByX macrumis X npodJeM: Ieppasg i3 X oXaparepusonata
yeaonmamu (1.1), (1.2), (L.3) i (2.1), a propan — (L.1), (2.2), (L3) w (1.4).
OcHoBarcinitas yacth paborhl nocngiena naxoxenmo gymsioun wh, v, z),
DI JOMONUL KOTOPOH M0N0 yike Jerko gairn @ymgio w®(e, ¥, 2) Ho-
cpepcrBoM npeodpasosamst (7.1).

ITpm pemenmiyw meppoi wacTHWION NPOGACMBL IEM  ¢Hagana TacTaLe Wil-
rerpasiol ima (3.1) rar, wrofni onn yirosnersopstin yedosiss (L) n (2.1).
Wmest B By ro, wro wam OyJer meodXoiumMo B 0y, Iy IICM, MOZKCM OT DAY HTLCA
cooryorenueM (3.5) 1 BBecTI Jannieiinye puromsie napamerper & uy. Ueko-
MBIC YACTHLIC WHTCTPATIBL Za bl coornomensiver (4.1), (3.6) m (3.8).

Coepersust yenonust (1.3) B cayuasix A2 4 42 > 0 (uyuxr 4, a)—y)), u 1 =
= p == 0 (mynur 4, §)) npoasisnores pasauansiM obpasom. Opnaro, B obonx
CHAYHasiX MOJKHO BeC TICU3Bectitbie woaQ@uiuentul npu soipasrenusx (4.7),
BCTPCHAIOHIHCC B WACTHLIX HITCTPAJIAY, BBHIPABUTEL UCPC3 HEOHPEC/IeHLIC
noxra woauuumentsr 03 repsoro cron (K = 1, goadmuretnt x,,). [Ipir stom
MCBONLIYIOTCSA oupaBjaminie tipejnosonsennst (4.13) uw (4.15), coors. (4.30)

;
Rypeusiny popmyitam (4.14) 1 (4.16), coorn. (4.31) u (4,34). Merojom MaTeMaT-
YEeCKOI WHIYRIUM MOKHO JOKABATDL, 4TO BCC DTH KOAQPUIMCHTHL ¢YIECTRBYIOT
{(ROTEUITHT) U TTO OMM OTPHUATCIRHEL ¥ MCCTHO BAMCTHTE, 710 ROIQQUITUCITLL ¢4
HEBOBMOIKHO HOIYYNTh HELOCPC/ICTBOTIHBIM HPC/GIBTTHM 1LePEeX0IOM OT ¢, P

u (4,32); nerpevaomiec TaM KodPQUIHCHTHL ¢, MO0 OTPERC/IITL 0 pe-

vy — 0F; manporun uMeroT Mcecro coorHomcnusi (5.5) u (5.6). Chnegoparennio
ROBQPUUACHTBL ¢, Halijierminie vo gopmynam (4.14) u (4.16) nmewr B roure
¥ = 0 TOJNOCHI NEPBOTO NOPSJLKA ¢ ILPARLIM TPCICIHOM —— CO.



Opnaxo, pemenus (4.25) w (4.39) TonbKko 9TO YIOMSHYTBIX JRYX CIydYaen
TCCHO CBABANLL JIPYT ¢ JIPYIOM, & UMCIH0
le'(x9 7/’ z; (‘)7 0 'Ea ’]) = hm l’kt(xw Z/: Z, ’1: /"; Ev 77) ’
A0
10

— 00 L XY L 00, B LE<lz; —w0<En< oo k=12 ...,n

KAK HOKABANO B HyTKTEe 5.

06 oRoNMATCHHHOM PEIIeHAYM 1ICPBON 9acTHYHOMN 1pobJeMnl IIPenronaraeM,
qTo OHO Hpejerapumo B Bujte (6.1), rue dyrmumst v(x, v, z; 4, p; &, ) 3anana
ypasuenumsiMu (4.25), coorn. (4.26). OcoGoern 9101 pyHRUME B Touke 4 = y = 0,
olyeqoBlichias noaocamMt KodGEOUIICITOB B 8TOH TOWKe, He CYNICCTREHHA
(yerpanuma), war 6p10 nokaszado B uyHrie 5. U3 yegonms (1.1) n 13 npes-
crapienns (6.3) gynwinu f(x, ¥) ¢, B Brge vuTerpaga Oypne nomyunm sarem,
onupasgch Ha (6.2), coornomenne (6.5), onpepesasiomee MO HUH ¢BOOOLHBLIT
$arTop, TAK YTO MOKEM HAlIICATE ORouYaTeNpHoe pemenye (6.6) u (6.7) neppoit
qacTHUHOW HpoOsemsl. Berpevatoniuecst 3j1ech KOIPOUUUEHTB. Py, U G, MOHCHO
onpepennt, 1o Gopmynam (4.14), (4.18) n (4.25).

Raw Mbl yike ynoMmsuymu, pecune «®(x, ¢, z) MOKHO TOJYUHTH U3 LPEJIHI-
ayuero nocpegersom tpeopasosanus (7.1). Owuo nmeer su (7.8) u (7.9). He-
00XOIUMBIC BCHOMOrarelnnnie Koapumuentss B coornomerun (7.2) MOmKHO
noxyanrs no popmynam (7.3), (7.4) u (7.7).

Haronen, nerxomoe peinenue neproHavagnioit npodiemsr (1.1)—(1.4) mano
Popmyatoii (8.1). B ayuicre 9 gokasana ojiHO3HATHOCT HTOIO POITEHHS.

Résumé

CHAMP DE TEMPERATURE STATIONNAIRE DANS UNE PLAQUE
PLANE INFINIE A PLUSIEURS COUCHES, AVECUNE DISTRIBUTION
ARBITRAIRE DE LA TEMPERATURE AUX FACES BORDANTES

JIRT KLATIL
(Regu le 14 juin 19356.)

On déduit dans cet article les formules exprimant la température stationnaire
dans une plaque a faces paralléles plane, composée de n couches, pour le cas
ol1, & chaque des deux faces de la plaque, on maintient une température arbi-
traire mais fixe, et oll il y a transition de chaleur entre les couches voisines
a lintérieur de la plaque. Le présent travail constitue une généralisation
des résultats établis, pour des problémes semblables dans le cas de deux
couches, dans article [1] du méme auteur.
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Choisissons d’aprés la fig. 1 (olt 'on ne voit qu'une partie de la plaque), un
systéme rectangulaire de coordonnées rectilignes Oxyz de maniére que les plans
déterminant la plaque soient décrits par les équations z = z; et 2 =z, ,.
Supposons que, dans ce cas, la k-iéme couche soit déterminée par les plans
=gt =2, (k= 1,2, .., n),avec 2, <C 2y < Zppq.er <2 oo <2y < 2y g
Nous allons établir la distribution de la température u == u(z, y, z) dans la
plaque en supposant que:

a)u(x, ¥, 2) = w (@, ¥, 2), — 00 T XY <L 0, 2 L2 2y k=1,2,...,m

B) pour z = z, on ait w (x, ¥, 2;) = f(x, ¥) (on maintienne & la face inféricure
de la plague une tempdérature f(z, ) ne variant pas avec le temps);

v) d’une facon analogue w,(x, %, z, .,) = F(z,y), (température constante & la
face supérieure de la plaque);

3) les fonetions f et F soient représentables par des intégrales de Fourier par
rapport & la variable z (ou y) pout toute valeur de la variable y (ou x);

e) au plan de contact de la (k — 1)-iéme couche avec la k-ieme, il y ait une
transition de chaleur aux coefficients A, (ou h;) dans la direction positive (ou
négative) de L'axe des 2, (h; > 0, ky, > 0). Dans ces conditions, la formulation
mathématique du probléme est donnée par les relations (1.1) — (1.4).

La sclution « de ce probléme sera obtenue par superposition (2.3) des solu-
tions uM et u® des deux problemes partiels: le premier étant caractérisé par
les conditions (1.1), (1.2), (1.3) et (2.1), le second par (1.1), (2.2), (1.3) et (1.4).
L’établissement de la fonction wV(z, y, 2) forme la partie essenticlle de notre
travail, quant a w®(z, ¥y, z), on peut la déterminer aisément -d’apres w®
moyennant la transformation (7.1).

IEn résolvant le premier probleme partiel, nous cherchons d’abord des inté-
grales particulieres de la forme (3.1) et qui satisfassent aux conditions (1.1)
et (2.1). Compte tenant de ce dont on aura besoin dans la suite, il suffit de se

borner alors & (3.5) et d’introduire d’autres parameétres convenables & et 7.
(Cles intégrales particuliéres sont données par les relations (4.1), (3.6) et (3.8).

Les conséquences de la condition (1.3) se manifestent dans les cas de A2 +-
+ s > 0 (voir § 4, «) — v)) ou bien de 4 = 1 = 0 (voir § 4, 3)) de maniéres
différentes. Dans les deux cas il est toujours possible d’exprimer tous les coeffi-
cients inconnus aupres des expressions (4.7) figurant dans les intégrales parti-
culiéres, & l'aide des coefficients »x;,, pas encore déterminés, de la premiére
couche, (k= 1). En établissant ces relations, on s’est servi des suppositions
justifiables (4.13) et (4.15), ou bien (4.30) et (4.32); les coetficients ¢, quiy figu-
rent peuvent étre déterminés par les relations de récurrence (4.14) et (4.16),
soit (4.31) et (4.34). Par la méthode de récurrence on peut démontrer que tous
ces coefficients existent (sont finis) et qu’ils sont négatifs. Il est bon de dire
que l'on n’obtient pas les coefficients ¢, en faisant tout simplement tendre
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» = 0, dans q,,, mais on a (5.5) et (5.6). Les coefficients ¢,, déterminés par
(4.14) et (4.16) ont dorc en » = 0, des poéles du premier ordre avec lim q;, ==
— . v

Les solutions (4.25) et (4.39) des deux cas cités peuvent étre mises en rapport
immédiat par les relations

v, y, 20, 00 & ) = lim v (2, y, 2 A, 15 &, 9)

20,
w0
— 0 X, YT A0, T2l — ol E <o, k=120

comme ¢’est montré au paragraphe 5.

La solution résultante du premier probléme partiel est mise sous la forme
(6.1) ou la fonction v,(x, v, 2; 4, u; &, n) est donnde par les relations (4.24) et
(4.25) respectivement. La singularité de cette fonction en 2 = u = 0, due aux
poles des coctficients ¢,, en ce point, peut étre écartée, comme on I'a montré
au paragraphe 5. De la condition (1.1) et de 'expression (6.3) de la fonetion
f(x, ) par une intégrale de Fourier, on obtient d’apres (6.2) la relation (6.5)
déterminant le dernier facteur libre de sorte que l'on peut écrire la solution
finale (6.6) et (6.7) du premier probléme partiel. Les coefficients p,, et ¢, figu-
rant dans ce résultat peuvent étre déterminés d’apres les formules (4.14), (4.16)
et (4.24).

Comme on 'a déja dit, la solution u®(x, ¥, z) peut étre obtenue & partir
de «w™® moyennant la transformation (7.1). On Pexprime sous la forme (7.8)
et (7.9). Les coefficients dout on a besoin pour la rclation (7.2) peuvent étre
déterminés d’apres les formules (7.3), (7.4) et (7.7).

La solution cherchée du probleme original (1.1) — (1.4) est enfin donnée
par (8.1). Au paragraphe 9, on démontre 'unicité de cette solution.
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