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SVAZEK 2 (1957) APLIKACE MATEMATIKY ClsLo 5

CLANKY

RESENI QUASILINEARNT PARABOLICKE DIFERENCIALNL
ROVNICE S ABSOLUTNIM CLENEM SPECIALNIHO TYPU METODOU
SITT

JAROSLAV KAUTSKY

(Doslo dne 2. dubna 1957.) DT: 517.947.43

Obsahem této prace je ditkaz existence a jednoznadnosti Fefeni prvé
okrajové tlohy pro quasilinedrni parabolickou diferencidlni rovniei
s absolutnim d&lenem specidlniho typu a dukaz konvergence sitového
fesent.

1. Uvod

Matematickd analysa tepelnych d&ji v masivnim betonu vede na specidlni
tvar rovnice pro vedeni tepla. Zdrojem tepla (matematicky popsanym absolut-
nim ¢lenem v rovnici) je exothermickd chemické reakee probihajici p¥i tvrdnuti
betonu (vyvin hydrataéniho tepla). Rychlost této reakce, tedy také intensita
zdroje, zavisi téZ na teploté prostiedi, ve kterém reakce probiha, a na mnoz-
stvi vyhydratovaného cementu, jakoito produktu uvedené chemické reakce.
Toto mnozstvi je tmérné mnozstvi jiz vyvinutého tepla.

Oznadime-li absolutni ¢len v rovnici pro vedeni tepla f, vyjadiime Zadany

t

fakt tim, Ze funkce f bude v Jase ¢ zdviset téZ na [f(z) dr, ktery je Gmérny
4]

xr 2

mnoZstvi jiz vyvinutého tepla. Jest tedy nasi tlohou najiti pfi danych poca-
tednich a okrajovych podminkéch Fefeni systému rovnic

ou c? ou
o =0l bl ) o - b, ol ) g 1@ b 6,y ), (1)
% = flz, t, u(x, 1), y(x, 1)), - (2)

nebot p¥i podateéni podmince y(x, 0) = 0 je rovnice (2) ekvivalentni s rovnici
¢
y(x, t) = [ fx, 7, w(x, 7), Y, 7)) dr. (3)
é
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Dikaz existence feSeni takového systému Ize vyhodné provést metodou siti.

2. Zikladni véty

Véta 1 (existencni). Oznadme @ = (0,15 x <0, T, @ = Q x I, @, ==

== (), W 1, kde T ¢ (0, o), I, a I, jsou omezend uzaviené intervaly.
1 23 > 1 2 ./

Necht p(x) je funkce definovand na <0, s, kterd md tFell derivact spliugicl
Lipschitzovw podminkw (dile L. p.), necht ry(t), r,(t) jsouw funkce definované nu
0, T, které maji derivaci splivgict L. p. Necht g(x,, vy, ) @ h(xy, 2y, x5) jsou
funkee na Qy, které splivuji L. p. vzhledem k x, « maji parcidlni derivace dle
Ty & T, splnuy:,(,a L. p. vzhledem k @, @ xg. Necht f(w), x,, x4, 2,) je funkce na @,
kterd spliwgje L. p. vzhledem k 2, o md parcidini derivace dle x,, x4 o x, spliujici
L. p.ovzhledem kg, @y a0z Necht g(xy, xy, @3) je na @, zdola omezena kladnow
konstaniou. Necht funkce g(x, 0, p(x)), h(x, 0, p(x)) « j(x, 0, pa), 0) maji na
(0, 1) derwacy splivugict L. p.

Necht dale plati

) = max (1), ro, (D)) - 7 max fy, o, @, @) =y, (4)
re0,1) Q.
te( 0. 1)
[y = T max [f(zy, @y, @, 3)| =2y e [y, (h)
P(0) = 1(0), p(1) = 1,(0) (6)
Ir 1 dp
04 = 9(0,0,p(0) TP (04) - R0, 0, p(0)) ‘G (0-4) + £0.0, p(0), 0) . (7)
] 12p I
04 = g1, 0, p(0) b (1) 4 01,0, p(1) L=y +10,0,p(1),0),

Potom existuje T e (0, T takové, Fe na @ = <0, 1> x <0, T> cxistuji jedno-
znalné funkce w(x, t), y(z, t) spliujict tyto podminky:

1. Uvnité¥ Q existuji spojité a na hranici @ spojité prodiuZitelné parciding
. ’ 7 ”
derivace w., u,, u., @ y,.

2. Plati okrajové a poédteéni podminky

u(05 t) - 7l[)( )a u(1 L) (f) » ’ZL(;L‘, 0) == P(x) ’ (8)
ylz, 0) =0, (9)
Iede xe<0,1y, teO, ’F>.

3. Pro ka#dsyj bod (x, 1) € Q plati w(x, 1) e I, y(x, t) e I,
4. Na @) 7esi funkce u(z, t), y(x, t) systém rovnic (1), (2).

Dile plati: Je-li s,np(

.(_]3;) dosti malé, je T — T.
(A

i,
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Yéta 2 (konvergenini). Budte p, ry, vy, [, ¢, b funkce definované jaka ve vété I.
Necht f(xy, 2y, a3, 2,) splituge L. p. vahledem k 2y, 25 @ 2y, gy, €q, 15) @ I(2y, o, )
vzhledem L ay. Necht na @ existuji funkee w(x, t), y(x, t) spliujici podminky
1.—4. z torzend vély 1. Bud M prirozené éislo, x lakové, Ze

0 <7 2 7 (2 max gy, @y, 2,)) 7.
@&

Oznaéme Ax = M1, At == xAx2, N = |T . At}
Nazveme sttovijm fesenim systém Eisel ey, (m—= 0,1, ... Min = 0,1, .., N)
definovanyjch vztahy

0 1
e == pimATY gy = ry(mAD g — r(nAL) (10)
ton n xr, n nox no n
mMUm == plm MUm 1 E’ J'\I/lm Y Tm s (1 ‘)
kde
1 n n n
I n MUt = At MU 1 — MW )
MU = -T2 A}—r-‘»-»-»- mo ayn = T A L = gmAx, nAL, )

n 1
bl = h(mAz, nAf, yut) a @t = f(mAx, nAL, yun, At D gl .
i

m?

Potom sttové FeSent konverguje k w(x, t) stejnomérné na ) v tom smyslu, Ze
ke kaZdému & > 0 lze privadit M, tak, Ze pro kaidé M = M, jest

max It — w(mAx, nAt)] < & .
Mn=01 N

s

Oznadeni. Oznatime P, (1 = 0,1, 2) konstantu majorisujici absolutni
hodnotu #-té derivace (pokud existuje) funkee p(x), r(t), r(f); I, ¢, H kon-
stanty majorisujici funkee [f(xy, @, @, )|, [g(xy, 20, )], [A(Xy, 25, 25)] 2 g kon-
stantu minorisujici funkei g(xy, ,, 2;). Dale oznadime L, Lipschitzovu kon-
stantu funkei f(xy, x,, @, ¥,) vzhledem ke vSem proménnym, g(x,, x,, ;) a
Ay, @y, x,) vzhledem k x, a x,, L, Lipschitzovu konstantu funkei g(z,, x,, ;)
a h(xy, Z,, 2;) vzhledem k z,. Déle oznadime

wimAz, nAt) = w,, , yimAx, nAt) =y, , f(mdz, nAt, u,, yn) = fm ,
g(mAx, nAt, uy) = gn, .  h(mAz, nAt, wy) = hy, .

Poznamka 1. Jak plyne z tvrzeni 1 v odstavci 5, opraviiuje nas piedpoklad
(4) pti dosti velkyeh M dosazovat za x, sifova Fefeni, aniz bychom opustili

definiéni obor funkel g(x,, ©,, ), hlx,, s, x,), [(21, 2y, ®5, 2,). Pravé tak vzhle-
1

dem k piedpokladu (5) miZeme ve ¢y, za x, dosadit vyraz At > gi,.
i—0
Pozndmka 2. Predpoklady (4) a (5) lze zarfidit timto zpusobem: Bud
fxy, x,, 24, 24) spojitd funkece na {0, 1> x {0, ) X (— o0, 00) X (— @0, ),
kterd splituje uvedené predpoklady hladkosti na kazdé omezené ¢dsti svého
defini¢niho oboru. Zfejme je

T, U) = max [f(xy, X9, 25, 2,)]
016(0,1), @3¢(0,T), |24, =U
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neklesajici funkce vzhledem k 7' i U. Predpoklady (4) a (5) budou splndny,
zvolime-li I, = I, = (— U; U> a bude-li platit '

Py T F(T,U) =T . (*)

Je-li na priklad [(x,, x,, x,, ;) 0omezend na kazdé mnoziné <0, 1> x <0, T> X
X (— 0, 00) X (— @, o), lze nalézt p¥i daném T =z vity 1 takové U, aby
nerovnost (*) platila. V opaéném piipadé zvolime U > P, pak existuje 7' > 0
(vzhledem k monotonnosti F(7', 7)), pro které (¥) plati. V tomto ptipadé
nemiazeme volit 7 libovolné velké.

Pozniamka 3. Metoda dikazu véty 1: Definujeme posloupnost po éastech
linedrnich funkef yu(r, t) takovych, Ze yu(mAz, nAt) = yu,,. Dokizeme stejno-
mérnou ohrani¢enost a stejnou spojitost této a obdobné definovanych posloup-
nosti Jgu(x, t), pux, t), Sru(@, £). Podle Arzelovy véty vybereme posloupnost
konvergentni, o jejiz limit¢ dokaZeme, Ze spliuje podminky Zidané ve vété 1.
Jednoznadnost plyne z véty 2.

3. Definice a pomocené véty

V odhadech provadénych v odstaveich 4,5 budeme pouZivat toto

Lemma 1. Budie a, b, ¢, v, At takovd nezdpornd &isla, Ze bud je b? — 4ac > 0
neb a == b = 0. Bud v, posloupnost éisel definovangjch rekurentnim vztahem

V1 — Uy -+ ";“’((“"i + bvn -+ C) .

Oznadme-li nAl - &, jest

Lopro a b - 0

P '—, Yo + ct,
I pro a = 0,0 =0

- ¢
v, = veett - (et — 1),
b
I pro a > 0
relr—ot _ ¢ 7T A0
v, = 8 4- av,
n =TT -,_’ R T,
a r4av, o

s - avy
pokud
o 1 r -1 av, ! L Vs
<< Ty = s In — 2 kde vy s = - (b 4 [ b dac).

r— 8 8 -+ av, 2

Pro a > 0 ddle plati lim T, == o0

a -0
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Dikaz. Provedeme pouze dikaz tvrzeni IIL., nebot dikazy 1. a II. jsou

zcela obdobné, Bud tedy @ > 0, 5% — 4ac > 0. Jest r — s > 0. VSimnéme si, 7e
1 1 1 1
e e L e T T T
a® +bv ¢ v — 5 o o s !
17 «“

r o]0
Ui & + =
n-1 — n 1 (15 1 “ a
e S VT Y . ey
5o av® - b, + PR a2 L bE ¢ T — s st
v, " -

@l

Dosazenim mezi vyjde

s b,

Vzhledem k piedpokladu o 7', je koeficient n v, kladny, ¢im# je tvrzeni 111

dokazano. Vypocet lim T, je trivialni. Lemma 1 je dokdzano.
a-—0

vl b}
1' FCERTRN I EREIN
§ - dv,

Pripometime nasledujici definici a vétu, jejiz dukaz je v [1], str. 76,

Definice. Bud P metricksj prostor s metrikow o, bud f,(x) poslowpnost funkct
na P. Reknéme, Ze {f,(x)} je posl()upnmt stejné spoym/cla fun/cca jestlize ke kaZ-
dému ¢ > 0 lze proradit § > 0 tak, Ze pro kaZdé n plati

olr, 2") = 0 = [f(x) — f(2")] = ¢.

Véta (Arzelova). Je-li P separabilni metricky prostor, pak ze stejnomérné
ohranicené poslowpnosti stejné spojilyjch funkci na P lze vybrat poslowpnost
stejnomérné konvergentni.

Zavedme jeité pojem sitové funkee a jejiho linedrniho rozsiteni a dokazme
o nich jednu pomocnou vétu.

Definice A. Bud’ Q) zvéty 1, M pirozené, » = 0. Nazveme sifovou funkci na @
systém Eisel yzp, kdem = 0,1, ..., M;n = 0,1,... N = [T"M2z1].

Definice B. Nazveme linedrnim rozsifenim stlové funkce yzy, na @ iakovou po
Eastech linedrni funkci yz(x, t), pro kterow plati:

1. yz{mAx, nAt) = y2n, kde Az, At jsouw z véty 2 am = 0,1, .... M;n =
=0,1,.... N;

2. mz(w, t) je linedrni na trojéhelnicich o vrcholech (mAx, nAf) ((m + 1) Ax,
nAf) (m -+ 1) Az, (n 4 1) At) @ (mAx, nAt) (m + 1) Az, (n + 1) At) (mAx,
(n -+ DA, kde m == 0,1, .., M —1;n=0,1,...,N - 1;

3. mz(x, t) = yz(x, NAL) pro te (NAL T,

Lemma 2. Bud {yz.}_1 posloupnost sitovych funkct na Q. Necht existuji
éisla K\, K, nezdvisld na M tak, Ze pro vsechna M je

= IQIZZ,I = K,. (0)

IZ ~T
M*cm
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Potom poslowpnost {yz(x, 1)} linedrnich rozsitent sitovijch funkci 2, na Q je
poslouwpnost stejné spojityjch funket
Pozndmka, Stadi predpoklddat existenci M, tak, aby nerovnosti (0) byly

A ¢’ - & o
splnény pro M 2> M, neb konetny podet pomérnych diferenci mazeme vidy
Mybvlo AeK | + ALK, =

majorisovat.
> 0. Zvolme M, tak, aby pro M >-

Dikaz Bud«
Funkce ,z(z, t) je na @ stejnomérné spojita, proto existuje éislo oy, > 0

- &

1A
ja-

tak, Ze
(x)rt) (x,, t,) = (SM = le(CC, {) - Mz(xli I’IH

min 3K, % K 2)) Mame dokazat

(**)

Zvolme 6 =
i=1,... M,
=e¢.

@, 1) (@, 1) S0 > [, 1) — p2(e, 1)
Pro M = M, je (**) zfejmé, bud tedy M > M,. Bud (mAx, nAt) (respektive
(m' Az, »'At)) jeden z vrchold trojithelnika z definice B, v ném# lezi bod (x, t)

F im#m — M|

T+ — | MK, =

!

t')). Jest

| = |m2(, 8) — p2h] + I — mw
2

(respektive (2,
AxK | |- AtK,) + |m — m'| AxK |

w2, 1))

[Mz(xa t)
+ I — w2 )] =
(AxK, + MK, 4 20z +0) K, + AL + ) K, =4, 5 42

Lemma 2 je dokdzdno.

4. Dikaz konvergenéni vity

Bud M tak velké, aby
At At

— 22 G — —H = — —H = 2

1 % G AxH“”O’ K H =0 (12)

Ze spojitosti a spojité prodluZitelnosti derivaci u(x, t) na hranici @ plyne, 7e
L. ug, Uy, Uy, jsou na @ omezené (piislu$né konstanty oznatme K, K,, Kj),

2. pro M — o0 je
n e t R k(] n n n n
MEm == Uy — gmmumrl - hq,mum - fm ~ 0

vzhledem k m, n, nebot po dosazeni z (1) jest
[fugy, — wy(mAx, nAf)| + G [P we(mA, nAt)| -+
+ H [up, — uy(mAx, nAt)| .

stejnomérné
n
m-1 — U

iME:Zn[ =
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2 v, . n y n . .11 . ,
Oznadime-li Um — wtm = atm Plyve z (11)

Wil = ] e 2 g ,Ai I I 2 k- A V5 TN
il = —/vM.(]m A’I' Mtm) M%m T *;\l-]m i A) [\I?'nz MY mil )

11 m
b Vg - A [, ot (T ml) Tt -
A (e, wle) T, b oy (13)
a ziejmé
1\17"2: = Uy = Mt = 0.

Odhadnéme lfy, — ¢m! = @,. Tvrdime
i . .
D, = Ll[“q(] + LA é’ (L1 Ky 4 F)((L 4 LAy — ])]> (14)

kde
a, = max [
P01, .,m; 50,1, M
Pro n = 0 je (14) ziejmé. Dale predpoklddejme platnost (14) pro &isla nejvyse
rovna n a odhadujme (y(z, t) vyjadiime ze (3)):

(I}'n;l - :/(7’! (l 7?’_ ) Ai ”uyln l’ y:ﬁzrl) - /(‘T') (ﬂ f" l) At ’ Mum 3 A’ 2(77 S

n o (i+1)At 1
g Ll[(fnil -J- Z j ]f 'I 7, U("L T) 7/(7: T - f €z, ’Aly M’Um) At 4_4(77711” dTl i—:
P00 idl
no (1) Ai n

S lafoya + 2 [ L+ Ky F) (=i de b A S 0] S
i=0 141 ;

liLA[nﬂ__l AR ] )
‘ 14 LA)t—] S (L Ky o ) Ly
1 2

At2
— ,H)) ) S (1 K 4 F)]

é L l Ont1 _!" AtL 19n+1 "

(1 LA+t — 1
RN .

< Ll[g,ﬁ_l(l LA™ 9}(1 + Ky + F) (1 + L,Atyr+1 A—'l)],

¢im? je dikaz (14) proveden. Jelikoz
(1 -+ LAt < ™" (15)
- plyne z (14)
[ — @l = &0, + ayAt, (16)
kdte }’;1 3 Jsou konstanty nezavislé na M. Bud v, posloupnost éisel definovand
VZla y

Yy = 0 : v, + At [(',\1 + L2<k'1 -t 1&73)) v, -+ ‘XgAt -+ ma}\wmem]

S

Nerovrost [mvi| = v, dokdZeme indukei. Pro » == 0 je zfejma, plati-li pro =,
jest podle (13) a (16)
Inﬂ’m J =, F At [xgw, + aAL + Ly(K) + Ky) v, + I R
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nebot dle (12) jest

At
U Doy~ e by = L 2 21 H>0
a
At - At
K" + A wht Ty - Az H > 0.

Stejnomérnd konvergence yo,, k 0 plyne z lemmatu 1. Tim je konvergendni
véta dokdzana.

5. Dikaz existenéni vity

V tomto odstavei budeme ptedpokladat, ze M == 2¢. Nejdiive dokdZzeme
Styfi pomocené véty (tvrzeni).

Tvrzeni 1. Sitovd Fedent definovand 1}zlahy (10), (11) jsou pii dosti velkych M
omezend konstanlow K == Py -}- FT nezdvislow na M.

Dikaz. Zvolime ]l[ tak velké, aby platilo (12). Indukei (stejné jako v odst. 4)
dokazeme, e |yupn,| < w,, kde uy == Py, u, ;== 4, -+ AIF. Tvrzeni 1 vyplyva
z lemmatu 1.

Tvrzeni 2. Eaistuje T 2z véty 1 tak, fe pro nAlL = T jsou pomérné diference
Sl i i dosti velkijch M omezené konstantami K, K, nezdvislymi na M.
Poznamka. Jak uvidime dale, jsou tyto konstanty K, I, totoZné se stejns
oznatenymi konstantami v odstavei 4, nebot dokdzeme, Ze derivace feSeni
jsou limitami vybranych posloupnosti linedrnich rozsitent funkef Jjul, ul,
Dikaz. Odhadneme {A“;’uf’"['v zdvislosti na max [jjuz| a najdeme diferencni
k=0,...,M
rovnicl pro pu?, kterou odhadneme pomoci lemmatu 1. Pro strutnost vyne-
chavame index M. Oznadme

T F YA _
B, = 2K |1 _;_3_]£ : ngn }‘) H o 1 , fe= 1Ly ’._.T“.H
] g- g g-
Bud », posloupnost ¢isel definovana vztahy
by — Tmax (P” I A N R zp’l)) : (17)
(L"n-}-]_ = VUn _IM At( 1’1) -_;“ Noly, —! ‘) (]8)
kde
L 4H , I7A ' —
= (5 L 7) g = 28,L, (1 + 3) +- Ll(l 4 F - ?)
a

i

Y, = INE /5 2 .I_E Hy . 5 e 411 L L.?l'j
Ay maux(l 5Ny, ﬁle( o L L1+ g g~ ak
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Jest o) — 4x,0, = 0 a tedy podle lemmatu 1 existuje T, > 0 tak, Ze pro
T < T, existuje takovd konstanta K, nezdvisld na A, ze pro nAl = 7' jest
v, = K, Pfi tom
m T, = w0 . (1,
-0

2
Oznaéme K, = 2 (; K,y i p’l) a zvolme M tak velld, aby platilo (12) a

1 — BN Ax — 2xp, N, Ax? =2 1. (20)
DokaZme indukei, Ze

1. Pro n = 0 plyne (21) z (11), pro m == 0, M plyne (21) z (6) a monoton-
nosti posloupnosti v,.

1. Pfedpokladejme platnost (21) pro » = 0, 1, ..,y a dokaime (21) pro
» -k 1. Abychom odhadli ["ujy,| v zévislosti na v, vySetfujme funkei

uu

no— o /l(kA.l nAL, \) ’
Y = TZ Aw f (kAz, nAL, ~) dx.

n

%o

Pouzijeme-li tvrzeni 1 a predpokladii o hladkosti funkef g(x,, @y, @3), Az, x,, /:'3),
Hlay, @y, 24, 2,), zjistime vypoltem (viz obdobny vypodet v [2], str. 114), Z
plati

+ .
h((m + 1Yy Az, nAl, )

Boph = By | [ U Ty

P = " f g((m + 1) Az, nAt, x) v,

ug
£ 1
. o J m /)‘2 ol S 74 G + 1[
[roypm o = e, |— ot b Aw(tun)? + 2K, e
m i - )
Jelikoz
1 - o, |
gt L <l gy — gl + 2 - max 1“1/),’5”"1‘ R
vyplyvéa z predchoziho po dosazeni z (11)
2
. Omawc oy (1 — ﬂzAwk Oma»ri |Punl) =< g v, + By - (22)

Dokazme indukei, ze pron = 0,1, ..,»; m = 0,1,.... M — 1 je

2
Fug = 2 (; v + ﬂl). (23)



Pro n = 0 plyne (23) 4 (17). Necht (23) plati pro 0 <~ n < ». Pak jest

nl1
|

‘“’ll,,,

el g, | P oA gl S K A 2xAxK,

mi

a podle (20) a (22) jest
D)
max  |Fgl o 2 ( ;* Vi1t /51) )

koo, M 1

¢imz7 je (23) dokdzano. Provedeme pomérnou diferenci dle £ na (11), dosadime
4 N V a e vz ]

za Uy, 4z (1) a vyjaddiime tul'

At At
nil Daegil o 1)t npl " pna 1Yty n ntl g n
) ( 1 o e k"'" wh, A gt - inl I A S L T S

h

iR ]m Iy f m ¢ ) (] m ‘

! At (n un 4 h?n I gfn xru/; eri q“’m o gm ‘
m Ion T

Jeliko?Z je

V‘:‘”fh = Ll(] + [iM" [ + F) ; |(1m1 ’ lth;lnl = Ll + Ly
vyplyvéd z (12), (23) a indukéniho pledpokladu

’w“{(vy4A4?”wlkLwJ4‘%%vylﬁ)LlernpA+g)+

E]

A Ly(L + v, 4+ F) -f]l (L, + szv)] = Uy + M2 F Ao b oag) = vy,

¢imz jsou (21) a (23) pro nAt =< T a tim i tvrzeni 2 dokazany.

¢ 17 - )
Tvrzeni 3. Pomérné diference 3tm, 1, Mlms m%ms “Sitlm 15 “vlm 1 jSOU R0 Q

omezené nezdvisle na M.

Dikaz. Omezenost 55ul, | plyne z (11) na zdkladd tvrzeni 2. Pro %, a ful,

se dikaz vede zcela obdobné dukazu tvrzeni 2; podstatnym zjednoduSenim
je to, ze v (18) bude &, = 0, tak¥e nenastane %idné dalsi omezeni 7', neni
potieba predpokladu obdobného (20) a funkece y;,, pomoei niZ odhadneme
[4um| v zévislosti na |yiuy,| bude
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Yo = MU — Mo + Ax Z (Muk Mu ) qz. 1°
k=0 JE

Omezenost jjup, pro n = 0 a m = 0, M plyne z (7) a predpokladi o hladkosti
funkel g(z, 0, p(x)), A=, 0, p(x)), f(z, 0, p(x), 0). Omezenost “Srum, ; a “tiun, 4
dokazeme primo z (11). Po vyjadieni %u;, ; a provedeni pomérné diference
dle z (respektive dle ¢) vyjdou vyrazy snadno odhadnutelné na zakladé pfed-
chozich vypodti, pouze odhad [*¢y,| neni zcola obvykly. Tvrdime

g (1 + K,) (1 -+ LAty . (24)

Pron = 0 jest (24) trivialni. Necht plati pron — 0, 1, ..., » a potom jest

o i
ot < Ly(1 4+ Ky + At 2 Pgtl) =

i=0

V)
W
oz



3 . (1 LAty — 1
<< I _ AL . . .
A L Y

= Ly K (1 -+ LAfy+
¢imz je (24) dokdzino. Podle (15) jest
— - 1.T
Fom! = Ly(1 4- Ky e’ .
Tvrzeni 3 je dokdzano.

Definice funkce w(x, t). Z terzeni 1, 2 a 3 plyne stejnomérnd ohranicenost
a podle lemmatu 2 stejnd spojitost poslowpnosti linedrnich rozstfent yu(x,t),
wu(x, £), s, t), sulr, t). Vybereme podle Arzelovy ity dingondinim postupem
takovou poslowpnost pFirozensjch Eisel { i}, aby posloupnosty

Tl { . re p 5Y:
L, ) e, ), e, ), T ) (25)

stejnomérné konvergovaly a oznalime jejich limity

u(x, t), “u(x,ty, ‘u(x,t), *u(x,t), (26)
Tyrzeni 4. Uvnil# @ existuji derivace uy, w,, Uy, a plati
ou au >u
o=t b)), s ==ty ), o, = T ) .
ox @.0) ot @ ox? @

Dikaz. Dokdzeme tvrzeni 4 pouze pro u, nebot pro u) a u., je dikaz zcela
obdobny. Budte (x, 1), (x,,t) uzlové body jisté u-sité, x, << x,. Jelikoz {u} je
vybrana z posloupnosti { 2¢}, jsou tyto body uzly v8ech jemnéjsich siti. Oznacme
x, = mAx, x, = myAx, t = nAt, kde Ax, At, m,, m,, n zdvisi na pu. Jest

m, 1

WXy, B) — ulwy, b) = Ax Z u(iAz, t) - ¢

i=m,

"

Jelikoz

m,- 1

lim e, = lim Az Z Gy — "u(iBdw, 1)) = 0,

H— H— 0 =My
plyne limitnim prechodem

Ty
w(@y, t) — ulz,, t) = [2u(£, 1) dE .

Tato rovnice vSak plati ve viech bodech (x,, t), (z,, t), nebot mnozina uzlovych
bodd vSech p-siti je hustd v @ a funkce wu(z, t), “u(x, t) jsou spojité. Existence
u,, a dokazovana rovnost plyne trividlné. Tvrzeni 4 je dokdzano.

Definiee funkce y(x,t). Haistence a jednoznacnost funkce y(x, 1) jako Feseni
rovnice (2) s pobdteéni podminkou (9) pi1 daném u(x, t) z (26) plyne za uéinényjch
predpoklad? o hladkosti funkce f(x,, zy, x5, ;) 2 theorie obylejnyjch diferencidl-
nich rovnic.

Prikro¢me k vlastnimu dikazu existencni véty.

Diikaz prvnf &asti tvrzeni véty 1 pro konstruované funkee wu(x, t), y(x, t)
plyne z tvrzeni 4, spojitost funkef (26) na ¢ a pro ¥, ptimo z (2).
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Druhd ¢ast vyplyva z konstrukoee funkee y(z, ¢) a z toho, Ze spojité funkee
u(x, 0) a p(x), u(0, t) a ry(f), w(l,t) a r(t) se shoduji na hustych mnozinich
uzlovych bodi.

Treti ¢dst plyne pro funkei u(z, £) z jeji definice, z tvrzeni 1 a predpokladu
(4), pro funkei y(x, t) z odhadu integralu v (3) a predpokladu (5).

Ctvrtd cast vyplyva z konstrukee funkee y(x, t), ze stejnomérné konvergence
funkei (25) k funkeim (26) a ze vztahi

mn n
l{/'m a /l(/m o= Lz [7[’777 - /lum

i]”m h’ | LZ [um -

H

,/u"m[ ,
v At
o = g = Ly fmax | — i e -y (14 Ky - F) (e el o 1)]

(diikaz viz odstavee 4) splnénych v uzlovych bodech.

Pozadovand zavislost 7' na L, plyne z (19). Jednoznadnost funkee wu(x, )
a tim i funkee y(x, t) vyplyvd z véty 2. Vita 1 je uplné dokazina.

Zaver

Dokazané véty nas opraviuji Fesit prvni okrajovou tlohu pro rovnici vedent
tepla sitovou metodou a to uvedenym diferenénim schematem (11). Toto
schoma bylo voleno spffe s ohledem na potieby existencniho dukazu, . j. co
nejjednodussi pi splnéné podmince konvergence (véta 2), neZ se zietelem
k praktickym vypodtim. ZkuSenosti z praxe ukazuji rychlejsi konvergenci slo-
zitéjsich diferenénich schemat, které 1épe vystihuji piisobeni zdroje na piiklad
tim, Ze na misto ¢élenu ¢, vstupuje do rovnice jistd praumérna hodnota zdroje
za Casovy interval Af. K tomu pristupuji téz otdzky pracnosti skuteéného
vypoétu. V jednom druhu diferenénich schemat (explicitnich), mezi néz patii
(11), je hodnota sitového fefeni na (n -- 1)-vém casovém Fadku vyjadiena
explicitné na ziklad¢ jiz znamych hodnot na fadku n-tém. Tato schemata
maji véak pomér » (viz véta 2) omezen shora, coz nds nuti délit interval <0, T
na mnoho dila a tim se znadné zvétsi podet vypoétd. Druhy druh schemat,
zvanych implicitni (na pf.

tn xr n-tl
M = mfm Mmoo )

ma pom(\r x omezen zdola (viz [3]). Zde se vSak dopoustime chyby tim, %e ¢len
g(x, 1, w) u., diferencialn{ rovnice nahrazujeme v diferenénim schematu ¢astedns
na radku nAtvem (9) a dsteiné na ¥adku (n -+ 1)-vém (u,,), aby schema bylo
vibec linedrni rovnief a mimo to musime pro kazdy casovy radek resit soustavu
M-1 nehomogennich linearnich rovnie, které maji nenulové koeficienty v hlavni
a ji sousednich diagonalich matice, ¢imz se vypodet znaéné zkomplikuje.
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Konvergenci kazdého takového specidlniho schematu je ovSem nutno do-
kazat; za predpokladu existence dostatetnd hladkého FeSeni to nebyva prilis
slozité. Uvedenou metodou (maximalisticky odhad chyby) mZeme explicitné
odhadnout zavislost chyby na hustoté sité, jelikoz viak pfi tom v kazdém bod¢
nahrazujeme hodnoty funkef a jejich derivaci jejich maximalnimi hodnotami,
jest tento odhad nesmirné nadsazen, takze k theoretickému rozhodnuti o volbé
nejvyhodnéjsiho schematu je nepouiitelny. 7 tohoto hlediska neni zeela ko-
rektni ani v [3] uvedeny dikaz jinak zdanliveé ziejmého tvrzeni, e pii pevnd
voleném poméru x = Af. Axz~= je pro parabolickou rovnici nejvyhodnéjsi
volba a = 2. Dikaz je veden tak, Ze prace (t. j. mnozstvi vypoctit) potfebni
k feseni je shora odhadnuta velidinou, kterd je minimalni pii v — 2. To nas
neopraviuje tvrdit, Ze i tato prace bude pro v = 2 minimalni, ale jest to pro
praktické vypodty dobrym voditkem.

Konvergence jistych explicitnich schemat je dokazovana v {4] (Cauchyova
iloha) a |2] (okrajova (loha), implicitnich v [2]a [3] (okrajové vilohy). Uvede-
nou problematikou se zabyva téz [5].
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Pe3wme

PENEUUE KBABUJIVHEUHOIO ITAPABOJIWYECKOIO
OUOOEPEHIUAJLHOIO YPABHEHUMST CO CBOBOJIHLIM
UJAEHOM CHOEITAJMLITOTO TNIHHA METO/IOM CETOR
FAPOCHAB KAVTCHKU (Jaroslav Kautsky)

(IToctyunao v pepariuio 2/1V 1957 r.)

[MogpoGusiil ananms TCIIIOBHIX UPONCCCOB B 3aTBEPAAIONICM (OTONE TIOKABLI-
RAET, YTO MCTOYUMK TCILIA f, . €. CBOMOIBI WICH YPaBHeNys TCIOIPoBOj-
HOCTH, 3ABHCUT TOMKC OT KOJUYCCTBA VIKC 3aTBEPUEBINEro HCeMCHTA, KOTOpoe
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t
npaMonponopiuonansiio [f(r) dr, 1. e. KOIAYECTRY Ve BLUICICITHONO TETLIA.
0

DTO UPHBOANT BAC 1K PEHICIINIO CHCTEMBL YPABHCIINI

T 2 g
o g, t, u) P + h(x, 1, w) o 4+ flx, f u, ),
Yy

= e, 4w y), yle, 0) =0

ol
B ])ilr)()“l‘(! JIORABLIBACTCSH MCOTOJOM ¢CTOR cyHieerpopaume M CJIMNCTRCHIOCTH
RAQCCTICEROro. peimeis YTON CHETCMBL 1A NPAMOYIroJbInnKe

, Iegl 17h]
Q =0, 1> x L0, T (T nasnenr or f(x, L, u, y)), ki(;\, ;u) Hpu onpe-

JICTTCTHIBIX. HPCHOJOHICHHUIN O THalkoeTH K()T)(I)(i)llILHL‘H']‘()B, HavyaiaLinoro n xpa-
CRBBLIX y(‘r.,'l(llHH‘ri. ()JL'II()R])CMC—IHI() JLOKashIBacTed CXoOjHMoCThL peilcuina 1o CCTHe

w" | onpenese 0 COOTHOIMIC A L At =3 Ax2, 5 HCHTC
M, OTIPCACICHTIONO cooTnomenuamu (Adx = 1o At % A2, mononreanio

)
H OUPalINCIIO TOCTOH IO, sapueaniei or glx, {, w)):
alhey = w(m Ax, 0) | yue = w(0, n AL, yuy = uwld, n AL,
0 g2, n / n
AMu’m qn Al\lum 1 A /]Mu (f’n (*)
= = MYm — o T Mmoo T P
At m sz m A"L‘ m ¥
rie
n - n PR
P = [l Az, 0 At gty ALY ¢r).
i-0

JTorkasatesberno TCOPEMBL CYMECTROBANMSA OIMPACTCA A Teopemy Aprena
HoHa OHEIKH  OTHOCHTENbIHX pasuocrell pemenust mo cerke. Hoxkasaunnie
TEOPEMDI TTO3BONAIOT Pelath KOHKpeTise HpodeMpl 10A0OHOI0 POl METOTOM
CeTOK npPH HOMOIUM pazuocTHoil cxemsl (¥).

Summary

THE SOLUTION OF A QUASILINEAR PARABOLIC DIFFERENTIAL
EQUATION WITHI AN ABSOLUTE MEMBER OF A SPECIAL TYPE
BY THE METHOD OF FINITE DIFFERENCES

JAROSLAV KAUTSKY
(Received April 2, 1957.)

From a detailed analysis of thermic processes in hardening concrete it follows
that the source of heat f, i. e. the absolute member of the heat-conduction
equation also depends on the amount of already dehydrated cement, which
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t

is proportional to [f(r) dr, i. e. on the amount of heat alrcady developed.
0

This leads to the system of differential equations

o -

~

cH 178 o

= =g, b w) -, - h(x, f ) .- fle b, gl
Sl ) S R ) S et e 1)
e

et g, 1)y (o) == 0.

(L

In the present paper the existence and uniqueness of the classical solution
of this system in the rectangle @ = <0, 1> x 0, T>(7T depends on f(a, 1, ¢, 4)],
il ?/1') .

. E

P ERD
|

i 1
the initial and boundary conditions. Simultaneously the convergence of the

s proved under certain assumptions on the coefficients and on
solution yu obtained by the method of finite differences is proved. pu? is
. . . 1 .
defined by the following relations | Aw = W At == xAa?, x positive and bounded
) ! i
by a constant depending on g(x, t, u)):
a0, == u(mAx, 0) , el = w(0, nAL), yuly = u(l, nAf),

AM"ZL — n A M, n AM“”I” -+ g (*)

m-1 ) -

Al = mm Az T M Ax T Y s

where
n 1
g3 = [(mAw, nAl, yul, AL gL
i=0
The proofl of the existence theorem is based on Arzela’s theorem and the
estimates of the differences of the ,finite differences solution®. The proved

theorems enable us to solve actual problems of this type by the method
of finite differences using the difference formula (*).
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