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SVAZEK 2 (1957) APLIKACE MATEMATIKY CisLO 6

PRICNT KMITY PRUTU 8 UVAZOVANIM ZTRAT V MATERIALU

(LS PISARENKO

(Doglo dne 25, fervna 1957.) DT a34113.014.2

V éldanku je vyloZena teorie vypodtu vynucenveh i viastnich kmitt
v soustavach s rozloZenymi parametry, pii Cem? se uvaZuji ztraty
energie v materidlu, Tento problém se Fesi jako nelinearni. Prislu$né
diferencialni rovniee, které se mnoho neli&i od linedrnich, se fefi meto-
dami nelinedarni mechaniky, »vIligté metodou malého parametru.

Uvod

Pri kmitani jakékoliv mechanické soustavy se ztraci energie pii nezvratnych
pochodech, které provizeji mechanické kmity. Jednd-li se o vlastni kmity
pruzné soustavy, ztraty energie se projevi v tom, Ze amplituda kmitl soustavy
bude klesat s ¢asem, t. j. Ze kmity budou tlumené. V piipadé vynucenych
ustalenych kmita soustavy vyZaduoji ztraty neustdlého privodu cnergie
zvnéjska, aby amplituda kmith setrvavala na konstantni hodnoté.

Piiciny, které zptsobuji ztraty energie, mohou byt rizné. Obecné mazeme
viechny tyto priciny rozdélit do dvou kategorii: na pii¢iny, které zptsobuji
t. zv. vnéjsi ztraty, a piiciny zpisobujici vnitini ztraty. K vnéj$im ztratdm
nutno pocitat ztraty energie v upevnéni (zakladech) a ve spojich jednotlivych
dasti soustavy, aerodynamické ztraty a ztraty t¥enim o prostiedi (vzduch,
plyn, paru, kapalinu), v némz soustava kmita, atd. K vnit¥nim ztratam patii
ztraty vlivem nedokonalé pruznosti materidlu, t. j. ztraty energie v materialu
vlivem nezvratnych pochodi, které probihaji v materialu pii jeho eyklickém
deformovani kmitanim.

Tak vidime, Ze vsechny skutecné kmitajici soustavy jsou vlivem ztrit ne-
konservativni. S takovymi nekonservativnimi soustavami se skutetné vidy
setkdvame v inzenyrské praksi.

Je nutno poznamenat, Ze pri vypoctu kmitd néjaké mechanické soustavy
je velmi dulezité uvazovat ztrily energie kmitdnim ve vysetfované soustavé
za podminek, za kterych skuteiné pracuje. Na piiklad pfi vypodtu souldsti
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stroji, u nichZz mize pii provozu nastat resonance, je velmi dileZité, abychom
ndlezitymi vypoléty uméli uréit piedem mozné amplitudy resonanénich kmitd
a jim odpovidajici proménnd napéti a tim odhadnout skuteénou pevnost
konstrukee. '

Vypodet kmitajicl soustavy s uvazovanim vsech Ciniteld, které maji vliv
na ztraty energie, pfedstavuje v obecném pripadé potiZe zasadniho razu, takze
tento problém nemize byt vidy uspokojivé fefen, i kdyz se pouzije piibliz-
nych metod. Vznikaji tu potize dvojiho druhu. Pfedné je nutno znit konstanty
tlumeni soustavy a na cem tyto konstanty zavisi. Za druhé je nutno sestavit
prislusnou diferencidlni rovnici, ktera respektuje toto tlumeni, a potom ji
tefit, coz je téz obvykle spojeno se znaénymi obtiZemi ¢isté matematického
charakteru.

V tomto ¢élanku si nestavime cil vyfesit kmitdni pruznych soustav s ohledem
na viechiny mozné druhy ztrat energie. Omezime se zde pouze na vySetFoviani
kmitt pruinyeh mechanickych soustav s piihlédnutim k ztratdm energie
v materidlu. Piitom budeme vysetiovat tento problém s ohledem na vypocet
piitnych kmita pruta.

Postaveni takového ikolu md velky vyznam i proto, ze piednsd piiéné kmity
pruti jsou snad nejroziifenéjsim prvkem kmitavych soustav, s nimiz se setka-
vame v inzenyrské praxi, a za druhé v mnohych piipadech hlavnim zdrojem
ztrat pii pfidnych kmitech prutit jsou pravé vnitini ztraty v materialu. Tak
pii vysetfovani vibrael nékterych druht turbinovych lopatek, na pt. lopatek
hez vyztuzné obrute, je mozno povazovat za hlavni zdroj tlumeni ztrity
energie v materidlu lopatek.

Dtive nez pfejdeme k vykladu teorie vypocétu kmith pruznych soustav s p¥i-
hlédnutim ke ztratam energie v materialu (hysteresnim ztratam), zastavime
se kratee u zakladnich hypothes tykajicich se otazky ztrat energie v materialu,
abychom stanovili zdkladni fysikalni pfedpoklady pro nase vypoéty.

Mluvime-li 0 rozvoji metod vypodétu kmitd pruznych soustav s respektova-
nim hysteresnich ztrat, pfedevsim je nutno poznamenat, ze v dosti dlouhém
obdobi, pfiblizné od r. 1892 do r. 1938, pFi budovéni teorie s respektovanim
ztrat v materidlu se vychazelo z tak zvané hypothesy vazkého tieni neboli
z hypothesy VoreTovy [1]. V této hypothese se predpokldda, Ze vnitini ne-
pruzny odpor je amérny rychlosti deformace.

Ackoliv Voigtova hypothesa, zavedend v r. 1892, nebyla experimentilng
potvrzena, bylo ji do znaéné miry pouZivano, protoze zjednoduSovala vypodcet
kmitavych soustav s hysteresi a umoznila dospét k ¥adé uziteénych ptibliz-
nych feseni prakticky dalezitych problémi.

Kdyz byla nahromadéna experimentalni fakta k primému i nepiiméimnu
ovéieni Voigtovy hypothesy, byla presvéddivé dokazana neopodstatnénost
této hypothesy a byly jakoZto neopodstatnéné odmitnuty pokusy zpfesnit
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tuto hypothesu tim, ze vnitini tieni by nezdviselo na rychlosti linedrné, nybrz
na druhé mocniné rychlosti [2]. ’

Na druhé strané bez vyjimky viechny spravné provedené pokusy svédéi
o tom, Ze ztraty v materidlu nezavisi na frekvenci kmiti, ale na velikosti
amplitudy napéti.

Na zdkladé rozboru éetnych experimentdlnich vysetieni, provedenych jak
v 88SR tak i v zahraniéi, N. N. DavipExgov vybudoval dplné novou fysi-
kalng podlozenou koncepei, publikovanou v r. 1938 [3], o niZ je mozno bez
pFehdnéni prohlasit, Ze zahajila novou epochu ve vzniku praci, tykajicich
se ztrat v materidlu pfi kmitéani pruznych téles.

Nebudeme se zdrzovat rozborem riznych vykladi, pojednavajicich o fysi-
kalni podstaté ztrat energie v materidlu, které existovaly jesté pred zminénou
praci N. N. Davidénkova, protoZe vyderpavajici rozbor vsech téchto vyklada
je proveden v piehledové ¢dsti zminéné prace [3], a zastavime se kratce pouze
u hypothesy navrzené N. N. Davidénkovem.

Protoze v zajimajicim nds piipadé kmitd nekonservativnich pruznych
soustav se jednd o ztrity v materidlu pfi pruznych kmitech, kdy se material
cyklicky deformuje v mezich Hookova zdkona, t. j. nepohybujeme se v oblasti

~plastickych deformaci, nemd smyslu mluvit ani o linedrni, ani nelinedrni
hypothese vazkého t¥enf. Jak ukazuje N. N. Davidénkov, zmengovani ampli-
tudy neni vibec nutno vykladat péisobenim odporovych sil, imérnych néjaké
mocniné rychlosti, nybrz je tieba toto zmenSovani spojovat s hysteresni
smyckou, jejiz existence nas piesvédéuje o tom, e pfi¢iny tlumeni nesouvisi
s rychlosti deformace.

N. N. Davidénkov vychdzi ze skutednosti, ze ztraty energie pii kmitani
zavisi na amplitudé a nikoliv ma rychlosti, a vydetifuje hysteresni smycku,
ktera vznika pii cyklickém zatiZeni viivem nedokonalé pruznosti materidlu.
Ta vznikd dusledkem toho, Ze materidl nevyhovuje lineArnimu Hookovu
zakonu, s nfm% pracuje nauka o pruinosti, t. j. zdanlivy modul pruznosti gga
neni ve skuteénosti béhem jednoho cyklu konstantni, jak se obvykle pFedpo-
klada, nybrz je funkei néjaké moceniny deformace, coz mizeme obecné vyjadfit
vztahem

do o
G HESR

N. N. Davidénkov. vychdzeje z tohoto pledpokladu, navrhl rovnice kitivek,
které tvoii hysteresni smyc¢ku, pro rtzné zatéiovaci cykly. Ve zvldStnim
piipadé soumérného cyklu piibliZné rovnice vzestupné a sestupné vétve
hysteresn{ smytky, jejiz plocha charakterisuje ztrétu energie v jednotce objerau
béhem jednoho evklu s amplitudou deformace &,, mohou byt napsiny ve tvaru
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0 = E{s _h [(£, + &) — 27]453]}9
(n
o=~ {5 o [(£, — &) - -_3n~156a]} ,

kde n a # jsou geometrické koustanty hysteresni smycky, které musi byt pro
kazdy materidl uréeny na zakladé pokustt a na které je moino se divat jako
na konstanty, charakterisujict tlumeni materidlu.

Pii fefeni problému kmitdni pruiné soustavy s respektovanim ztrat v mate-
ridalu bylo piirozené vzit v dvahu fysikalni podstatu soustavy a vyjit z nesporné
experimentalné zjisténé skuteénosti, Ze toti% pro vétdinu materiali, kterych
se pouzivd v inzenyrské praxi, se obé vétve hysteresni smycky malo odli$uji
od pfimky vyjadiujici Hooktiv zakon, t. j. hysteresni smycka je , tzka™
a vnasi do pruzného kmiténi jen malou nelinearnost. To je téz ditvodem toho,
7e k Feseni takto formulovaného problému kmitdni pruinych soustav s uvazo-
vanim ztrat v materidlu, jakozto problému slabé nelinedrniho kmitani, bylo
prirozené pouzit asymptotickych metod nelinedrni mechaniky, neboli {. zv.
metody malého parametru.

Utinnost téchto metod pii Fegeni rtznych slabé nelinedrnich pruznych sou-
stav 1 pfi Fefeni problémi fysikalnich byla dokdzéna zakladnimi pracemi
akademikt K. M. Kryrova a N. N. Bocorsusova. Proto rozvijeni téchto
metod a jejich pouziti pro feseni loh uvazovaného typu s hysteresi, které jsou
klasickym ptikladem ,,slabé nelinearnich® kmiti, bylo zeela ptirozené a adéelné.

Kratee se zastavime u schematu vypoétu kmitani pruznych soustav s uva-
zovanim ztrat v materidlu, pii ¢emz budeme vychazet z nelinedrniho pojeti
problému a pouzijeme metody nelinedrni mechaniky, zaloZené na rozvoji
v fadu podle moenin malého parametru.

Mrw o r

Vynueené piiéné kmity prutu

Pro ndzornost budeme vySettovat typicky piipad vypoétu kmitani pruzné
soustavy s rozlozenymi konstantami a jako piiklad pro konkretnost vysetfime
vynucené kmity prutu konstantniho prafezu, ktery pfitné kmitd pusobenim
sily ¢q cos wf, ktera predstavuje stejnomérné rozloZené zatizeni s kosinové
proménnou amplitudou. Diferencidlni rovnice ustdlenych kmith uvaZované
nekonservativni pruzné soustavy, kterd ma -hysteresni ztraty, mi obecnd
tvar [5]

Bl —0—436 -+ m ﬂ + e —i [@(b—gﬁ)] = &g coS wt , (2)

oxt o2 ox® ox?
kde EI je tuhost tyde v ohybu, u(z, t) je funkee vyjadiujic prﬁhybovouy Garu,
€4 = ¢y Je amplituda stejnomérné rozloZeného zatizenf, m hmota na jednotku
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délky, » kruhova frelkvence vnéjsi zatézujici sily, » soutadnice ve sméru osy

. g% >u\t . , , .
prutu, f éas, # maly parametr, ¢ —— [f]) (, z)] je operitor, ktery charakterisuje
ox ox v i

rtraty energiec v materidlu prutu pii kmitani a jehoz velikost je fddové
jako amplituda vnéjsi sily q,.

Maly parametr ¢ mé v danéin pripadé zeela urcity fyvsikalul smysl. Plredsta-
vuje totiz pomdr cnergie zmaiené v urditém objemu materidlu béhem jedné
periody (tato energie je imérnd plode hysteresni smycky) a maximalniho mnoz-
stvi potencialni energie nahromadéné v tomto objemu a jeho velikost je F4-
dove 10-2.

PFi fefeni rovnice (2) se podle uvedené metody funkce prihybu w(w, ),
kruhové frekvence kmith o a hel fizového posunuti » vyjadii ve tvara
téchto asymptotickych rozvojt

u(x, 1) = @) a cos (wi 4+ ) - cuda, ) + 2uq(x, ) + ..., 3)
w* =) 4 ey b etA, (4)
po=1py + ey APy, )

Piitom se predpoklada, ze u, (x, £), u,(x, t) atd. neobsahuji prvni harmonickou.
Dosadime rozvoje (3)—(5) do rovnice (2), pouZijeme toho, ze vnéj§i periodicka
sila je Umérna cos wt a Ze ¢ + 0 a dostaneme rovnici (2) ve tvaru této soustavy:

medp(xy = 0, (6)

b (8>

kde ¥(z, 7) je funkce, kterd zpresituje respektovani ztrat energie v materidlu
ve druhém priblizeni a
T =l + .

Rovniee (6)—(8) jsou vychozimi rovnicemi, pomoci nichz mizeme vySetfovat
kmitani uvazované nelinearni soustavy s riznym ptiblizenim.

Abycliom uréili funkei ¢(x) a kruhovou frekvenci kmitani w, v nultém piibli-
Zeni, t. j. bez uvaZovani ztrat v materidlu, musime Yegit ,,neporusenou’’ rovnici
(6), kterd je vlastné rovnici (2) pro & = 0.
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Nebudeme se zdrZzovat FeSenim rovnice (6), ackoliv jeji feleni je zndmé
a nepfedstavuje zviadtnich potizi, a prejdeme k vySetfovani tefent v prvnim
priblizeni. Piitom budeme nadale pfedpokladat, Ze zname prihybovou funkei
() a vlastni frekvenei kmittt o, které dostaneme 7 rovnice (6) p¥i danych
krajovych podminkach.

Abychom vytesili tlohu v prvnim piibliZzeni. musime podle rozvoja (3)—(5)
vySetiovat rovniei (7).

Pouzijeme zakona o zachovani energie (zména energic kmitajici soustavy
héhem jedné periody je rovna nule), vynasobime rovnici (7) jednou vyrazem
¢(z) sin 7 dz dr, po druhé vyrazem ¢(z) cos v da dr a zintegrujeme tyto rovnice
podle & od 0 do I a podle ¢asu pies jednu periodu.

Integrujeme-li per partes podle 2 a 7 a pouzijeme-li pritom okrajovych pod-
minek a té okolnosti, ze funkce w (x, {) neobsahuje prvni harmonickou, snadno
dospéjeme k této soustaveé éty¥ rovnic:

2 1
o o,

El - e Hegsintdedr =0 9
ff[ Gt e E}T"‘m’l ’ )
LU ]

2n L
ff Jl— adymp cos T — ¢ cos (T -—— ) +
0 1]

o A2 l . .
g = ; - dr —
e [Q)(dx:  COS T ):II @ sintdrdr = 0, (10)
2z 1
L Oy o, PPy Y )
‘[.[ [E] Py -+ me? —;?] pceosTdrdr = 0, (1)
0 0
2z 1
ff {»-« adymg cos T — qcos (T — ) -+
(L)
@(dzqi ¢ COS l cos tdrdr = 0 (12)
. 7, _d.’))g 08 T J @ § = .

Z rovnic (9)—(12) dostaneme, ze hledané veli¢iny sin v, a 4, maji tvar

i 2z

13
. | - s d2g .
sin p, = m]f(p dx / gy b gt @ eos 7] @ sinT dx dr = Sa, ¢, q) ,
0 0 -

0 (]3)



4

. 0 cos s 7 d ¢
Ay == [amnfqv d.r:l ff a7 [ (a}—_, a cos r)] ¢ cos T dx dr

0

— 7 COS Py fqv dag == a, ¢, g, p,) - (14)

Vyraz pro funkei prihybu u,(x, 7), je-li jej nutno zpicsnit, mézeme urdit
z rovnic (9) nebo (11) .
Na zdkladé (4) a (14) a téz (5) a (13) vzorce prvniho piiblizeni pro urdeni
frekvence a fazového posunuti miZzeme zkricend zapsat ve tvaru
Wi = mb + e Q(a, Gy W), (15)
sin y, = Sa, ¢, q) . (16)
Regenim rovnic (15) a (16) miZeme sestrojit resonanini kiivku a = f(m)
libovolné vysSetfované kmitavé soustavy.

Abychom mohli najit vyraz pro funkce C(a, ¢, ¢, v,) & S{«, ¢, g), musime

1 a
v rovnicich prvniho piiblizeni, protoze ve vychozi diferencidlni rovnici (2)
se vyskytuje nelinearni dlen e®,,(u,.), respektujici ztraty energie v materidlu.

. d . .
podle rovuic (15) a (16) znat vyraz pro funkei @ (-—i a cos 1), kterda vystupuje

Zjistime, co piedstavuje funkee @(u,,). Vzhledem k vySetfovanym pii¢nym
kmitam dlouhych tenkych prutd, kdy ztrita energie v materidlu bude v pod-
“staté urcena normalnim napétim, musime k zji§téni tvaru funkee @(u,,) vyjit
z nelinearni zavislosti normalnich napéti p¥i zatizeni a odlehdéeni prutu, ktery
piitné kmitd, ¢inz vznikue hysteresni smycka. Je mozno pouzit zavislosti mezi
napétim a deformaci navrzenych N. N. Davidénkovem, které ziejmé nejlépe
vyjadiuji fysikalni stranku ztraty energie pii velkych napétich. Vyrazy pro
ohybové momenty piisobici v prafeza prutu v libovolném okamziku periody
pIi zatizeni a odlehéeni mohou byt obeené predstaveny, pii uvazovani vaitiniho
tfeni, ve tvaru

M=M2M,,

(17)
M= M - Ii[

kde M je ohybovy moment pruznych sil a M, je moment vniténiho tieni, ktery
je totozny s funkef ¢@(u,,). Na zakladé zdvislosti (1) mohou byt vyrazy (17)
rozepsany pro vzestupny a sestupny pohyb kmitajiciho prutu ve tvaru

9 Yo £ o,
[ o2 l ?j - a1 (Ll{ il dF
Hes - oa? 6210

(18)
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nebo v prvnim ptiblizeni, s ohledem na vy§etfovany ptiklad

13

i — et — 72 [ e % oY s e| o[ P
M, = eD(u,,) i .,f {E " [a - gy eos r] 2 @ g bzdz.

0

Vidime tedy, Ze pro vzestupny a sestupny pohyb ma funkee ¢®(u,,) jiny
tvar, coZ je nutno mit na zieteli pii integraci rovnic (14) a (15) ptes dobu jedné
periody.

Vzhledem k vySetfovanému piipadu kmitdni na jednom konei vetknutého
prutu mohou byt vzoree (15) a (16) s ohledem na vztah (19), ktery jsme dostali
na zakladé nelinearni zavislosti (4). koned¢né napsany ve tvaru

i

. 12(n — 1) Blath" o)t 2
nn - Vn 4 2) aq fe(x) de §

q

4

2 —1
(ﬂ) =1} [(lml);’m [ (Fa(‘l')dw‘ :
(25 b i

0
7

" t1
% * ) (I - cos 7)" cos T dwdr — ¢ cos frp(x) dx} .

0

12 Elh""lqw”
n(n + 2
(21)

Pomoct vzoredn (20) a (21) maze byt sestrojena resonancéni kfivka pro libo-
volnou konkretni kmitavou soustavu vySetfovaného typu.

Pritom oviem predpokladame, %e konstanty n a 5 hysteresni smycky, které
charakterisuji tlumeni v materidlu vysetfovaného prutu, jsou znamy.

Jako piiklad budeme vysetfovat p¥iéné kmity na jednom konei vetknutého
ocelového prutu s konstantnim prafezem a rozméry

[ —=200mm, 0 ==30mm, A =10mm.
Jak znamo, feseni diferencialni rovnice (6) ma tvar

@(x) = C,(cos kx -+ cosh kx) + Cy(cos kx — cosh kx) + Cy(sin bz -+ sinh kx)-4-

4 C'y{sin kx — sinh k) , (22)
kde
ot — ”’;’I" , (23)

m je hmota jednotkové délky prutu.
S ohledem na krajové podminky uvazovaného ptikladu

P0) =0, ¢(©0) =0, ¢") =0, ¢"() =0,
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dostavame € == (, = 0 a téZ znamou rovnici pro frekvenci
cos kl cosh kl = — 1.
Na zékladé (23) najdeme vlastni kruhovou frekvenci prutu
W, = 1,268 . 10% .

Pouzijeme jesté dodatedné podminky ¢(l) -= 1 a urdime integracni konstanty
C,, €, atedy i funkei
p(r) = 2 sin Z\L;Si}lhrkl [(cos kl + cosh kl)(cosh kx — cos kz)
+ (sin &l — sinh £l)(sinh kv — sin kz)] . (22")
Znime-li vyraz pro funkei ¢(z), mazeme vypoéitat integraly vyskytujici
se ve vzoreich (20) a (21)

i 1

i ,
() dor — —— e sos kel -1 cosh kl){cos X — co8 kx) 4
fq(w) dx 5 in Al sinis Hf[((oq kl -4 cosh kl)(cosh ka — cos kx) +
0 [\]
4+ (sin kI — sinh LD)(sinh k2 — sin kx)] de = — L
J k \sinh kI sin ki’
13 l
- o o 1 . 4Y R Tevaes A N o vy ~
f[q ()P de = 4 sinE T i f[u)s kl 4 cosh kl)(cosh kx -~ cos kx) 4+
0 O
+ (sin &l - - sinh El)(sinh &z -~ sin kx)P do = LY B ! —‘
A v TR T 4k \sin2 Kl sinh? k)
Zvolme konstanty hysteresni smy¢ky n == 2 a5 = 31. Dostaneme
1 4 !
dqp(@) " d2p@) P’ kb "
f [ P de = - (]jb = b gind il sinhi 7l [(cos kl - cosh ki) .
[}] 0 0
. {cosh kx -+ cos kx) -+ (sin &l - sinh El)(sinh kx 4 sin kx)]? da =

— ke . g AN ALY ,8, sin ke i kl) +
B {(u)s: Il cosh k) [3 (sin &l <+ sinh kf) -1

) . -
+ 4 sinh £l sin kI (sinh kI — sin &) -+ - (sinh &l — sin M,)3J 4 (sin kl — sinh kl)® .
2

1

6 . , 12 16
. [5 sinh kI sin kl(cosh kl — cos kI) -- 3 (cos kel 4 cosh kl) — ,—J +

D)

17
—+ (cos kl + cosh kl)2(sin kel — sinh k) (cosh &l -— cos k). (coszkl -+ cosh? kel — -?)) -+

- (eos kl -+ cosh kl)(sin kl — sinh kl)¥(sinh kI 4 sin icl)31

[ 3
B 3

f(1 — cost)rcostdr = [(1 —cost)tcostdr = — m.
0 0
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Dosadime-li tyto hodnoty integralii a ostatni dané veli¢iny do vzore (20)
a (21), obdrzime konedné vzorce:
(o) oo Vs e

’ 606,640 ’

«?
-

sin g, = 1,217 - -

o

Na zékladé vzoret (24) byly pro hodnoty ¢, = 1,5.10-% kgfem, 0,8.
. 1073 kg/em a 0,3 . 103 kg/em sestrojeny resonanéni k¥ivky pro uvazovany
piipad kmith vetknutého prutu, které jsou zachyceny na obr. 1.

A 0] C

(24)

12 2
a. 10
10 Y
8
ﬁp‘q S — T
‘; . — b
=15.4002
_§=1510
_08.107
2 N -
<\ | 03107
092 09 096 098 100 102 704 106
—_——
wc

Obr. 1.

Z rozboru resonanénich ktivek je vidét, ze kmitani soustavy pii respektovani
ztrat je sice slabé, ale pfece zieteln® nelinedrniho charakteru, a nelinedrnost
je tim podstatnéjsi, ¢im vétsi je napéti urcené amplitudou kmité. Kromé toho
maji resonanéni kiivky velmi ostry vrchol, coz je dulezité pro to, abychom
mohli pouzit metody malého parametru, o niz se jesté zminime dale.

Poznamenejme, Ze téinnost této metody, jak bylo nejednou dokazino pti
rozboru konkretnich piikladd [4], spotivd v tom, Z%e pro funkei prahybu
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déva jiz nulté ptribliZzeni, pro frekvenci vSak prvni piiblizeni dobré vysledky,
zatim co vyS&i plibliZeni, jejichz vypodet je obeené znadné slozity, zpfestiuje
uréeni funkee prihybu méné nez o 19 a urdeni polohy jednotlivych bodua
resonanéni k¥ivky nejvyde o 2--39,.

Postacujici presnost nultého piiblizeni u prihybu a prvniho piibliZeni
u frekvence primo vyplyvd, jak se mZeme snadno piesvédeit, z fysikalni
povahy vysetfovaného problému. Protoze totiz prvni piiblizeni souvisi s veli-
kosti plochy hysteresni smycky, je pochopitelné, Ze druhé piiblizeni, které
zptesfiuje tvar hysteresni smycky, nemuze se podstatné projevit v koneéném
vysledku.

Povazujeme téz za nutné upozornit na tu okolnost, Ze pravé vyloZens teorie
vypoltu je zalozena na respektovani ztrat energie v daném kmitajicim pruz-
ném télese a antomaticky zachycuje stav napéti v kazdé jednotce jeho objemu.
Protoze celkovd energie spoticbovand v télese livovolného tvaru se vypodte
integraci po celém objemu, nezavisle na slozitosti tvaru prifezu prutu, na niz
zavisi rozloZeni napjatosti v télese, odpadd nutnost zavadét pii vypodtu kmith
s respektovanim ztrat energie zvlast funkei rozloZeni napéti a zvlast funkei
pohleovani energie, jak to na pf. éini Cocmarpr [5], kdyZ uvazuje ztraty
energie v konstrukénich detailech turbinovych lopatek. '

Podstatnou zvlastnosti pravé vyloZené metody vypodtu pruznych soustav
s respektovanim hysterese, jak jsme nejednou upozoriiovali ve svych pied-
chozich pracich, je i to, Ze je zaloZen na jistych pFedpokladech, a to specialné
o malosti vnéjsi sily ve srovnani se silami setrvadnymi a pruznymi. Je naprosto
jasné, ze opravneénost takového predpokladu vyplyva z toho, Ze v uvazovaném
. hysteresnim problému nas predevdim zajima pasmo v okoli resonance, kde
jsou predné zminéné podminky splnény a kde za druhé vznikaji znaénd napéti
a tim i podstatné ztrity v materidlu, s nimiz je nutno poéitat. Ve vétsi vzdale-
nosti od resonance problém vibec ztrdei smysl.

Piipomenmnie také to, Ze resonandéni kiivky, které byly v posledni dobé poti-
zeny v nadi laboratofi [6] p¥i piilezitosti zjistovani ztrat energie v prutu
s homogenné rozloZzenym napétim (podélné kmity), plné potvrdily spravnost
nelinedrniho postupu pi Feseni problémit tohoto druhu: Experimentalné
zjisténé resonanéni kiivky jsou stejné nesymetrické jako kiivky, které jsme
dostali z vypocéta zalozenych na metodach nelinearni mechaniky.

wrw. 1

Vlastni pfiéné kmity pnitu

N

Diferencialni rovnici vlastuich pii¢nyeh kmitt prutu konstantniho prafezu

s respektovanim ztrat mazeme snadno dostat z rovnice vynucenych kmit (2),
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polozime-li v ni vnéjsi silu rovnou nule. V takovém piipadé tato rovnice

nabude tvaru
du atu o* o2
Bl ~- e e —|DPl——|] =0
e T m[ (m)]

neboli
&ty , O*u , .
;74» . Fria ef"(u,) (25)
kde
, - »
F () = - Wl e [(l’ ( ; (26)

Pro ¢ == 0 rovnice (25) prejde v obydejnou linedrni rovnici vlastnich kmit
nosniku, jejiz FeSeni lze dostat obvyklymi existujicimi metodami.

Je-li ¢ + 0 a je-li vngjsi sila, ktera vystupuje v pravé Cisti rovnice (25)
a obsahuje maly parametr, mala, je 0celné hledat feleni rovnice (25) ve tvaru
asymptotické rady

w(x, t) = ap(@) cos T - euq(a. x, 7) + *uy,(a, x, 7) 4 ..., (27)

v némz ¢(x) je feSeni (22) homogenni rovnice (6) neho

du , Pu
i T = ™

tem7 velikost amplitudy « a fazového dhlu 7, které jsou funkecemi Casu. se

a uy(a, x, 7), us(a, x, T) jsou periodické funkce proménné v s periodou 2z, pii

urdi z diferencidlnich rovnic

% = ed (a) + 24,a) + ...,

dt .
dr . (30)
717 = m, + Ef,)vl((l) —+- 82[‘))2((1) 4,

kde w, je vlastni frekvence kmiti prutu bez tlumeni, jehoz pohyb popisuje

rovnice (28).
V dalsim bude nd$ kol tedy spodivat ve volbé vhodnyeh vyrazii pro funkee
uq(a, x, 7), uy(a, x, 7), ..., Ay(a), dy(a), ..., Bi(a), By(a), ... (31)

takovych, aby vyraz (27), kam bylo dosazeno z (30), vyhovoval rovnici (25).

Aby funkee (31), které jsou koeficienty u jednotlivych moenin malého para-
metru, byly jednoznaéné uréeny, musi funkce u,(a, x, v), u.(a, z, v) podle
teorie konstrukee asymptotickych feseni rovnice (25) jesté splitovat podminky,
7e neobsahuji prvni harmonické, t. j. musi byt splnény rovnice

[ wla, x, Ty cos v dr == 0; [uga, z,7)cosrdr == 0;...;
4] Q
[ (@, x,7)sin 7de =0 ; [ us(a, 2, vy sin tdr =0 ...
] o



Tyto podminky s fysikalniho hlediska znamenaji, Ze za veli¢inu ¢ ve vyrazu
(27) bereme amplitudu prvni zakladni harmonické.

Pouzijeme-li étvrté derivace vyrazu (27), kde a i v povaZiujeme za proménné,
uréené rovnicemi (30), miaZeme napsat levou stranu diferencidlni rovnice (25}
ve tvaru

x 5 4
— 2T e \(rﬂ(p(m)) cos T -+
x

. v o2 A
-} a»:{ 20A (a) p(z) sin t — 2mabB,(«) p{x) cos T |- wia® (;j:—;— -+ —Edm:} -

e {[Al(a) d‘i;,f?") — aBi(a) — 2maBz(a)] plx) cos T —

— [wAg(a) + A(a) Bya) - Ay(a) - d((a) J p(z) sin T +

o o Oy ot
20A (@) -t 20B () s -+ of® -t - e 33
+ 1(@) daet ‘ (@) ot? o oxt | (33)
Déle musime rozlozit pravou stranu rovnice (25) v fadu podle moenin malého
parametru
ef (Uye) == ef [ap”(x) cos T] + 3" [ap”(x) cos T] u, + &% ... . (34)
Aby vyraz (27) vyhovoval vychozi rovnici (25) s ptesnosti fadu ™™, musi
se rovnat koeficienty u stejnych mocenin ¢ v pravych stranich vyrazi (32)
a (34) az do ¢&lentt m-tého stupné véetné.
Z povahy problému plyne, ze mZeme vzit m == 2. Na zaklad$ toho, co bylo
fedeno diive, dospivame konedné k soustavé rovnic

dfg \ .
(%E—r) — PP =0, (35)
kde p?* == x%0?,
9, 4 b ”4,”} ' 1% ul " ”
— 2¢(x) A, (a) sin T — 2¢(x) waB(a) cos T -+ i " 2 o == f"[ag" (x) cos 7] .
(36)

Abychom wur¢ili 4,(¢) a B,(a), nasobime rovnici (36) jednou vyrazem
¢(x) cos 7 dz dr, po druhé vyrazem ¢(x)sin z de dr a vysledek zintegrujeme
pies délku prutu (od 0 do [) a pres délku periody (od 0 do 2x):

4 o2
f [ {8 = p* {&:}} @(x) cos v dx dv =

ff{f”{a(p (x) cos 7]+ 2w A (@) p(x) sin T + 2wa b (a)p(x) cos T} p(x) cost dx dr,
(40)
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[84“'1 7u
Pty . ' _
fflax4 Lt (o) sin T dx dr

0 [}

- ff{f”[aq;”(w) cos ]+ 2o (a) g @) sint - 2ma 3 (a) g(x) cos T} () sin T dadr
[
(41)

Tntegraci per partes lze uke’wnr [4], ze

4
HMu, . )
f — = ‘/"*‘({:‘gr* ty d.x .

0

27 .
f -sintdr = ~ful sin 7 dr.
0

7 toho na zakladé (35)

2 1

4,
ff(O “ +p ) p(x) sintdrdx = ff(~ — ;u-rp) wysintdrde = 0.

Obdobné je mozno ukazat, ze i leva strana rovuice (41) se rovna nule.
Z toho a z rovnice (40) najdeme vyraz pro

2zl
fff"|’1fp (%) cos EJ rr( ) cos 7 dx dr

[fl((l) == = - — S (42)

2on fr] ) da
a zrovnice (41) uréime

Zxl
fff”[“‘?? (%) cos 1] q)(x) sin 7 dz dr

Al(rz) = —-= 00 i i e (43)

2w frp‘z(oc) dax
0

Abychom uréili w,(a, z, 7), musime se zabyvat rovniei (36), kterou zapiSeme
ve tvaru
: e T (44)
kde
Fla, z, 1) = f"lap"(z) cos 1] 4 2wA(a) p(x) sin v + 2wab,(a) p(z) cos v . (45)
Déle rozlozime u,(x, , 7) a F(a, z, ) ve Fourierovu Fadu:
uy(@, , 7) = ula, x) + >{un(a, x) cos nt + wuy(a, x) sin nr}, (46)

F(a, x, t) = ¢y(a, ) + Z{gn(a, x) cos nt + h,(a, x) sin nt}, 47)
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kde

l =7
gola, x) = ;z’fF((lf, x, v) dr,
’ 0
1 [
gula, x) = Ey- I(a, x, ©) cos nt dr, (48)
0

1 .
hola, x) = 5 Fla, z, 7)sin nr dr .

0

Abychom nyni uréili u,(a, z, T), musime Feit soustavu diferencidlnich
rovnic typu (44), kde pouZijeme pat¥iénych ¢lenti rovnic (46) a (47). Pritom
(@, %, 1) dostaneme jako soudet ¢lenit fady, kterd mé tvar pravé strany roz-
voje (46). Metoda FeSeni obdobnych rovnic je vyloZena ve druhé kapitole
monografie [4].

Protoze nas zajima pouze prvni piiblizeni, muZeme pro funkei prihybu
s dostatednou presnosti pouiit vzorce (38), nebot podle (30) stupent presnosti
vzorce (38) bude tyZ jako vzorce prvniho pfiblizeni

u = ap(x) cos T + euy(a, x, 7) .

To je diivodem toho, Ze p¥i feSeni tlohy v prvnim piibliZzeni se zde nemusime
podrobné zdrZovat vyvozovanim koneénych vzorel pro
u(a, x, ) .
Kdyz jsme urdili vyrazy pro A,(a) a By(a) na zakladé vzorci (43), (42) a (30),
miizeme snadno dospét ke vzoretim pro amplitudu kmitd a a fizovy tdhel
v zavislosti na dase £’ Skuteéné, dosadime-li (43) a (42) do (30), mame

2l
& [ [{"[ag"(x) cos t] p(x) sin 7 dz dr
da . 00 o 9
G e e (49)
207 f(pz(x) dx
1}
2al
ef ['[ag"(x) cos 7] p(x) cos v de dr
dr 00 o
n T g o e et e e (50)

1
2amn [(x) de
0

Abychom mohli napsat diferencidlni rovnice (49) a (50) v explicitnim tvaru,
je idelné explicitné vyjadiit funkei f'[ag”(x) cos 7] a transformovat zlomky
v téchto vzorcich. :

Proto vyjdeme z existujicich nelinedrnich vztaht mezi normalnim napétim
pfi ohybu ¢ a pomérnym prodlouzenim & (1).
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Potom s ohledem na uvazovany piipad ohybu prutu obdélnikového prii-
fezu o &itce b a vysce k

f2y h d2p(x) &u, 1 15
(E")“““’:(E&T)mu_-z':[“”’d‘.?ﬁ'+€ ar] T

i 2z d2p(x) [Py ~
Eo = (&o)max G [(l ez T & (ﬁq_z Y R A

= [0\ - d2p(x) o
¢ (@) HE n { da? ((‘ r‘)mu +
()
de(x) S
, d2p(x) o%u, i "l .
— 2n-1 LA A NN e z:x+1 - . 5
[a Jez T¢ (8902 - 4 ] I d¥ (51)

kde z znaéi vzdélenost od neutrdlni osy. Protoze jsme si vzali za cfl dospét
k YeSeni v prvnim piiblizeni a protoze prava strana rovnice (25) je nasobena
malym parametrem &, miaze byt vyraz (51) podstatné zjednoduen a v prvnim
piiblizeni napsén ve tvaru .

3 ” 3 1— T F JL n ' N [ Eijp‘('ﬁ " nt+1
Dlag”(x) cos 1} = + K o f|(l + €08 T) 2 ]( dt 21 dF .

)

S ohledem na to, Ze pro prut obdélnikového prifezu plati dF = b dz, mame

%[a(p”(m) cost| =T Fna, b. f[ 4 cog T)r — 27~ 1]( - ))n 2ldz =

da?

(52)
. I ﬁwnanbhnw“’ . o~ dz (f)
=+ Gz, L1 L eos ) — 2 ’J( A )

Potom whlpde‘m k (26) mizZeme ["(u,,) v prvnim piiblizeni zfejmé napsat
ve tvaru

[(1 4 cos ) — 27

) nhhn 2
fote) = Pllag"(@) cos vl = L 200 e (d ())

(53)
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Na ziklade (53) integraly, které vystupuji ve jmenovatelich vyrazi (49)
a (50) mohou byt zapsiny ve tvaru

2 1 1

{"lag" (@) cos 7] ¢ (x) sin v da dr = Et .-f I (dh{[’(m))" g(x) da .

2mE2 daz | da
G 0 o

{f [(1 — cos7)" — 20V sin7dr tf|(l lcosT)" 2""]sinrtlt} =
[
:

0

_ Enbh *(n 1) B ‘ a)\* )
e U “ .f(” —) () da |
(54)
2 '
T Byarblr 2 A2 (d2e(e)\"
f[ [ag"(x) cos 1] () cos 7 da dr ;’:" ;_’n f(;—; ((7(;/7:)) @(a) da .
K] [l
. {f](l —cosT) — 2 eosTdr | f\(l - cos T)" 2771 cos T dr} me
0 it
P 1 a
- "]uul)hn-‘r 2 S~ (12 dzq;(ll) " . - ~ . R .
= e j Pived e e g()yda | (I~ cosT)" cos Tdr. (H5)
0 b

Dosadime-li vyrazy pro integrily (34) a (55) do diferencidlnich rovnic (49)
a (50), dostaneme

1
E,']“n[,)h':ﬂw - 1) d2 (dz(p(x)

da s A)" o(z) de | (56)

dt

l dIQ
dn(n + 1) oz fr,n2 day
o

1

Ear-1bhe 2
- =W,

dt

d12 (d%/;;))r. () dxf(l —cost)rcosTdr. (57)
0

i
248 pozfgide
0

Integraci rovnice (56) najdeme
1]

1 Enbh"=*(n - 1) dz (d2p(a)\"

(n = 1ya=17 P fift5 (‘&Zf g dz. b+ 0.
dn(n + 1) oz [¢2z) dod

0

Integra¢ni konstantu C urdime z po&atecnich podminek

1
(@ e = O = ey
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Odtud
1

T (- 1) apt”

T

Potom amplitudu kmita miZeme v prvnim pribliZeni vyjadfit ve tvaru

i
o — . T Rt [
Enbht2(n — 1)t dz (d2p(x)\" 1
S e T e A —
! da? ( da? ¢(v) d ap-t
A b 1) oafe)da
(4]
nebo
no1
I3
dn(n -+ 1) wa [o¥(x) dx
=y - P ! , (58)
kde
4
dz2
A= Byblr 2 2 ay-1t B

integraci rovnice (57) najdeme
1

; 12 (d2p(a)\"
Enabhn 2 f ({.’172 ((‘(;’)g" ) g(x) da

0

T = of - e e .lf(l —cos TV ecos Tdr |- O,

l
ks nm:zf(p‘-’(x) dx 0
0

(59)
kde @ je fazova konstanta rovna poc¢atedni hodnoté fazového dhlu 7 pro { = 0,
& = ()= -

Tak mohou byt na zadkladé vzorel (58) a (59) v libovolném okamziku urceny
amplituda vlastnich tlumenych kmitt i velikost fazového posunu kmita
prutu.

Jak jsme jiz ukazali na konkretnim prikladu 7] pii vySetfovani soustavy
s jednim stupndm volnosti, vypodet amplitud tlumenych kmitd podle vzoreh
prvniho pFiblizeni dava velmi dobré vysledky. Vzhledem k tomu mame viechny
divody pro to, abychom predpoklidali, Ze obecné vzoree prviniho piiblizeni
(58) a (59) pro soustavy s rozloZenymi parametry jsou téz dostateéné piesné
a muzeme je proto doporucit k praktickému pouzivani.
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Peswme

MONEPEUHDLIE KOTMTEBAHWS CTEPHKIER C VUETOM PACCEAHUNS
OHEPIIN B MATEPUAIJIE

I'. C. HACAPEHKO (G. 8. Pisarenko)

tiTocrynuao B pepaxign 25/VI 1957 r.)

3 CTATLC IPNBOJAKTCR TCOPHH i,)ﬂ(fl{U'l'a BbIHY/JICHHDIX 7 (,‘,BO6OILHHX KOJLe~
Ganuii cHeteM ¢ paclpejelICHHBIME HapaMeTrpaMu. 3aBHCHMOCTh MEMRIy Ha-
upszKennem 1t qedopmanedl CUMTACTCA HeTuHelHOM, NpuYeM KpuBad IHCTepe-
auca potpaskaetest Gopmynoir (1). VpasueHna koNefaHmil pemieHbl METOTOM
HEJMHeHHOH MeXaHUKH, OCHOBAHHEIM Ha IPIMEHEHMI PABJIOKeHUH 10 cTeneHsiM
Manoro sapamerpa. CHadalla paccMaTpPUBACTCA CJAyYall BBIHYIKIEHHBIX KOJIe-

- fanmit cTEeP:KHA UOCTOSHHOTO CeYeHUs, ¢cOBepPINANIETO Iollepednbie Koneba-
HEST Bojt jelicTBUeM Bo3MYMaloliedl cuilkl e cos wf, Ipejactasyaomei coGoi
PaBHOMEPHO paclpelielleHHYI0 HArpy3Ky ¢ aMIUIHTYOH, MeHAuelca 110 Ko-
CHHYCONAJBHOMY 3aKOHY. B kavecTBe BIOporo ciydyas IPOBefeH pacyeT CBO-
DOIEBIX MOTePeHHHX KoleOaHII CTePHIHA BOCTOAHHOIO CeYCHHHA.
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Zusammenfassung

DIE QUERSCHWINGUNGEN DER STABE MIT ERWAGUNG
DER MATERIALVERLUSTE

(.S, PISARENKO

(Eingegangen am 25. Juni 1957.)

In diesem Artikel wird die Theorie der Berechnung der erzwungenen und
freien Schwingungen von Systemen mit verteilten Parametern beschrieben.
Die Beziehungen zwischen der Verlingerung und den Spannungen werden
als nichtlinear vorausgesetzt, wobel die Hysteresiskurve durch die Formel (1)
ausgedriickt wird. Die Schwingungsgleichungen werden mit Hilfe der Methode
des kleinen Parameters, welche oft in der nichtlinearen Mechanik benutzt
wird, gelost. Zuerst wird der Fall der erzwungenen Schwingungen eines Stabes
niit unverinderlichem Querschnitt gelost. Die Querschwingung wird durch
die storende Kraft eq cos wt hervorgerufen, welche eine gleichmissige Belastung
mit der kosinusoidal veridnderlichen Amplitude vorstellt. Weiter werden die
freien Schwingungen eines Stabes mit unverianderlichem Querschnitt herechnet.
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