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SVAZEK 3 (1958) APLIKACE MATEMATIKY CisLO 4

O NEKTERYCH ZAKLADNICH VETACH TEORIE LINEARNICH
ELEKTRICKYCH OBVODU

VACLAV DOLEZAL

(Doslo dne 15. srpna 1957.) DT 621.392.9

Clének jo vénovan exaktnimu studin zdékladnich vlastnosti 2n-péha,
atvaru, ktery ma zdkladui vyznam pro teorii linedrnich elcktrickych
obvodi.

Po zavedeni potfebnych pojmi jsou dokdzdny véty o vlastnostech
impedandni resp. admitan¢ni matice 2n-p6lu, nékteré véty o ekvi-
valenci a kone¢nd jako specidlnf pfipad jsou vySotieny vlagtnosti para-
lelniho a seriového spojeni dvojpdlu.

Uvod

V teorii linedrnich elektrickych obvodi se soustfedénymi parametry hraje
dalezitou roli pojem tzv. 2n-pélu. Je to Gtvar, ktery vznikne vzajemnym po-
spojovénim konedného podtu odport, kondensatord, vlastnich a vzdjemnych
indukénosti, pfi temz je vyznadeno n pari spojovacich boda tohoto utvarn,
které nazyvime svorkami, pomoci kterych je mozZno pfipojiti vnéjsi zdroje
elektromotorické sily nebo prostfednictvim téchto svorek je moZno 2n-pdl
zapojit do néjakého zafizeni. Pondvad? zpravidla nis prevainé zajima to,
kterak se takovy 2n-pél chovd navenek, tj. kterak ovlivni chod zafizeni do
kterého je zapojen, jevi se uéelnym definovati vhodné ,,charakteristiky‘, které
takové chovani plné popisuji. Nejobecnéj$imi charakteristikami 2n-pdlu jsou
tzv. admitanéni a impedanéni matice.

V literatuie, pojedndvajici o teorii obvodul, prestoze bézi spise o matema-
ticky nez fysikalni piedmét, neni 2n-pdl fadné zaveden, a véty, které pro néj
plati, jsou odvozeny polofysikalnim zpasobem. Ukolem této price je odstraniti
tento nedostatek.

Vénujme nejditve nékolik slov tomu, jaky ma Gfel vybudovani teorie ryze
deduktivni cestou.

Uvazujme, %e¢ mdme predloZen néjaky ve skuteénosti existujici systém.
Piipojime-li k takovému systému zdroje, ustali se jednotliva napéti a proudy
systému na urditych hodnotdch, které mizeme méfenim s libovolnou presnosti
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stanovit. Fysikalni zkuSenost nas uéi, Ze tyto hodnoty jsou jednoznaténé urdeny
parametry uvazovaného systému a soustavou piipojenych zdroji. Kdybychom
nyni chtéli stanovit vypodtem jednotliva napéti a proudy pii dané soustavé
zdrojl zcela plesné, za respektovani viech detailii, museli bychom vyjitz Max-
wellovych rovnie elektromagnetického pole. Aviak matematické feseni takto
postaveného problému je i v jednoduchych piipadech systémi prakticky ne-
moZné. Aby tedy vuibec bylo mozno naznafené otazky zodpoveédét alespon
s presnosti, postacujici pro praxi, je nutno probiém idealisovat. Takova
idealisace nas vede v prvé fadé k zavedeni pojmu ,,soustiedéného parametru®.
Je-li systém sestaven z odporniki, kondensatort a civek, mezi kterymi even-
tuelne existuji vzdjemné induktivni vazby, vyslovime ten predpoklad, Ze
napéti na odporniku je dmérnc proudu, napdti na kondensitoru integralu
a konedné napéti na civee derivaci proudu, ktery jimi protéka. (Jak znimo,
konstanty tmérnosti nazyvajl se odpor, resp. kapacita resp. indukénost.)
Zkugenost ukazuje, ze tento piedpoklad je, asponn v urditém kmitodétovém
rozmezi s dostateénou presnosti splnén. Dile pfipustime téZ existenci vodiéi,
na kterych neni napéti, at jimi protéka jakykoliv proud. Takovymito vodici
myslime si pak vzdjemné pospojovany jednotlivé elementy vySetfovaného
systému. Sledujeme-li, kterak se pravé zavedena idealisace projevi ve formu-
laci problému, dospéjeme z Maxwellovych rovnic ke znamym Kirchhoffovym
zékontim. Mozno tedy na Kirchhoffovy zakony pohlizet jako na vysledek
jistého limitniho procesu.

Timto zptsobem dospéli jsme od skutedného systému k néjakému ,limit-
nimu‘* systému, ktery s jistou piesnosti vystihuje skutetnost. Je viak piiro-
zené, Ze takto sestrojeny idealisovany systém nemusi mit tytéZ obecné vlast-
nosti, jako systém plhvodni, to znamend, Ze naprosto neni mozno spolehnout
se na néjaky , fysikdlni cit”. Uvazme jen ndsledujici trividlni piklad. Jsou-li
dva vodiée o odporech g, 2p, o > 0 spojeny paraleiné, budou proudy v jednot-
livych vodic¢ich v poméru 2 : 1. Vyskytuje-li se takové paralelni spojeni v néja-
kém skutetném obvodu a jsou-li ostatni jeho parametry znatné veétsi nez o,
pak provedeme-li idealisact (tj. klademe-li ¢ == 0), snadno zjistime, ze potom
formulaci idealisovaného piipadu vvhovuje libovolny pomér.

Vsimnéme si nyni nasledujictho faktu. V literatute, pojedndvajici o teorii
obvodi, json obecné vlastnosti idealisovanych systémi odvozeny tim zphso-
bem, Ze se vhodné vlastnost skutedného systému dodatedné postuluje i pro
systém idealisovany, a¢koli neni nikterak patrno, je-li to vibec piipustné.
(Napf. princip o zachovani energie.) Jedinou vyhodou tohoto zptsobu ,,da-
kaza® viastnosti idealisovanych systémi je to, Ze dikaz je pomérné jednoduchy.
Nynil se viak mtZe stat, Ze vnékterém konkrétnim piipadd analysy skuteéného
systému za pomoci takto odvozenych fakt dojdeme k zévéram, které budou
v rozporu s naim oCekdvanim. I{de mame pak hledat chybu, v teorii nebo
v predpokladech?
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Z tohoto duvodu je tedy ucelné vypracovat teorii idealisovanych systémit
ryze deduktivnim zptisobem, tak jak je to provedeno ddle. Hlavnim pfedmétem
nasi teorie bude 2n-pdl, jak u# jsme poznamenali vyse. Soustiedime se pFevainé
jen na jeho vlastnosti zasadniho rdzu, éimz potvrdime platnost nékterych ,,polo-
fysikédlné odvozenych vét a dokdZeme nékolik tvrzeni, kterych se v teorii
obvoda intuitivné pouzivi.

Cast 1.

Ne# piistoupime k problematice, kterou se hodldme zabyvat, bude vhodné
zavésti pojem ,,semipositivni matice” a vySetiit jeji vlastnosti.

Oznaéme I’ mnozinu vSech komplexnich &isel, kterd maji redlnou Gast
kladnou, I" bud jeji uzavér.

Rekneme, 7e ¢tveretna matice [Z,;,] n-tého ¥adu je semipositivni, jestlize:

1) vSechny prvky Z, jsou raciondlnimi funkcemi komplexni proménné p
s realnymi koeficienty,

2) pro kazdé i, k = n je Z;, = Zy,,

3) pro kaidy systém redlnych disel {z;, @, ... z,} a pro kazdé p e I', které
neni pdlem zadné Z,,, plati

Re> Zyxmw, = 0.
ik

Systém vSech semipositivnich matic n-tého fddu budeme znadit &,,.

JestliZze néjakd matice [Z,,] n-tého fadu kromé bodit 1) 2) splni dokonce
podminku

3a) pro kaidy nenulovy systém redlnych &isel {x,, z,, ... x,} a pro kazdé
P e I', které nenf pélem zadné Z,;, je

Re z Zaxx, > 0,
it

nazveme [Z,,] ,,positivni matici®.

Systém takovych matic znadime 9P,. Ztejmé P, C &,,.

Dokazme na tomto misté ndsledujici lemma, které budeme pozdgji potre-
bovat:

Lemma 1. Bud [w;;] symetrickd matice komplexnich Cisel. Nutnou a postatu-
jict podminkow, aby pro kaidy systém redlngjch Cisel {x;} platilo Re > wyxx, =

ik -
= 0, je Re D> w22 = 0 . (1)
ik
pro kaZdy systém komplexnich Cisel {z,}.
Dikaz: Ze (1) je postatujici podminkou, je jasné. Dokazme tedy nutnost!
Zvolme systém {z,} a bud z, = z; + 1y,. Pak je

z’wikzzgk == zwm ey + yays) + U@y — @)} -
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Ziejmé viak > w(xy; — xy) = 0, odkud vyplyva tvrzeni lemmatu.
2

Lemma 2. Budie [Z3)] € &,, [Z3] € &,,. Sestrojme matici [Z,,] takito:

,k—-Z pro 1=ak=n,
=Z%, von pro m+1<ik=n-+m,
uc—"7m—0 pro i>n, k<n-+1.

Pak (7] e S, -

Dikaz jeo ziejmy.

Podivejme se nyni na to, jak jsou rozlozeny pély funkei Z, je-li [Z,,] ¢ &,,.
K tomu cili v8imneme si nejprve systému &,. Kaidy element ze &, je matice,
tvofend jednim prvkem a moZno tedy klisti f = [f] ¢ &,. Snadno lze dokizat
néasledujici tvrzeni: Je-li f ¢ &,, pak { nema pola v I". M&-li f pél na imagindrni
ose nebo v bodé oo, pak je jednoduchy. Vskutku, kdybychom predpoklidali
opak, snadno bychom nalezli bod p, e I" tak, Ze by Re f(p,) < 0, coz by byl
spor s piedpokladem (srv. [1]). Je tedy f holomorfni funkei v I". Odtud
plyne pak snadno pouZitim véty o minimu realné dasti holomorfni funkce toto:

Je-li f € &,, pak bud f ¢ P; nebo f = 0.1)

Bud nyni {Z;] € &,. Ztejmé pak dle definice pro kaZdy systém reilnych
tisel {z,} je @ = > Zywxw,€S,. Polozime-li specielnd x, = 1, z, = 0 prod # 7,

ik

méme Z,, ¢ $,. Zvolme nyni indexy r, ¢, 1 =7, g < n, » + q a kladme 2, =
=x,=1, x;, =0 pro i + r,q. Pak je &,, = Z,, + Z,, + 2Z,,. Odtud vy-
plyva, Ze funkce Z,, je v I" holomorfni a Ze piipadny jeji pdl na imagindrni
ose nebo v oo je jednoduchy, nebot @,,, Z,,, Z,, « & a proto maji tuto vlast-
nost.

Podivejme se nyni na tu okolnost, je-li pro néjaké r, 1 =r = n, Z,, = 0.
Potom musi byt Z,; = 0 pro véechna i. Vskutku, zvolme p e F, i % 7 a kladme
x, = 0 pro k + r,4. Pak dle definice je Re Z,,(p) z;z, + Re Z;(p) «} = 0.
Odtud je zfejmé, Ze musi byt Re Z,,(p) = 0, nebot v opatném piipadé by bylo
mozno najit ¢sla x;, z, tak, Ze by ptedchozi nerovnost nebyla splnéna. Jeito
ale Z,, je v I" holomorini funkei, kterd nabyva readlnych hodnot pro p reilna,
je Z”v = 0.

Odvodili jsme tedy vétu:

Véta 1. Bud [Z,,] € S,,. Pak

a) kazdd funkce 7 nema poly v I' a pripadné jeji poly na imagindrni ose nebo
v oo jsou jednoduché,

1y Vskutku, bud f e &, a necht existuje aspon jeden bod p, e I' tak, Ze Re f(p,) = 0.

Sestrojme kruZnici K se stfedem v bodé p,, kteréd celd lezi v /. Oznadme m = min Re f(p).
peK

Ziejmé m = 0. Predpoklddejme nyni, Ze f == konst. Pak dle véty o minimu je m <
< Re flpg) == 0, coZje spor. Nutné tedy Re f(p) == 0. JeZto f je v I' holomorfni, plyne
z podminek € . 7., Zc Im f(p) == konst. Ponévadz v8ak j nabyvd redinych hodnot na redlné
ose, je Im f(p) == 0 a tedy téZ f == 0. Tim je tvrzeni dokdzdno.
299
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b) pro kaédé ¢ je bud Z,; ¢V, nebo Z;; = 0,
¢c) je-li Z,, = 0 pro nékteré r, je Z,; = 0 pro vdechna i.
Dokazme nyni nasledujici
Véta 2. Bud [Z,;] € &, a necht det [Z,,] == 0.
Pak [Z;] € P
Diakaz: Bud tedy [Z;,] e ©,, det [Z,;] == 0 a predpoklddejme, Ze existuje
po € I" a nenulovy systém redlnych &isel {7} tak, ze

Re Z Z{pg) et = 0.
%

Oznatme @ = > Z;(p) z.iy. Jeito @ € &, je bud @ ¢ P, nebo @ = 0. Pons-
ik
vadz viak Re @(p,) = 0, je @ = 0.

Pro kazdé p e I je tedy Re @(p) = 0, takze podle véty o singularnich kva-
dratickych forméch nutnd je det [Re Zu(p)] = 0 pro kaidé pel. Aviak
det [Re Z;,(p)] = det [Z,,(p)] pro kaidé p redlné, a jeito det [Z;(p)] je holo-
morfni funkef v I, plyne odtud, Ze det [Z,.(p)] = 0, coz je hledany spor.

Cast II.

Nez pristoupime k zavedeni 2n-pélu, je nutno definovat pojem sité a vysSe-
tiiti nékteré jeho vlastnosti. Takova fysikdlni sit je utvofena vzdjemnym po-
gpojovanim zakladnich elementii a my se zajimame o chovani tohoto systému,
plisobi-li ve vétvich néjaké elektromotorické sily. P¥itom zpravidla pfedpo-
kliddme, Ze kmitodet viech vloZzenych elektromotorickych sil je stejny a je
obeené roven néjakému komplexnimu éislu. Abychom popsali, jak jsou ele-
menty pospojovany, nebo jinak fedeno, abychom popsali strukturu sité, po-
uzijeme pojmu grafu. Zastavime se proto nejdiive u pojmu grafu, ukazeme na
nékteré jeho vlastnosti (ostatné dobfe znamé) a pak teprve vyslovime definici
abstraktni sité.

Rekneme, Ze je din normdilni graf &, je-li dina konedné neprazdnd mno-
zina V = {vy, v, ... v,}, jejiz prvky nazveme vétvemi, dile konednd neprdzdns
mnoiina U = {u,, u,, ... u,}, jejiz prvky nazveme uzly, pfi dem# kazdé v, eV
je piifazena pravé jedna uspofddand dvojice (u;, u;), w;, == u;, w,, u;, € U.
Uzel w;,, u;, nazveme zacdtenim, resp. koncovym uzlem vétve v,. Pitom
piedpokladime, Ze ke kazdémn %, e U existuje aspoil jedna vétev veV tak,
ze u, je jejim zaddtednim nebo koncovym uzlem.

Dale zavedme tyto pojmy:

T

Vyraz K = Z a;, kde o, jsou realnd &isla, nazveme vétvovym komplexem,

i=1

analogicky vyraz Z B, uzlovym komplexem.
i-1



Jeldi K =kz xwi vébvovy komplex, pak uzlovy komplex K = o .
-1 k=1

. (w;, — ;) nazveme , hranici komplexu K*.
Bude-li £’ = 0, nazveme K ,,cyklem‘.
Bude-li k' = uy — u,, nazveme K ,,cestou mezi uzly u,, u;.‘
Jestlize pro u,, u; € U existuje cesta mezi nimi, budeme fikat, ze uzly u,, u,
jsou ekvivalentni na grafu G a budeme to znagit u, ~ w,.
Uvedme zde néasledujici lemma, které budeme pozdéji potiebovat:

¢

Lemma 3. Je-li K vétvovy komplex a je-li K = pu, + yu,, pak y = — f.

Dikaz, ktery lze provésti tiplnou indukei, étenaf snadno nahlédne.

Pro daldi tvabhy jevi se dlelnym zavésti representaci normélniho grafu
matici. Necht jako prve znaéi r podéet vétvi normélniho grafu @, s podet jeho
uzli. Definujme r-tadkovou s-slonpcovou matici o (kterd se téz nazyva struk-
turalni matici grafu ) takto:

Prvek a,,, stojici v i-tém Fadku a k-tém sloupei kladme

1) a; = 1, je-li u; koncovym uzlem vétve v,,

2) a;, = — 1, je-li u, zaddtednim uzlem vétve v;,

3) a4 = 0, jestlize u, neni ani zad¢atetnim, ani koncovym uzlem vétve v,.

Je ziejmé, Ze piipady 1 - 3 se navzdjem vyluduji. Z definice matice a vy-
plyva, ze kazdy jeji tadek obsahuje prave jeden prvek 1, pravé jeden prvek — 1
a ostatni jsou nuly. Tato vlastnost je pro strukturdlni matici charakteristicka.
Ztejm& totiz ke kazdé matici této vlastnosti existuje pravé jeden normélni
graf (presnéji, jediny systém vzdjemné isomorfnich grafa) tak, ze jeho struk-
turalni matice je rovna matici dané.

Pro zjednoduseni vyjadfovani zavedeme dalsi matice.

Bud
1 Uy
v u
v=1{ 2, uw=|2l, v,eV, uelU.
v, u,

Je-li K = [K;;), kde prvky K, jsou vétvové komplexy, oznatme K = [K;].
Pomoci této symboliky ziejmé mozno psat:

v == au . (2)
Bud dale K = 3 c,v; néjaky komplex.
PR |
¢y

", . C, oy
Polozime-li ¢ = | *|, mlZzeme napsat

[K] = cv. (3)



Stane-li se, Ze K je cykl, plyne z (2) a (3):
[K'] = [0] = ¢'v" = ¢'an .
Ponévadz ale prvky vektoru u jsou linearné nezdvislé, je ¢'a = 0, tj. a’c = 0.

Oznadéme x;, %y, ..., &,, néjakou Gplnou soustavu linedrné nezdvislych real-
nych fefeni rovnice e’z = 0. Je-li

@y
xlzc ) -k
z, = [ 2], kladme X = [z].
(coZ tedy je m-sloupcovd r-fadkovd matice). Ziejmé X je maximalni hodnosti
a plati ¢’ X = 0,

Jak znamo z algebry, plati nasledujici tvrzeni:

Nutnou a postadujici podminkou pro to, aby vektor = byl feSenim rovnice
a’z = 0 je, aby z bylo mo#no vyjadfit ve tvaru x = Xy, kde y je néjaky vektor
(m-Fadkovy). '

Z uvedeného naptiklad vyplyva, Ze m-fadkovy vektor X'v méd za prvky
diplnou soustavu linearné nezavislych cykla.

Vyslovme nyni definici sité (pfesnéji ,,pasivni sité se soustfedénymi para-
metry.“).

Rekneme, %e je dana sit S, je-li dén normalni graf @ a je-li kazdé dvojici
jeho vétvi v;, v, piitazena funkee Z,; komplexni proménné p, pfidemz matice
[Z;.] € ©, (rozumi se, Ze matice je utvolena pro viechna i, k).

Matici Z = [Z,;] budeme nazyvat charakteristickou matici sité S.

Fysikdlni smysl matice Z tkvi v tom, Ze popisuje vzajemné elektrické vlast-
nosti dvojic vétvi sité. Je-li napfiklad mezi prvou a druhou vétvi induktivni
vazba, jejiz velikost je ddna koeficientem vzajemné indukénosti M,,, bude
Zhy = Myp. Jsou-li v prvé vétvi zalfazeny v serii odpor Ry, indukénost Ly

a kapacita Cy,, bude Z;; = Rq; + Lyyp -+ . V8imnéme si na tomto misté

1
Cup
bliZe toho, proé jsme v definici sité axiomaticky piijali poZzadavek Z e &,. Jezto
mame na mysli sité pasivni, tj. takové, které samy nevyrabdji elektrickou
energii, ma charakteristickd matice Z tvar

1
Z=R+pl+ H, (4)

kde R, L, H jsou Giselné matice. P¥itom E, H jsou matice diagondlni, jejichz

vSechny prvky hlavni diagonaly jsou nezdporné, takie R, H ¢ &,. Matice

L = [L;] neni obecné diagonilni, nebol v siti mohou existovat vzdjemné

induktivni vazby mezi jednotlivymi vétvemi. Tekou-li v8ak vétvemi v, -+ v,

okamzité proudy I, - I, je magnetickd energie sité¢ ddna formou %ZL,-,‘I Jr.
ik
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Tato energie musi viak byt neziaporni pro libovolnou soustavu I, < I,
takie L ¢ &,. Odtud ale je ziejmé, ze Z ¢ S,.

Ponévadz pozadavek, aby Z byla specidlniho tvaru (4) je pro dal$i vystavbu
teorie nepodstatny, budeme z divodi obecnosti ptedpokladat pouze Z € &,.

Vratme se opét k matematické strance véei. Necht r opét znadi podet vétvi
grafu sité S.

Rekneme, #e par &iselnych r-tic {[E,, By, ... E,}; 11, I, ... 1.1} je piipustny
pro nékteré p e I' pro sit 8, jsou-li splnény tyto podminky:

1) Pro kazdy cykl K = Sew, jo

ZciEi = zcizilc(p) I . (P1)
i ik
2) Prok =1,2,...s (potet uzlt @) je
Sl = 0. (P2)

Fysikalné vyjadiuji podminky P1, P2 splnéni , Kirchhoffovych zdkont“
pro systém elektromotorickych sil £, ... E, a systém proudt 7, ... I, (elektro-
motorickd sila E, plsobi ve vétvi v, I, je proud tekouei touto vétvi). Tak
podminka P1 znadi, Ze soudet elektromotorickych sil v libovolném okruhu sité
je roven soudtu ubytka, P2 pak vyjadfuje tu okolnost, %e soudet proudid te-
koucich do libovolného uzlu sité je nulovy.

Pomoci matic lze podminky P1, P2 zapsat v piehlednéjiim tvaru: K tomu
cili zavedme vektory

E, I,
E o EZ ]' — IZ
B, I,

P1 mo#no pak formulovat takto: Pro viechna ¢, pro n&i a'c — 0 je ¢'B =
= ¢'Z1. Jak bylo shora uvedeno, takova ¢ moZno vyjadiit ve tvaru ¢ = Xy,
tj. pro viechna y musi platit ¥’ X' (F — ZI) = 0, takie X"(# — ZI) = 0.
P2 mozno pak ziejmé psit ve tvaru a’l = 0.
MoZno tedy ,,pfipustnost paru v maticové terminologii vyjadtit v nasledu-
jlei ekvivalentn{ formé:
Rekneme, %e par {E’; I'} je pro p ¢ I' pfipustny pro sit 8, plati-li pro toto p
X'(E—~ZI)=0 (PL)
a'l =0 (P I1.)
Pak plati nasledujici
Véta 3. Budte prop « I' {Ey; 1.}, {E,; 1,} pripusiné pdry pro sit 8. Pak plati
I'E, = L,E,. '
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Dikaz: Jeito {Ey; I}, {Ey; 15} jsou pripustin€ péry, jsou splnény nasledu-
jiel rovnosti '

XUE, — 21,) = 0, (5)
al, =0, " (6)
X'(H, — Z1) = 0, ()
a'l,=0. (8)

Jak bylo poznamenano vy#e, z rovnosti (6) plyne, Ze existuje vektor y,
tak, ze I, = Xy,. Analogicky z (8) vyplyvé eXistence vektoru y,, pro ktery
I, = Xy,. Nasobime-li (5) vektorem y,, mame

o XE, =y X'Z1,, tj. LE =I1LZJ,. (9)
Stejnym zphasobem ze (7) plyne
LE,=17I,. (10)
QOdedtenim rovnosti (9) a (10) mame
ILE, - ILE, = 1,ZI, — 1, ZI, . (11)

Obé& matice, stojici na pravé strané (11), jsou prvého fadu, tj. plati naptiklad
LZ1, = (I1Z1,) = I,Z'1,. Jezto ale Z' = Z, je prava strana (11) rovna nule,
¢imz je véta dokdzana.

V elektrotechnice je dilezity specidlni piipad véty 3, zndmy pod jménem
,,theorém rveciprocity*.

Véta 3a. Budte pro p e I'{[0,...,0,1,0...0]; I, I%, ..., I']} a {[0, ..., 0,

i~té misto
1,0,..., 0% 5, 15, ..., I} pripustné pdry pro sit S. Pak plati I¥ = I},
& —té misto

Dokazme nyni nasledujici

Véta 4. Bud {[E,, E,, ..., E.}; L, I, ..., 1]} pro nékteré p e I’ piipusing
par sité S. Pak platt

ReS E,=0. (12)
=1

Dukaz: Zavedme vektory E, I jako prve. Pak plati rovnosti X'E = X'ZI,
o'l = 0. Existuje tedy vektor y tak, %e [ = Xy. Nasobime-li prvou rovnost
y', mime y' X'E = y'X'ZI, tj. I'E = I'ZI. Jeito ale Z ¢&,, pak podle lemma 1
je Re I'ZI = 0, $im% je véta dokdzana.

Viimnéme si Zde fysikalniho smyslu ptedchozi véty! Jak zndmo, protéka-li
generatorem o élektromotorické sile # proud I, je vykon, ktery generitor
dodévé, roven Re EI. Véta 4 tedy tvrdi, Ze veikery vykon, ktery dodavaji
generatory do stté, jenezaporny. To jevsouhlase s tim faktem, Ze uvarovani
sit je pasivni, tj. Ze sama nevyrabi elektrickou energii.

Nyni méazeme pfikrodit k zavedeni 2n-pélu.



Rekneme, e je din 2n-pdl, je-li ddna sit S a je-li vyznadeno n usporadanych
dvojic (u”, u), u® + uf, k=1,2,..., % jejiho grafu G. Dvojici (u{®,
u§) nazveme k-tym parem svorek, uzel u{", u{® zatdteéni resp. koncovou
svorkou k-tého péaru.

Jak jsme uvedli v dvodu, lze nékterym 2n-pélim (zpravidla kazdému
2n-pélu, ktery ma prakticky vyznam) piifaditi jisté charakteristiky, které
popisuji jejich chovani navenek. Takové 2r-pély budeme nazyvat ,regu-
1arni““.?) Abychom mohli regularitu definovat, zavedeme pomocny pojem,
tzv. ,,sité, pridruzené 2n-pélu®. Je to sit (v ndmi zavedeném slova smyslu),
ktera je jistym zpiisobem sestrojena na zakladé sité 2n-pdlu. .

Bud tedy dan 2nr-pdl sitt S a n pary svorek. (Zde i v dal§im vyhradime
pismeno ,,n‘‘ k oznateni podtu part svorek.) Oznasdme v, 1, Vnrgr - - sy VEEVO
phisluSného grafu @ a bud ddle Z,,, n + 1 < ¢, k < n -+ r funkee, pfifazens
dvojici vétvi v;, vy

Sestrojme nyni sit S takto:

1) Sestrojme graf G tak, Ze doplnime graf G vétvemi v,, v,, ..., v,, pfiem%z
zadétednim uzlem vétve v, (k=1,2,...,n) bude svorka {", koncovym

svorka u{®.

2) Dvojici vétvi v;, v, grafu G piitadme funkei NZM =Zg, jelin 4+ 1=
<ik=n+rZy=0jlil=i=<nnebol=k=n.

Poznamenejme, 7e podle lemma 2 je [Z“C] e, takie S bude siti v nagem
smyslu.

Takto sestrojenou sit S nazveme,, piidruzenou siti 2n-pélu*. (Ze sit je pii-
druzend k néjakému 2n-pélu, budeme v daldim oznadovat vidy vlnovkou.)

Regularitu zavedeme takto:

Rekneme, Ze 2n-pél je reguldrni, je-li splnéna nasledujici podminka A nebo
B: '

A) Pro kazdé p e I' a pro kazdou n-tici ésel [, Ky, ..., E,] existuje pravé
jedna n-tice &isel [I, I,,...,I,] a &isla I, 4, Ly, ..., Ly, tak, Ze par {[E,,
E, . E,0, ... 0 Uy, 1Ly ..c;lpIyiys . Lo ]} je piipustny pro sit S.

V tomto p¥ipadé budeme fikat, Ze 2r-pdl je A-regularni.

B) Pro kazdé pe I a pro kazdou n-tici &isel [Iy, I,, ..., I,] existuje pravé
jedna n-tice Sisel [E,, B,, ..., E,] a 8sla Ly, Lnys, ..., Iy, tak, Ze par {[E,,
By .0, 0, .., 0, [I,1s .., dp, Loy, oo Luy o} je piipustny pro sit S.

Zde tikame, Ze 2n-pél je W-reguldrni.

Zastavme se na chvili u fysikdlniho vyznamu této definice. Je-li 2n-p6l
A-regularni, znadi to, Ze pak lze pfipojit ke kaZdému paru svorek zdroj elektro-

) Poznamenejme, Ze skuteéné existuji 2n-pdly, které nejsou reguldrni. Snadno se
presvédéime na nédsledujicim trividinim piiklads, Ze étyfpdl s pary svorek (u,, u,), (Ug, Uuy)
popsany’ rovnostmi @, = w, — Uy, Uy = Uy — Uy, Ly, = Lyy = Z13 = 0 neni reguldrni.
Takové 2n-pdly nazyvaji se v literatui'e ,,degenerované’’, nebo ,,Ausnahmefiille’ (Cauer).



motorické sily jakékeli velikosti (ovSem vSechny elektromotorické sily maji
stejny kmitoéet) a tim budou jednoznaéné stanoveny proudy, které tyto
zdroje vtlaéi do 2n-pdlu.

Podobn4 situace je v piipads, kdy 2n-pdl je W-regularni.
B, 1,
Ej‘u‘ , I= 1_2 . Pak plati dalezita

E, I,

V8ta b. Je-li 2n-pdl A-reguldrni, pak pro kaZdé p ¢ I existuje jedind matice A
tak, 2¢ I = AE. Pritom je A € &,. Matice A sluje ,,admitanéni matice*.

Je-li 2n-pél W-reguldrni, pak pro kaidé p eI existuje jedind matice W
tak, e B = WI. Pritom W « 3,. Matice W sluje ,impedanént mal ice**.

Oznadéme K =

Dikaz: Necht tedy 2n-pdl jo A-regularni. Zvolme néjaké p e I" a zafixujme
je pro dalsi ivahu. Snadno dokdzZeme existenci matice 4. K tomu cili pozna-
menejme, ze ziejmé plati nasledujiei tvrzeni:

Jsou-li

{[Elz EZ) e En-+'r]; [IDIZ; AR ] In+r]}
(B, Ey. ... B, UnL,...L. .5 (13)
pHpustné pary sité S, « &islo, pak té%

{[El + E;:EZ + E;’ T En+r + E;z-)-r] [I}_ ”{_ 11’12 + I;a e I7L+r + I':ll r_l}
a

{[«B,, xE,, ..., xE, ] [odyy algy oony ok ]} (14)
jsou piipustné pary pro S.
Ik
1
, I
Bud | | vektor, sestaveny z ¢isel I,, kterd podle predpokladu jednoznaéné
I*
- 0"
0 I,
existuji k vektoru 1 k-té misto. Oznadime-li I = 1,2 vektor, pisluSejici né-
i 0 L,|
40,,
7 1 0 0
];,1 0 1 0
jakémuvektoru E= | ".*| ,pak,jeztoje B=E,| 0 |+ H,| 0 [+ ... + E,| © |,
, : : 0
= 0 0| 1




plati podle ho¥ej¥i poznimky, ze téZ vektor

I i Ll (L.
! : I Lo

I* = I, If + E, I +o BT = ] ]f ]f B
I 2 rl o |lre..r

bude piisluset vektoru E. Jeito ale takovy vektor existuje jen jeden, nutng
je I* = I. Je tedy I = [I¥] E, ¢im% je existence matice 4 = [4,,] = [I¥] pro-
kazéna. '

UkaZme nyni, Ze matice 4 je symetricka. Vskutku, jezto prokazdé 1 < k =
=n je

{10,0,...,0,1,0,...,0% [I},I%, ... I5 I\, ... Ik 1}
pripustny par pro sit S, plati podle véty 3a pro kazdou dvojici indexu g, s,
1<gs=n:Il=1I,t. A, = 4,,.
DokaZme nyni, Ze Rez A gz, = 0 pro kazdou soustavu redlnych &isel
ik

{x;}. Zvolme libovolné vektor I a uréeme piislusny vektor I = AE. Pak plati
E'l =B AE = 5 AuE.E,. Necht I, ..., I,,, jsou ta &sla, pislusni dle

i, kxn
definice vektoru E, pro néz {[E,, ..., E,,0,..,0; [Iy, .., L, L, q, ..., I 1}
je pripustnym parem pro S.
Podle véty 4 pak plati

n+r

Re B’ = Re S B, =Re S B, =0, (15)
i1 i=1

¢mi je v disledku platnosti lemmatu 1 tvrzeni dokézano. Ponévadz ¢&islo p
jsme volili libovolné, plati dokdzans tvrzeni pro viechna p e I

Zbyva dokazat, Ze prvky 4, jsou raciondlnimi funkcemi p s realnymi
koeficienty. K tomu cili oznaéme

I'={I 1Ly Ly Ly oo Dy, B = (B, .. B, 0,..,0].
Je-li {E"; j’} piipustny par pro S pro néjaké p e I', pak jsou splnény podminky
P1, P2:
X'ZI = X'E o (16)
a'l =0.

0
H(p)I = E*. o

Oznadéme [A(L,Z} = H(p), [l E] = E* a (16) muZeme zapsat ve tvaru

PohliZejme nyni na (17) jako na systém rovnic a sledujme jeho feSeni podle
proménnych I, -.., [, v zavislosti na p.
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Piedné vime podle predpokladu A-regularity, e pro kazdé p e I a kaidon
soustavu E, ..., I, feSeni systému (17) existuje.
Oznatme h == maxrank H(p) a bud [™ = E [rank H(p) = k]. Snadno

Pel’ Del
nahlédneme, Ze I'* je oteviend mnozina. Vskutku, zvolme p, e I'*. Pak existuje

submatice K(p,) h-tého Ffadu matice I (p,), pro kterou je det K(p,) == 0. Jeito
prvky matice H(p) jsou v I"holomorfni a tedy téz spojité funkee p, jeidet K(p)
spojitou funkei. Existuje tedy okoli U(p,) bodu p, tak, ze det K(p) # 0 pro
p e Ulp,), takie U(p,) c I, coiz bylo dokazat.

Hledejme nyni feseni (17) podle proménnych I,, ..., I,. Zvolme tedy p, ¢ I™*.
Pak lze vybrat ze (17) pravé A rovnie, které jsou linedrné nezavislé a ostatni
jsou jejich kombinacemi. Obecné takovy vybér V, nebude jediny. Ktery
vybdr zvolime, bude ihned patrno z dalsiho. Oznac¢me [N{,,ﬂ(pu) matici koefi-
cienti takto vybrané soustavy, ZZ’% vektor pravych stran. (Je tedy 177,,“ sub-
matici vektoru E* a tudiZ jeji prvky jsou linedrnimi kombinacemi prvki
B, ..., E,) Je tedy soustava

Hpu(/po) I = E’J

. (18)
ekvivalentni soustavé (17). Dale je moino z f[p“(po) vybrat & sloupct tak, Ze
takto vznikld submatice &, (p,) bude nesinguldrni. Tento vybér V, obecné
rovnéz nemusi byt jednoznaény. Z predpokladu A-regularity viak vyplyva,
#e ze vSech moZnych vybéri V, a ndsledujicich V, existuje aspon jeden V7
a Vi tak, #e prvky K, (po), stojici v prvych n sloupeich jsou prvky prvych n
sioupett matice H(p,). (Je tedy nutné A > n.) Kdyby tomu tak nebylo, nemohla
by pro p, ke zvolené soustavé %, ..., F, existovat jedind soustava I,, ..., I,.
Takto sestrojenou matici K (p,) zafixujme. Bez Gjmy obecnosti predpokld-
dejme, Ze k-ty sloupec n - 1 = k < h matice K, (p,) je tvofen prvky k-tého
sloupce matice H(p,).

Viimnéme si blize matice K, (p)! Ziejmé jeji prvky jsou raciondlnimi funk-
cemi p s redlnymi koeficienty, které nemaji péla v I. Odtud vyplyvd, Ze
det K, (p) je racionalni funkei p, kterd ma v I' nejvyse konedény pocet nulo-
vych bodi. Bud @, mnoZina téchto nulovych bodi. Je tedy det K, (p) + 0
propel’— Q,, tj. I'*> I —@Q,.

Oznadime-i I' = [I,,...,I,], Y= {Ly.r, ..., I,.,], miZeme (18) psit ve
tvaru

Ky, (po) L+ N, (po) Iy = By, (19)

(vyznam N, (po) je ziejmy).
7 toho, co jsme odvodili, plyne, 7e rovnost

b= K;}(p) By, — K} (p) Ny, () o (20)
je pro kazdé p e I' — @, ekvivalentni (17), tj. pro tato p urfené | pii piede-
psanych By, - E, azvolenych I,.,, ..., I, tvoti ptipustny par pro S.
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Z podminky A-regularity vyplyva jeité to, ¥e matice K;al(p) N, (p) musi
mit prvych n f4dkd nulovych (jednoznagnost I, ..., I,).

Zavedeme-li vektory I' = [I,, ..., 1], B’ = [B,, ..., E,], snadno sestrojime
z rovnosti (20) matici 4, (p), pro kterou je

I—=A,(p)E . (21)

pro kazdé pel — @, . Ziejm¢ prvky A, (p) jsou raciondlnimi funkcemi p
s redlnymi koeficienty, které v [" mohou mit pély v bodech mnoziny @, .
Vyse jsme vsak ukdzali, Ze matice A,,o(p) je symetrickd a pro kazdou sou-
stavu redlnych é&isel xy, ..., x, spliiuje podminku Re Z Ay i (P) iz, = 0,
. Tk o

tj. 4, (p) € &,. Z véty 1 viak vime, Ze pak prvky 4, ;,(p) nemaji péla v I,
tj. Ze @, = 0 a tedy I'* = I'. Plati tedy rovnosti (21) a (20) dokonce pro
kazdé peI.

Z celé konstrukee matice 4, (p) vyplyvé, Ze 4, (p) mlze zédviset jak od volby
Po, tak od vybéra Vi, VI matice K ».(Po). Snadno vak nahlédneme, %e tomu tak
neni. Vskutku, zvolme néjaké p, e " a sesbrojwme stejnym zptsobem matici
A4, (p). Z pozadavku A-regularity viak plyne, Ze musi byt 4, (p)= 4, (p)
pro kazdé p e I', takze je 4, (p) = A, (p). Tim je véta dokdzana.

Ditkaz druhého tvrzeni véty 5, kdy 2r-pdl je W-regularni, provede se zcela
stejné jako prve, a proto jej nebudeme opakovat.

Sledujme nyni bliZe ten p¥ipad, kdy 2n-pdl je soucasné A- i W-regularni.
Zde plati

Véta 6. Md-lv 2n-pdl jak admitanéné matici A, tak impedanint matici W,
platt AW = 1. ‘

Dukaz: Zvolme pe I' a soustavu &isel B, ..., ,. Pak dle piedpokladu
existuje jedind soustava I, ..., I, a &isla L.y, ..o, Ly, tak, Ze {[H,, ..., B,,
0,...,0%; Ly, ..., L, ]} je pfipustnym pirem pro S. Pritom jel = AE, kde
I'=1[I,..,1,)], B =[H, ..., E,]. Aviak pro soustavu I,,..., I, existuje
jedind soustava &isel B, ..., E¥adisla I o, ..., I¥ , tak, e {|[E, ..., B}, 0, ...
e O [y, o L, I, o, I ]) je piipustnym parem pro S, pti temi B* =
= WI, kde E* = [Ef, ..., Ef].

Avsak nutné je E* = E. Vskutku, kdyby B* + K, existovaly by k soustavé
1,1, ...,1, dvé rizné soustavy K, ..., E, a EY, ..., EF, cot dle predpokladu
W-regularity neni mozné.

Plati tedy £ = WAE,tj. (1 — WA) E = 0prokazdé E, takze WA — 1 = 0,
c. b.d.

Déle plati

yéta 7. Necht 2n-pol N md admitanéni matici A, a necht pro kaidé pe I’
existuje A=t. Pak N md impedandni matici, kterd je roona A-1. Stejné tvrzent
platt © pro impedanéni matict.
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Dtkaz: Zvolme pevné né&jaké p ¢ I'. Zvolme ddle vektor I, I' = [I,, I,, ...
..» I,] a sestrojme vektor E = A-1I. K tomuto vektoru £ existuje dle pied-
pokladu A-regularity jediny vektor AH = AA I =1 aéisla I,,4, ..., L.,
tak, e {[E,,.., ¥, 0,...,0; (I, ..., L, L.y, ..., I, ,]} je pfipustnym pérem
pro S. Véta bude dokazina, jestlize dokazZeme toto: Existuje-li k vektoru I
jesté vektor E* a dsla IF ., ..., IF, , tak, Ze {|H], .., ES 0,...,0]; [I, ...
v L, IF L IF 7Y bude piipustnym parem pro s, pak B = E*. Necht tedy
takovy vektor B* existuje. Pak ale dle predpokladu k £* existuje jediny vektor
I = AE* Odtud vsak plyne £ = A7 = A *AE* = E*, c. b. d.

Dikaz pro impedan¢ni matici je obdobny.

Yéta 8. Necht jsou splnény predpoklady véty 6 nebo 7. Pak A, W €9P,,.

Dikaz: Jsou-li splnény uvedené piedpoklady, pak naptiklad existuje
A1, tj. det A + 0 pro viechna pe I'. Jeito viak A ¢&,, je podle véty 2
A €9, Stejné se dokaZe pro W.

Pristupme nyni k zavedeni dilezitého pojmu ekvivalence 2n-péli. Jak jsme
vidéli, je kaZzdému reguldrnimu 2n-pdélu ptifazena pravé jedna admitandni
nebo impedandni matice. Neplati viak opak. Lze totiz snadno sestrojit dva
rtuzné 2n-poly, jejichz admitanéni (impedandni) matice jsou totozné. Zavede-
me proto toto oznadeni:

Rekneme, #e dva 2n-pély N, N, jsou ekvivalentni, jestlife jejich admi-
tandni nebo impedanéni matice jsou identické. (Odtud plyne, %e N, a N, jsou
regulirni.)

Viimnéme si nyni pongkud bliZze nékterych podminek ekvivalence.

Bud tedy dan 2n-pél N. Necht {v,.q, v,. 4, ..., Unir} je mnoZina vétvi pii-
slusného grafu, {u,, u,, ..., .} mnoZina uzla, (e, wi,), ¢ = 1,2, ..., n pary
svorek, Z,;, funkce ptitazensd dvojici vétvi v,, vy, [Z;1] € S,

Sestrojme 2n-pdl N* takto: Zvolme soustavu &sel {0n11, 6,15, -, Opyr}, kde
kazdé d, je bud 4+ 1 nebo — 1.

Bud {v7, 1, vy ,,,.. .05, ,} mnozina vétvi gratu N¥, {uf, u¥,...u*} mnozina
uzla, (u}fq, u;“:q) pary svorek. .

Kladme 3] = d,(u) — u¥), je-li 0, = u,, — uy, Z% = 6,0,Z,, pro viechna
t, k. Ziejmé [0,0,Z,,] ¢ &, a ma tedy N* smysl. Lehko vidime, #e graf N*, je
»»a% na orientaci’ isomorfni s grafem N. 2n-pély N, N* budeme nazyvat ,,po-
dobné®.

Pak plati

Yéta 9. Budte N, N* podobné 2n-pdly a bud N reguldrnt. Pak N* je requldrni
a N, N* jsou ekvivalentni.

Diukaz: Necht tedy N ma napiiklad admitanéni matici 4. Zvolme p e I'a do-
kazme nejprve, ze je-li By, ..., By libovolné soustava ¢isel, Ze pak existuje jedind
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soustava &isel IF, .. I a dsla I, o, ..., I}, tak, 7e {[EF, ..., E¥,0, ..., 0];
Y, . I5 LYy, o, IF L T) je pripustny par sité S* (pridruZena sit k N¥).
Vsimnéme si nejprve, Ze ziejmé plati toto tvrzeni:
nair

Je- 11 > c; eykl S*, pak 2 c;:0.v; je cykl S (klademe §; = 8, = ... = &, = 1).
Zvolme B'* = [Ef, ..., E¥] a urteme J'* = [I}, ..., I¥], I* = AE*abudte

Sk 1y oy Oner L dle definice existujici isla, pro néz
([BY, .. EF,0,...,01; [IF, .. L Sy ns oo 00 L1}
je pripustny par pro S. Pak mozno tvrdit:
(B, .. Ef 0,0 I, . L5 I L] (21)
je pripustny par pro 8%, Dokazme to!

Bud tedy S ¢} eykl S%. Pak > ¢80, je cykl § a plati
S o EF =S 0, Luddy .
Z C ik

Avsak leva strana posledni rovnosti je rovna ZC EF. Jerto viak 80,4, =
= Z}, plati > ¢, B} = Z ¢, Z5 ¥ Spliiuje tedy par (21) podminku P1.

Viimnéme si déle, 7e ziejmd plati: Je-li [a,], [a.5] strukturalni matice sité
S resp. 8%, pak [aX] = [0,a:,]. Zvolme n&ktery uzel u" sits S*. Pro odpovida-
jlci uzel u, sité S plati

Sandilf =0, tj. D apl; =

a tedy par (21) spliiuje podminku P2. Tim je nase tvrzeni dokazino.

Z metody provedeného dikazu zaroven vyplyva, Ze ke zvolenému vektoru
E*existuje jediny vektor I* tak, %e {[K}, .., B}, 0, ..., 0} [IF, .., ¥, I} ., ...

. IF .} je piipustnym parem pro S, Kdyby totiz existoval jesté vektor I**,

pak lehko nahlédneme, ze by pak {[E7, ..., 0]; [IF*, ..., I, ...]} byl piipustny
par pro S, coz by byl spor s pfedpokladem jednoznaénosti.

Tim je tvrzeni véty 9 pro piipad existence admitan¢ni matice dokazéno.
V ptipadé W-regularity je ditkaz stejny.

Upozornéme na tomto misté na jednu v dal§im potiebnou okolnost, kterd
je dusledkem véty 9.

Ma-lIi reguldrni 2n-pdl N tu vlastnost, Ze pro nékteré g funkece Z, = 0 pro
viechna 7 + ¢, pak mozno vétev v, ,,pteorientovat’’, a prislusnd admitanéni
(impedanéni) matice se nezméni.

Zeela stejnym zptsobem, jako vétu 9, mozno dokdzat nasledujici
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Yéta 10. Bud N 2n-pol o admitanéni matici [A;;). Prehodime-li uspofdddnt
q-tého pdaru svorek (uw\®, wi?), tj. pokladdme-li svorku ws? za zaédtebni, u{” za
koncovou, pak pro admitanéni matici [A;] takto vaniklého 2n-pdlu plati

Ay = Ay pro i,k 2=q,

A, = — A, pro %49,
A:m = 4,,.

Stejné torzent plati v pripadé, md-li N impedanéni matics.

Pro odvozeni dalsich vlastnosti 2n-péli bude Gcelné, vysettime-li bliZe
piipad, kdy » = 1, tj. ptipad ,,dvojpdlu*.

Ma-1i dvojpdl admitanéni nebo impedandni matici, pak tato je tvotena jedi-
nym prvkem, ktery nazyvame admitance resp. impedance.

Z véty 10 vyplyva, ze je lhostejno, kterou svorku dvojpdlu povaiujeme za
zac¢atedni a kterou za koncovou.

Pro dvojpdl dokaze se snadno nasledujici

Véta 11. Bud D dvojpdl.

a) Md-li D tu viastnost, Ze pro nékteré p e I' a néjaké B = 0 existuje soustava
Gisel Iy, 1y, ....1,.,, tak, Ze {[E,0,...,0%; Ly, I, ..., L]} je pFipusingm
pdrem pro S, pak ¢islo I, existuje jediné.

b) Ma-li D tu viastnost, Ze pro nékteré p e I' a néjaké I, + 0 existuje &islo B
a &isla 1y, 1y, ..., 1, tak, Ze {[£,0,...,0]; [y, I, ..., 1,1} je pFipustny par
pro s, pak &islo B existuje jediné.

Diikaz snadno provedeme na zakladé véty 3.

a) Necht tedy pro £ = 0 a nékteré p e I’ existuje soustava I, f,, ..., 1,
a soustava I;, 1, ..., I, | tak, %e {[#,0,..,0}; {1, ....,L,1]} a {[&,0,...
e O 14, ..o, I 1]} jsou pifpustné pary pro S. Dle véty 3 pak je EI, = EI,
tj. I, = I, c¢. b. d.

b) se dokéze stejné.

Viimnéme si nyni ,,degenerovanych dvojpoli®, tj. takovych, jejichz admi-
tance resp. impedance je identicky rovna nule. Plati tu nasledujici

Véta 12, Budte u,, w; svorky dvojpdlu a necht tyto nejsou ekvivalenini na jeho
graju. Pak admitance dvojpdle A = 0.
7ol .
Dukaz: Viimnéme si nejprve, zZe plati toto tvrzeni: Je-li z a0, eykl sité S,
i1
741
pak «, = 0. Vskutku, kdyby «; + 0, pak by z rovnosti (Z ) = 0 plynulo
74l ’ 1 r ~zlﬂl .
(z o) == Xy = — (U — U,), tj. komplex — . 2 o0, by byl cestou
-2 Xygo2
mezi uzly u,, ugs na grafu dvojpélu, coz je spor s piedpokladem u, non ~ u,.
Daéle je lehko vidtt, Ze pro kazdé p e [ a kazdé K je {[#£, 0, ..., 0]; [0, ..., 0]}

305



piipustnym parem pro S. Aviak dle véty 11 ke kazdému F + 0 existuje
jediné I,, a to praveé 0. Odtud plyne, %e admitance 4 = 0, ¢. b. d.
ral
Véta 13, Budte u,, u,; svorky dvojpdlu. Nechl existuje cesta > x,v; na grafu
i=2
dvojpdlu mezi uzly w,, wg tak, fe «,Z;; = 0 pro ¢ = 2,3, ..., v - L. Pak impe-
dance dvojpolu W = 0.
Dikaz: Zvolme pe I'. Musime dokazat, Ze ke kaZzdému ¢&islu I, existuji
disla I,, ..., I, tak, Ze

{[0’ ey O)r [117 Iz, ey IT—Q 1]} (22)
je piipustnym parem pro S. Bez Ujmy obecnosti predpokladejme, Ze ¢éisla
GnF 0 pro 2=nZqg=r+ 1, g =g = ... =0, = 0. Dle pfed-

pokladu véty je tedy Z;,;= 0 pro 2 =i = q. Jeito viak [Z,.]e&,,,, plati
podle véty 1, e Z;;, = 0 pro ¢ = ¢ a vSechna k.
Ukazme, Ze &isla 1, ..., I,,, mozno volit ptedpisem [, = — «,f;. K tomuto
741 -
cili v8imnéme si, ze komplex v, — Z av; je eyklem grafu sité S, tj. Ze vektor
i—2

1
I,
— g 7
x=|—a |[jeteSenim rovnice d'x = 0. Jezto ale vektor [ = ["* | = Iz,
I

T &y
bude téz d'J = 0, éim# je dokdzano splnéni podminky P2.

Snadno nahlédneme té7 splnéni podminky Pl. Ziejmé X'E = 0 a X'[Z;] .
.I = 0, nebot Z,,1,, = 0 pro libovolnou dvojici %, k. Tim je dokdzano, ze (22)
je piipustnym parem. Z véty 11 pak plyne, Ze kekazdému I, + 0 existuje praveé
jedno B, = 0, takie W = 0, coz jsme méli dokazat.

Jako piiklad vysetiime jeSté ,elementarni dvojpol”, tj. dvojpdl, jehoz graf
je tvotfen jedinou vétvi.

Oznacéme tuto vétev v, a bud v, = u, — u, a Z funkee, pfitazend v,. UkaZme,
ze impedance tohoto dvojpdlu je rovna Z. Graf sité S bude tvoren vétvemi
vy, Vg, P CemiZ 9, = Uy — U,

Zvolme pe I a I, & 0. Existuje-li ¢islo B, tak, Ze {[E,, 0]; [1,, I,]} je p¥i-
pustny par S, musf platit:

_2 i Z i g (P2 pro uzel u, resp. u,.) (23)
Cyklem S je komplex v; — v,, musi tedy byt
i, = — Z1,. (24)
Z (23) a (24) plyne E; = ZI,, &im? je tvrzeni dokazéno.
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Vratme se nyni zpét k obecnému 2n-pélu a odvodme jednu vétu o ekvi-
valenci, kterda v konkrétnich p¥ipadech usnadiiuje stanoveni admitanéni resp.
impedanéni matice. K tomu efli bude nutno zavésti nékteré dal§l pojmy, a to
pojmy ,,redukovatelného a ,,redukovaného’ 2n-pélu.

Bud dan 2n-pél N svym grafem, svorkami a systémem funkei Z,,.

Rekneme, #e N je redukovatelny, jestlize existuje rozklad mnoziny vétvi V
jeho grafu na dvé disjunktni t¥idy V, a V,, V = V| 4 V,, ktery ma tyto vlast-
nosti:

1) Je-li U, mnozina zadateénich a koncovych uzld vétvi z V,, U, mnoZina
zadatecnich a koncovych uzlu vétvi z V,, pak priunik U, . U, obsahuje pravé
dva rizné uzly (budte to u,, u,).

2) Mnozina U, — {u,, u,} neobsahuje Zidnou svorku.

3) Je-liv, eV, v, eV, pak Z;, = 0.

4) Dvojpél Dy, jehoz graf je dan mnoZinami V,, U, (pfi temz jeho vétve maji
tytéZ hranice jako v N, je tedy graf Dy podgrafem grafu N), funkce, piifazens
dvojici vp, vy € V, je Zpy a jehoZ svorky jsou u,, u,, mé impedanci w.

Abychom zjednodusili dalsi vyjadiovani, zavedme ndésledujici oznadeni
pro sit §; 2n-pélu N:

Vi= {01 Vnsos s Vnsrd 5 Vo= {Vniri1s Vnirsn ooos Onprsal s
Uy = {uy, wg, oo, ug) s Ug = {Ugq, Ug, Ugypny o0n Uy s
klademe tedy
Uy = Ug_q, Up= Uy .

Z¥ejmé matice [Z;,] md tvar

Sestrojme nyni 2n-psl N* takto:
a) Necht graf jeho sité S, ma vétve {v,., 1, ..., Uuiy V5 ,r.1), P CemZ kazdé
vétvi v, m -+ 1 =k = n -} ¢ je piitazena stejna dvojice uzla z U, jako v S,

pro vétev v, ,pakjed, , 4 = U, — Ug_q.
b) Svorky N* necht jsou tytéz uzly, které jsou svorkami N.
¢) Charakteristickd matice sité S, bud

Z, 0|
: (r <4 1-ho tddu).

Ziejmé Z' ¢ S,;.
Takto sestrojeny 2n-pél N* nazveme redukovanym 2n-pdlem, prislusnym
k N.
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Jak zndmo, znazoriiuji se grafy obvykle schematy, kde vétve jsou vyzna-
¢eny orientovanymi obloutky a uzly styénymi body oblou¢ki. Aby si Stenaf
mohl ndlezité ujasnit smysl poslednich dosti sloZitych definic a ozfejmit cha-
rakteristické vlastnostistruktur tam uvazovanych grafii, je na obr.1 zndzornén
graf redukovatelného Sestipélu. Jeho svorky jsou vyznaceny krouzky, vétve,
prisludejici dvojpdlu Dy jsou vyznadeny ¢arkované. Na obr. 2 je pak zndzornén
plislusny redukovany Sestipol.

VElVE Vputs-o o Your

er‘ll" “ vn+l'

Obr. 1. Obr. 2.

Pak plati nasledujici

Véta 14. a) Bud N reguldrni redukovatelny 2n-pdl. Pak piislusny reduko-
vany 2n-pol N* je requldrni a je ekvivalenini N.

b) Bud N redukovatelny 2n-pol. Necht pfislusnyg redukovany 2n-pél N* je
reguldrnt. Pak N je regulirni a je akvivelentni N*.

Dukaz: Dokazme nejprve tvrzeni a) pro piipad, Ze existuje admitanéni
matice 2n-pélu N. Symboly S’l, Sz, S’a necht znaéi pfidruZenou sit k N, resp.
Dy, resp. N*,

Zvolme nékteré pe I' a necht {[Ey, Ey, ..., B,, 0, ..., 01 Ly, ooy Ly Tpyy o

oo Ly yrigl} Je PEipustny par pro S‘l‘ Piitom dle predpokladu A-regularity N
je soustava Iy, I,, ..., I, jednoznaénd stanovena soustavou K., E,, ..., E,.

Viimnéme si nejprve strukturdlni matice a sité 8,. Snadno nahlédneme, Ze

mé tvar
EXs : i
.. * Uy
o : 0
B B — Ug_y (25)
....................................... — Uy,
0 D :
- S * — U
1 1 I i
Ul vn-‘rr vn+7’+1 vn+r+q
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. Jezto plati
ol =0, (26)

kde I' = [1y, ..., I, r,,], pak piSeme-li posledni maticovou rovnost jako systém
rovnic, dostaneme seétenim prvnich d rovnic

n+T+q mA+T4+q ,
> aadi+ D g d, =0 (27)
i=ntr41 i=nt7l

v

(Pripomerime, Ze v kazdém sloupci matice a’ stoji pravé jeden prvek 1, a pravé
jeden -— 1.)
Podobné seétenim d — 1 aZ s-té rovnice obdriime

nor nAr

z a’z‘,d—lli + Z az’,d'li = 0. (28)
i1 =1
Polozme pro zkricent
: nir
*— S agl,. (29)
i1

Viimnéme si nyni dvojpélu Dy. Necht mnozina vétvi jeho piidruzené sité
Sy 3€ {04 Vnyrats oo Vnyriat Up = Uy — Ug_,. Pak pro &islo — I* existuji ¢isla
’ v7 v
I, yoyy-odyy, ., a &slo B tak, Ze {[E,0,...,0]; [— I* I
je piipustny par pro §,. Ponévadz Dymé impedanci w, je £ = — wl*. Snadno
nahlédneme, %e je moZno klést I, . , = [,.,, . pro k = 1,2, ..., ¢. DokaZme
to! .

!
niTFl""’1n+T+q]}

1) Je-li u, uzel 52, Uy F Uy, Ug_q, Pak ziejmé d + 1 = 0 < s a z rovnosti
n4ryq
(26) plyne > a;,I; = 0, tj. podminka P2 je pro w, splnéna.
t=n+741
n4r+q n+r+4q
Jezto ddle plati > a; 4,0y =0, > a;,0; = 0 (z rovn. (26)), mdme
i=1 t=1
n4r4q nir
> = — Z a;qol; = I*, co’ je podminka P2 pro uzel u, v S
i=n\r|1

Dale mame

n+r+q ntr n+r

@5 q-41; :_Zaldl Zazdf**]* (30)

i=n+r+1
pomoci (28), coz je P2 pro u,._ LV S,.
2) Je-li nyni C ndjaky cykl S, 2 neobqahupm vy, Pak je téz cyklem S a tisla

Lnirsts <o Luiryq spliuji podminku P1 v S, Tim je opravnénost substituce
I, iw = Lirin dokdzana,

nATq -
Déle plati: je-liv, + > 2, cykl S, pak je
f=n+r+1
n+riq nir4gq
—wl* = 5> & > Zal, (31)

i=n4+r+l k=nir4+1l
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(dtsledek existence impedance). Poznamenejme, 7e takovy cykl existuje.
Vskutku, kdyby takovy cykl neexistoval, bylo by %, non ~ %,_; na grafus,.
Pak by oviem admitance dvojpdlu Dy byla = 0 podle véty 12, a tedy neexisto-
vala by impedance w, coZ by byl spor.

n+riq
Viimnéme si zdroven, ze (— >  x0,) = %g — Uy
i-n+r+l
Nyni mutzeme tvrdit: {[E,, ..., H,,0,...,05; [Iy, ..., Lo Lusa oo Lo, I¥]}
je ptipustnym parem pro S,, p¥i ¢em? k soustavé £, ..., B, je soustava I, ...
., I, uréena jednoznadéné. (Tvrzeni A.) Dokazme to!

1) Bud tedy {vy, ..., ¥nsr, Up, .1} mMnozina vétvi grafu S Op g1 = Ug —

n LT
— Uy, K = Z & Vs + Cpriilnire1 €YKl grafu Sa. Je-li 410 =0, je K

i1
téz cyklem S a podminka P1 pro Sa je splndna. Bud tedy o, ,ryy == 0. Zvolme
n4r+q nLT 4 q
ndjaky cykl K = o, + > f,sité S,, tj. (— Z Biv,) =uy—ug_y. Jekto je
t=n+4741 z -nor T+ 1
n+r + NHT+Q
K = (Z &05) + Xpprgr(tla — Ug_1) =0, je (Z X03) - K1 (— Z /3 ;) =
i = 7 §=M )T
n+r nE T+ q
= 0, tj. komplex z XV — Onyprpr 2 Py je cyklem grafu S, a tedy plati
i=1 i=n 741
nyr Mt r+a narTiq nir+a )
Z B, = z Z Zady — tnira 2 Bi 2 Zali. . (32)
i nH‘ -1 k-1
Avsak
n+r4+q LR
z Zihrlic - z Zikllc PI‘O 7: g n + ’rs (33)
k=1 k-1
n+Tg NeT G
> Zaly = z Zily pro ntr+1=i=n+r+q. (34
k-1 konsril

n4T+q Nn+Tq
Déle viak plati —wl* = > B, > Z;l,, takie dosazenim do (32)
i r il Eonoryl

obdrzime pomoei (34):

n n.r n o

Z x B = z Xq z Zidy + Spppiwl®
i1 k-1

i1
¢ili ze podminka P1 je pro cykl K spinéna.

2) Je-li u, uzel ‘83, Wy F Ugs Ugy plyne platnost podminky P2 pro S bez-
prostiedné z platnosti P2 pro AS . Jezto plati (29), je splnéna podminka P2
pro ;S_'g pro uzel u,. Rovnost (30) pak ukazuje, ze P2 je splnéna t6Z pro w,_;.

Tim je tvrzeni A aZ na jednoznacénost dokazéno.
Pristupme tedy k diikazu jednoznacnosti! Predpokladejme, ze k danym

By, ..., B, existuje jesté jind soustava Iy, ..., I, I, Ve L TF tak, ge
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{[Byy ... B, 0,...,0]; [Iy,..,, ,“T,I*]} bude pipustnym pcbrem pro S
Potom pro I* existuji disla I poqyoees vy, tak, Ze {[— wl*,0, ..., 0];
[— I*, Lyirit oo Ly . ql} bude pr1pu&’onym parem pro S,.
Ukazme, ze pak {[£, ..., E,0,..., 0] Iy .- nmq]} bude piipustnym
parem S’I!
RaTig

1) Zvolme néjaky oykl K = 5 a0, sits 8y Jedia, = 0 pro i > n 4 7, je
7.1

splnéni podminky P1 pro 8, ziejmé. Jestlize ndkterd x; + 0 pro i > n + r,
pak mohou nastat nasledujici dva piipady:

N7 g
a) komplex ' = > &, je cyklem,
Zonery 1l

b) C neni cyklem.
Nastane-li ptipad a), pak téz K — C je cyklem. Potom v diisledku splnenl

podminky P1pro K — C'v S, a splnéni P1 pro C v S, j je splnéna P1 pro K v 5.
Nastane-li piipad b), snadno nahlédneme, Ze pak C je cestou mezi uzly u,,
#q_y na grafu Dy. Vskutku, utvofime-li ¢, pak v tomto komplexu mohou se
vyskytnout pouze uzly z U,. Stejné v komplexu (K — C) mohou byt uzly
pouze z U,. Jezto ale plati (K — C) + C" = 0, mohou se v (" vyskytnout
pouze uzly spoleéné U, a U,, tj. pravé uy, #,_,. Podle lemma 3 pak je " =
n4riq

1 1

= Blug — ug_y), B 0. Odtud vyplyva, %e v, — 7 C = v, — 5 > aw;
i=n4+7r+1

je cyklem grafu S,. Platt tedy

1 ntr4q n+T+q

—wl* = — > a2 Zgdl. (35)

/j i=nir+1l E=nir:l

noT

Déle si viimnéme, K — € = 3 xw, je cestou mezi uzly u,, %4y, nebot
iT1

(K—0) =K —C = — B(ug — wg_,). Z toho plyne, 7e z XV + PO, s
, N ic1
je eyklem grafu S,.
Podle predpokladu tedy plati
PRAED) >j Zyd, + pwl* . (36)
Podle (35) viak je
nir n+r4q N+T R
ZO‘E*Z ZZAI,:+ > ak > gl (37)
i=n+r+1 n 1 1
coz v disledku platnosti (33) a (34) moZno psit ve tvaru
n niTLg MET4Q
Z“iEi == Z &q z Zls -
i=1 i1 k=1
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Splituje tedy soustava I}, ..., I ., , podminku P1 pro S,.

2) Dokazme nyni jesté splnéni podminky P2!
Je-li u, néktery uzel :S’l, U, F Uy, Ug_q, pak spinéni P2 je ziejmé. Pro uzel u,
plati (podm. P2 pro :S'z):

’ - AT g
‘—.l* "l‘ z ai’d.[,i ':O.
i=n+t+r+1
nir nEriq
Pro 8, pak je I* + Zal A; = 0. Seftenfm mdme > a,,0; =0, takie P2
i=1
pro 61 vskutku plati. Analoglcky je pro ug_;:
nLTr4q -
I+ + > @sal; =0 (P2 pro S,)
fendr il

n+r

— I* > . =0 (P2 pro L§3),
i=1

nTiq

z ¢ehoz plyne z a; 4_11; = 0, takze P2 pro S, plati.

Tim jsme dokazali, ze {[&,, ..., 1,0, ..., 0]; [I3, ..., I, .. ]} je pHipustnym
pémrem pro S’I. V disledku predpokladu regularity N musi viak byt Iy = I, ...
L =1,. Existuje tedy ke zvolenym B, ..., B, jedind soustava I, ..., I,
adislal, |, ... 1., I* tak, Ze{[El, e By 0, O Ly oo Ly Ly o
1 #11 je pifpustnym parem pro »5'3, ¢ili Ze N* je reguldrni. Dikaz tvrzeni a)
véty 14 je zakonden.
Doka#me nyni tvrzeni b) véty 14!

Piedpokladejme, Ze N* je A-reguldrni. Zvolme opét peI' a cmla, E,.. B,

Pak existuje jedina soustava &isel I, ..., I, a &isla I,,, ..., I,,,, I* tak, Ze
By o By 0, 0L [y oo Ly Ly s oo Ly gy IA*]} je pfipustnym parem pro
:S’a. K ¢islu I'* existuji pak ptislusnd ésla 1, ,.q, ... Loyrig Pro S;. Opakuje-

me-li nyni krok za krokem druhou ¢dst predeslého ditkazu tvrzeni a) véty 14,
dokéZeme, e {[(E,, ..., E,, 0,...,0} [, ..., I, ]} je piipustnym pérem pro
S,. Predpoklidame-li dale, #e existuje je$t® jind soustava I3, ..., I, ,,, tak,
‘e {[E, ... E,,0,...,0]; L, ....,I,,,. .1} je ptipustnym parem proS1 a opaku-
jeme-li pr\ ou Gast dukfwu tvrzeni a) véty 14, zjistime, Ze {[£,, ..., E,, 0, ..., 0];
i, ... I, . I* 1} je ptipustnym parem pro S To je v8ak spor s predpokladem
regularity N* neni-li I;, = I, pro k = 1, 2, ..., n. Tim je dokdzano, %e N* je
A-regularni a tedy i tvrzeni b).

Dokazali jsme tak vétu 14 pro piipad, kdy N resp. N* je A- regulérni V pii-
padé, kdy N, resp. N* je W-regularni, je diikaz skoro ste]ny a proto jej nebude-
me opakovat
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Pravé dokézans véta 14 umozZiiuje ndm snadné odvozeni véty o tzv. para-
lelnim spojeni dvou nebo vice dvojpdla. Zavedme proto tento pro elektrotech-
niku ditlezity pojem!

Bud tedy dan dvojpél Dy a bud {v,, v,, ..., v,} mnoZina vétvi jeho grafu.
Necht o; = u{ — uf; u}, u} budte jeho svorky, Zj funkece, pfifazené dvojici

Vs Ve

ul ugz
) G,
2
G A G, A
Obr. 3a. Obr. 2hb.

Dale bud D, dvojpol, {v,.1, Vs iz, -+ > Vyig)
mnozina vétvi jeho grafu, ¢, = u; — ui; 4
u, uy jeho svorky, Z7, funkce, piifazend
dvojici v;, vy, _

Definujme dvojpdl D, timto predpisem:

Necht mnozina vétvi jeho grafu je {v,
Vs veey Uppgly PHL Gemz bud &, = u) — u} 3
pro i =1,2, ..., 7+ ¢q. Pfitom kladme

1 2 1__ .2 _ o
U, = U, = U, Uy = Uz = u; anecht u,, u,
jsou jeho svorky. Dvojici vétvi v, v, pfi- Gy
fadme funkei ol

Zyg=2Zhjeil i, k=7
Ty = 2oy jelir -1 <4,k <r-1-q (38)
Z, = 0 pro ostatni dvojice ¢, k.

Takto sestrojeny dvojpdl D, nazveme ,,paralelni spojeni dvojpéla D, a D,".

Obr. 3c.

Zéroven definujeme jedté dvojpdl D, takto: necht mnoZina vétvi jeho grafu
je {v1, g, ..., Vi) & bud opét 9, = wi —uipros = 1,2, ..., r + q. Zde kladme
uy = u a budte u}, u; jeho svorky. Pfitazeni funkei Z;, dvojicim vétvi bud
dédno predpisem (38). Takto sestrojeny dvojpdl D, nazveme ,,seriové spojeni
dvojpéla D, a D,.

Je beze vieho ziejmé, %e podle principu tGplné indukce lze pojem paralel-
niho a seriového spojeni rozii¥it na libovolny koneény podet dvojpdli.

Aby. ¢tenaii vée byla jasnéjsi, je na obr. 3 uveden piiklad grafu Gy, ¢, dvou
dvojpélua (a), grafu paralelniho (b) a seriového spojeni (c).

Plati nasledujici
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Véta 15. Budte D, a D, dvojpdly o impedancich w, resp. w,, w, = 0. Pak
paralelni spojent Dy a D, md impedanci

WyW,
wy + 1w,

Dikaz: Kladme pro jednoduchost u! = u = u,, s = u, = u,. Podle
definice je ztejmé paralelni spojeni D, a D, redukovatelny dvojpél. Oznadime-li
oF, vy vétve piisluiného redukovaného dvojpélu, miZeme jej popsat rovnostmi:
BF = Uy — Uy, Uy = Uy — Uy; Ly = Wy, Loy = Wy, Lyp = 0. Vétve grafu pfi-
drugené sité S tedy budou vy, v, v¥, 6, = u, — u,. VySetime, zda tento redu-
kovany dvojpdl je reguldrni. Existuje-li pro nékteré p ¢ I' k danému &ishu I
dislo B, a ¢isla I,, I, tak, Ze

{[Es, 0, 0; Lo, Iy, L]} (39)
je pripustny par sité S, musi platit:

'[0 + Il + 12 = 0 H
—Iy,— I, -I,=0 (podminka P2 pro uzly u,, u,) .

Graf sité S obsahuje cykly v, — vF, v, — v, takie plati
Ey=—wl,, Ey= — w,l,. (40}

Odtud plyne E, — wy(l, + I,) = 0 a jeito w, + 0 (ponévadz w, == 0, je
wy € Py, tj. Re w, > 0 pro kazdé p « I), je

E Iy -+ By 22 == 0
o Wyl ow‘—l— s
tj.
WyWy

/L T 41
By = e Iy (41)
Vskutku tedy pro kazdé I, existujejediné éislo £, dané rovnici (41), a Cisla
1,, I,, dana rovnostmi (40) tak, ze (39) je pfipustnym parem S. Je tedy redu-
kovany dvojpdl regularni a ma impedanci fw—wr‘;; . Podle véty 14 plati totéz
177 W

pro paralelni spojeni D,,.

Pro seriové spojeni plati

Véta 16. Budte D, a D, dvojpdly o impedancich w, resp. w, Pak ijejich
serioné spojent md impedanct w, -+ w,.

Tuto vétu lze dokdzat analogickym zplsobem, jako vétu 14. Dikaz sestroji
si ¢tenal snadno sam.

Poznamenejme na tomto misté jesté toto: tak, jak jsme definovali paralelni
a seriové spojeni dvojpdli, mizeme definovat i paralelni a seriové spojeni
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2n-pélit pro n > 1. Lze viak snadno ukédzat, Ze pak obecnd nebudou platit
véty, obdobné vétdm 15, 16.

Zavérem uvedme jeden piiklad, na kterém ukdzeme pouiti shora uvede-
nych vét.

Je dan ¢tyfpdl N nasledujicimi udaji:
{t:, ..., w;} bud mnoZina uzli jeho grafu @, (uy, u,) a (uy, u,) prvy resp. druhy
par svorek, {v,, ..., v,,} bud mnozina vétvi, pti demz 9, — 9, = U5 — Uy, ¥y, =
= V1 == Vip = Uy — U, By = Uy — Uy, Oy = Uy — U, By = Uy — Uy, T == Uy —

— Uy, Vg = Uy — Us.

V- Uz
3 o
U5 VG
U [ v, Y
Yo\ % /%
- S ou
U1C v u@ ‘6 3
Obr. 4a. Obr. 4b.

Funkee Z;;, pritazené dvojici v,, v, budtez dany piedpisem
Zyy = 2|p; Zyy = p; Zgs = 15 Zigg = 2p; Zyy = 1; Zigg = Zigy = 0;
Zlo,ro = 1; Zn,u == P; le,lz = 1/p; Zzi,k =0 pro 7 &+ k.

Snadno se lze plesvédeit, Ze [Z,,] ¢ S,

Na&im tkolem je stanovit impedandéni a admitanéni matici &tyipslu N
(existuje-li). Pro vétsi nazornost je graf Styfpélu N vyobrazen na obr. 4a,
a pro srovnani je dale na obr. 4b uvedeno schema ¢ty¥pélu N zpasobem ob-
vyklym v elektrotechnice. Jak uZ bylo ze zaditku poznamenano, je-li Z,, =
= Lp (L konstanta), znadi to fysikalng, Ze ve vétvi v, je zapojena samoinduké-
nost L, coz se ve schematu zndzornf nakreslenim nékolika zavitd. Je-li Z,, =

1 . vpos . . .o .
= iy de ve vétvi zapojena kapacita C, ve schematu znadend kondensatorem,

je-li pak Z;; = R, je tam zapojen odpor R, vyznatovany obdélnikem. Je-li
kone¢né Z,, = 0, kresli se ve schematu , hladka‘ Gsetka. (sla u jednotlivych
symbolti oznaduji hodnoty R, L, C.

Pristupme nyni k Fefeni vytydeného dkolu! Kdybychom chtéli postupovat
piimo, znamenalo by to vySetiovat systém linedrnich rovnic o dvanicti pro-
ménnych [y, ..., I}, Z okolnosti Z;, = 0 pro ¢ + k a ze struktury grafu N
je viak beze vieho patrno, Ze N je redukovatelny étyipdl. Vskutku, viimnsme
si nejprve dvojpélu, tvoteného vétvemi vy, v, a svorkami u,, u;. Tento dvoj-
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pol lze pokladat za paralelni spojeni dvou dvojpdli, z nichz kazdy je tvofen
jedinou vétvi. Jak jsme difve stanovili, je impedance takovych elementarnich
.dvojpdéla rovna funkei Z;,, ktera je ptitazena prisluéné vétvi »;. V naSem pfi-
padé je tedy podle véty 15 impedance paralelniho spojent

2

¢ 2 pt 2
p =
P P

Analogické situace je u vétvi vy, vy, v, Pro prisludnou impedanci Z,
dostaneme snadno

Z,= —T’—p— .
PP +p+1
w v u o Dale dvojpdl ,mezi uzly” wu;, u, lze
02— 2 c ot povazovat za paralelni spojeni dvojpélu
o vétvi v, a dvojpdlu, ktery je seriovym
v* v v spojenim dvojpéli o vétvich vs a vg. Podle
o vét 15 a 16 dostaneme snadno pro impe-
Y A 8 daneci
2p +1
Zy = S
Obr. 4ec. b op + 2

Mozno tedy piisludny redukovany ¢tyfpél N* popsat rovnostmi

VE = Uy — Ug OF = Uy — Uy VF = Uy — Uy, Dp = Uy — Ug;
. . £ R * . * .

Vg = Ug — Us 5 ZBS”“Zas Zyy = Zy; Z77'_Zc:

2k =Zis =27 =0 pro i + k.

Jeho graf je zndzornén na obr. 4c. VySetime, zda N* je W-regularni. Existuji-li
pro né&jaké p e I' ke zvolenym &islam I, I tisla %, E, a ¢isla I, ..., I} tak,
ve {[E,, K, 0,...,0]; [IF, ..., I7]} je p¥ipustnym pdrem prfisludné pridruzené
site, musi platit:

— I+ I7 =0,

If—15=0,

— I+ 17 =0,

If —If =0, (Podminky P2 pro uzly w,, ..., ug.)
IFLIr—I*—0

— ;I +I7 =0,

a Hy= 20+ ZJF, E,=Z,I* { 7Z.I*, jeito komplexy v - v¥ vy +
+ o o+ of + oF 4 oF jsou eykly grafu piidruZené sité. Reenim této sou-
stavy nalezneme snadno:
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o

By = (Zo+ Z)IT + 217,

By, = ZIy + (Z, + Z,) I} ,
B=I¥=1IF, II=1f=1If,
I =17 + If.

Je tedy N* W-reguldrni a piisluénd impedan¢ni matice W je rovna

B/ e o e S S
Zy+Le; Z) | pAP 3 +2p+27 pPPiptl
~Zes 2y +Z. P 2P 5P bp 1

P I T TR
Podle véty 14 pak vime, Ze t€% N je W-regularni a jeho impedandéni matice
je W.
V&imneme-li si koneéné, Ze det W == 0, je W1 admitanéni matici N podle
véty 7.
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Peswome

0 HEKOTOPLIX OCIIOBHBIX TEOPEMAX TEOPUN
JIMTTEAHBLIX QJIEKTPUYECKUX LENEN

BAIIIAB JOJIEKAJ (Véclav Dolezal)

ITocrynuao B pegaxunw 15/VIIT 1957 r.
y b /

B macrosmeil cratbe najgaraeTcs TeOpua 2n-NoJIOCHIKA, HIPAIODIEro BaKAYIO
POJIb B TEOPHMM JIHHEHHBIX DICKTPUYECKNX Ieileil ¢o cOCPeLOTOYCHITRIMI Tiapa-
MeTpaMn.

Kak m3BectHO, B nuTeparype, NOCRsMEHHOH 31011 TeMe (I Hocalleid B 60T6b-
LWUHCTBE CIydaen TOJIBKO TCXHHYECKHil XapaKTep), HeT OCHOBATeILHOTO ompe-
Aenenusi 2n-TOJIOCHAKA, CBONCTBA >ie er0 BHIBORATCA HHTYUTHBHBIM CIIOCOTOM
NP PA3JIMYHAIX JaJIbHCHMuX NPeNoNo/ReHnaX GUaNIecKOTo YapaKrepa (danp.,
38KOH O COXPaHCHHH PHEPIHY), KOTOPHIC COBCEM HE HYHIHBL.
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Henso paGorsl aBidAeTCs yeTpaHeHHe 9THX HEFOCTATKOB. B Hell MoToMKeHs!
ocHOBH ofuiell Teopud 2n-TONIOCHHKA HyTeM abCTPaKTHBIX paccymieHdi, a
Pe3YILTATH HTOH TEOPHYU BHIBEACHLI YIICTO MATCMATHICCKAM TIYTEM.

BB meproit, Beromorarensuoit, yacrtu padoTsl BBOANTCST HOHATHE ,,HOTYHOIO0-
JRATOIBHOM MATPHUIL, W NOKA3BIBAIOTCS HEKOTOPHIE TeopeMbl 00 3THX MaTpu-
nax. Marpumna {Z,(p)] HasBIBaCTCH TOMYNOTOKATENBHOM, CCIM O0HA YHOBIe-
TBOPACT CHETYIONMM YCJIOBUAM: a) ARJACTCA CUMMETPHYHOIN, 0) dieMentamm
¢ CJIY'KAT PANUOHAALHBIE (YHKUMK JIEPCMEHHOTO P ¢ JAeHcTBUTeNLHBIMI
roa(purgmenramu, B) Juig moboro p, Re p > 0, n a1a mwoboil cuereMsl geii-
CTBUTCIBHHIX dHcell ¥; Re Z Zg(p) zx, = 0.

ik

Bo Bropoit wactu paborsl pemaiworcs coGerBeHHble upobimemsl. CHauasa
onpesiesIsieTesT ceTh Kak rpad, Kaxaoi mape BeTBell v;, ¥, KOTOPOTO HOCTABICHA
B coorBeTcrBue Qyuxuma Z; takum o0pasoM, UT0 [Z;] ABIAETCH MOITYIONO-
JRUTETLHON Marpuled. 3aTeM LPH MOMOIM TOHATHA ,,MONyCTAMOH napnl’
BLIpaKaeTcs 10 puapHecKoe 00CTOATEILCTBO, YTO Karas-to cucrema J. . C.
U TOKOB B BeTBAAX BhiloNHAer 3axogsl Kupxroda. Ilpn nomomm cern ompene-
asietcs 2n-nomocHAR W ero A — u W — perynsapHocTs; (U3HYeCKnd 9TO 3HA-
umr, 9ro npunoskenue cucremsl . [l C. K sayuMaM 2n-NOTIOCHUK ONpeesser
O7THO3HAYHO CHETeMy TOKOB, IPOXOSINIMX 3aKUMaMM, WJHM 3Ke HaoGOpOT.

Howasamsr cnegyouuie yreepisienus: 1. Ecam 2r-nomocnur “asaserca
A-perynsapnniM, To cymecTByeT marpuna A (T. Ha3. aiMMTaHCHAH MATDHIA)
TaKad, YT0 ¢ ec TOMOIbI0 OLpededseTcs CHCTeMa TOKOB DM HaHHOH cucreme
J. M. C. [Iputom A aBisiercs MoIyNoIOMUTENBHON MaTpuTied. AHATOTHIHOE
yTBepAJICHHEC cTpaBeAnuBO U Jug W-perymsaproro 2n-nosncHnka (COOTBET-
CTBYIONAsE MaTpMUa Ha3LIBACTCH WMIUCTAHCHOI).

2. Ecu ® manmomy 2n-IOMIOCHUKY CYIMIECTBYIOT ajfiMUTANCHAA ¥ UMIEJaHC-
Hasg MATPHUIL, TO UX IPOU3BEJEHNE ecTh eIMHUYHAS] MATPUIA.

3. Ecnm cymecrryer ajmaradcHad matpuna 4 uw marpuna 471, ro A7 as-
JAeTeA UMICHARCHOH MaTpumeid u 11aobopor.

B enepyiomesm oTience ¢craThi PACCMATPHBAKTCH BOLPOCH 00 YKBUBAJICHTHOCTH
2n-1TOAIOCHITKOB, T. €. VCIOBHsL, UPU ROTOPHIX JIBa 27-NMOMIOCHUKA UMCIOT OJIH-
HaKOBbIG aIMMTAHCHLIC HJIM MMICAAHCHBIE MAaTpUUbl. JlOKAZBIBAIOTCS TEOPEMBL
00) YRBRHBAJCHTHOCTH JIIA TOTO CAYYad, Korjaa rpadsl 2n-10M0CHRKOB HAX0IATCH
B oupefeseHIOM cooTHomennn. OcoGeHHO HOCARIHSIA N3 ITUX TCOPCM ABIISICTCS
0co0eHHO BayKHOU g HaXO/KACHUA afMHUTAUCHOI Wil HMUEIAHCHOH MaTpUIL
7T KOHKPETHO 3aJlanHoro 2n-mojijocHuKa.

JaTeM, NCIONBL3Ys TCOPEMEl 00 HSKBHBAJICITHOCTH, IOKABLIBAIOTCH TEOPEMBI
WA NMAPAIIeNbHOTO 0 HOCIeOBATCABHOTO CORTUHCHUS ABY XNOIIOCHTKOB.

B sarmiouenue BLIMICAAETCH ajMUTAHCHAd MATPUIA 3afaHHOLO YeTHIPCX-
NOJIOCHAKA, M TaKkuM 00Pa30M HINHOCTPUPYeTCsl IpuMeHenue ofmux Teopem
H3I07KeHHON Teopuu.
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Zusammenfassung

UBER EINIGE GRUNDSATZE DER THEORIE DER LINEAREN
WECHSELSTROMSCHALTUNGEN

VACLAV DOLEZAL

(Bingogangen armn 15, August 1957.)

Dieser Artikel ist der Theorie des 2n-Pols, der in der Theorie der linearen
Wechselstromschaltungen eine wichtige Rolle spielt, gewidmet.

Es ist bekannt, dass in der Literatur, die sich mit diesen Fragen befasst
(die aber gewohnlich mit Riicksicht auf , technische Resultate™ geschrieben
ist), der 2n-Polbegriff nicht ganz einwandfrei eingefithrt ist und dass seine
Eigenschaften nur intuitiv mit Hilfe der weiteren Voraussetzungen physika-
lischen Charakters (wie z. B. das Energieprinzip), die aber gar nicht notwendig
zu sein brauchen, abgeleitet sind.

Diese Behandlung hat die Aufgabe, die eben angefithrten Unvollkommen-
heiten zu beseitigen. Darum sind. hier die Grundziige der allgemeinen 2n-Pol-
theorie in abstrakter Weise aufgebaut und die Resultate, die fiir den 2n-Pol
giiltig sind, rein mathematisch abgeleitet.

In dem ersten Abschnitt der Abhandlung, der im Lichte des weiteren Theo-
rieautbaues als Hilfsabschnitt angesehen werden kann, ist der Begriff der
»,semipositiven Matrix‘ eingefithrt und einige Satze iiber diese Matrizen sind
bewiesen. Die Matrix [Z;,(p)] heisst dabei semipositiv, wenn

a) sie symmetrisch ist,

b) ihre Flemente rationale Funktionen der Veranderlichen p mit reellen
Koeffizienten sind,

¢) fur simtliche Werte von p, Re p > 0 und simtliche Systeme reeller
Zahlen z; Re Z;c Z6(p) x5, = 0 ist.

Der zweite Teil beschiftigt sich mit dem eigenen Problem. Zuerst ist das
Netzwerk definiert, und zwar als ein Graph, wobei jedem Paare seiner Zweige
(v, v;,) eine Funktion Z,.(p) in der Weise zugeordnet ist, dass [Z,.(p)] eine
semipositive Matrix bildet. Dann wird mit dem Begriffe des ,zulissigen
Paares™ der physikalische Umstand charakterisiert, dass irgendein System
der K. M. K. und Strome in den Zweigen des betreffenden Netzwerkes die
Kirchhoffschen Gesetze erfilllt. Auf Grund des Netzwerkbegriffes ist dann
der 2n-Pol und seine 4- bzw. W-Regularitit definiert, was physikalisch
bedeutet, dass (im Falle 4) durch ein beliebiges System. der E. M. K., die zu
den 2n-Polklemmenpaaren zugefithrt werden, ein System der klemmendurch-
fliessenden Strome eindeutig bestimmt ist, bzw. (im Falle W) umgekehrt.

Jis werden folgende Behauptungen bewiesen:
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1) Wenn ein 2n-Pol A-regulir ist, so existiert eine Matrix 4 (die sogenannte
,Scheinleitwertmatrix), dass durch 4 das System der klemmendurchflies-
senden Strome fiir das gegebene System der zugefithrten K. M. K. eindeutig
bestimmt ist, wobei 4 als eine semipositive Matrix erscheint. Eine dhunliche
Behauptung gilt auch fiir den Fall der W-Regularitit. (Die betreffende Matrix
heisst dann ,,Scheinwiderstandmatrix‘.)

2) Wenn fir irgendeinen 2n-Pol die Scheinleitwertmatrix noch die Schein-
widerstandmatrix existiert, so ist das Produkt beider Matrizen der Einheits-
matrix gleich.

3) Wenn die Scheinleitwertmatrix 4 und ihre Inverse A-1 existiert, dann
ist 471 die Scheinwiderstandmatrix und umgekehrt.

Im nachfolgenden Teile der Behandiung werden die Fragen der 2n-Pol-
equivalenz studiert, d. h. die Bedingungen, unter denen zwei 2n-Pole identische
Scheinleitwert- bzw. Scheinwiderstandmatrizen besitzen. Im Zusammenhang
mit diesem werden einige Sitze abgeleitet, die die Félle betrachten, wenn die
Graphen der betreffenden 2n-Pole im gewissen Zusammenhang stehen. Ins-
besonders der letzte Satz ist fiir die Bestimmung der Scheinleitwert- oder
Scheinwiderstandmatrix des 2n-Polsin konkreten Fallen von grosser praktischen
Bedeutung.

Mit Hilfe der Equivalenzsitze werden zuletzt als Spezialfille die Behaup-
tungen, die fiir die Paralell- und Serienschaltungen der Zweipole gelten, be-
wiesen.

Zum Schluss der Abhandlung ist ein Beispiel der KErmittelung der Vierpol-
scheinleitwertmatrix angefithrt, das die Anwendung der im Artikel abgeleiteten
Séitze illustriert.
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