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SVAZEK 4 (1959) APLIKACE MATEMATIKY ¢lsLo 1

MEZIKRUHOVA DESKA V PRUZNE-PLASTICKEM STAVU

Jax DvoRAk
(Doslo dne 19. tnora 1958.) DT:621.81-41:539.3/.4

Odvozeni a pouZiti vztahti pro urdeni prubshu radidlniho, te¢ného
momentu a prihybu pruZng-plastické mezikruhové desky, na vngjsim
obvodé opfené a na vnitinim zatiZené rovnomérné rozloZenou silow.
Prfi vypoétu je za zaklad vzata Huber-Mises-Henckyho podminka
plasticity. Regeni zékladnich rovnic je provedeno aproximativni
metodou, kterd dava dostatedns presné vysledky v uzavieném tvaru. —
Porovnéni pfesnosti feseni.

1. UVOD

V préci je podano fefeni napjatosti mezikruhové, tenké pruiné-plastické
desky, na jednom okraji volné podepiené a na druhém zatiZené rovnomérné
rozloZenou silou. Vzhledem k tomu, Ze podpéra vyvola tyz idinek jako prvotni
sfla, nezdvisi stav napjatosti a rozloZeni plastické oblasti na tom, zda je deska
zatiZena na vniténim a opFena na vnéj§im okraji, nebo naopak.

Prekroéi-li velikost zatézujici sily uréitou hodnotu, zacnou piechdzet
nékterd vlikna do plastického stavu. Plastickd oblast se nejprve objevi na
vnitinim okraji desky a se vzristajicf silou se jednak prohlubuje ve sméru
axidlnim, jednak rozsifuje ve sméru radidlnim. Dosdhne-li zatézujici sila
uréité mezné hodnoty, piejde celda deska do plastického stavu.

V dal§im bude vySetfovan tvar a velikost této plastické oblasti, jeji zavislost
na rozmeérech desky, na mezi prataznosti materidlu a na velikosti zatizeni.

Vypocet je zalozen na téchto predpokladech:

1) Deska je zhotovena z homogenniho isotropniho nestladitelného materialu

(v = %) s vyraznou mezi pritaznosti.

2) Tloustka desky je mald proti jejimu vnéjsimu praméru.

3) Prahyb stfedni neutralni plochy je maly ve srovnani s tloustkou desky.

4) St¥edni plocha deformované desky neni tazena ani tlatena, nybrz pouze

ohybana.

5) Prafezy kolmé k stfedni plose nedeformované desky zustavaji kolmymi

i po jeji deformaci.
Podminka plasticity je dana hypothesou Huber-Mises-Henckyho.
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Vysledky jsou dovedeny do takového tvaru, aby jich bylo moZno pouiiti
pii urdovani plastickych oblasti v strojnich souddstech, majicich tvar mezi-
kruhové desky, nap¥. v otodnych listech vysokotlakych p¥irubovych spoji.

Utelem price je posouditi vyuziti materidlu takto zatizené mezikruhové
desky a zpFesniti dosavadni pevnostni vypocty, pii nichz se srovnava uréené
namahani s meznym staveni, pii kterém povrchova vlakna na vnitfnim polo-
méru dosdhnou meze tmeérnosti. (n, = 1, viz diagram 3,1).

2. POUZITA OZNACEN{

vnéj§i, resp. vaitini polomér desky (cm)

proménny polomér (cm)

redukovany polomér

polomér oddélujici krajni vldkna pruzné-plastické oblasti od
pruzné (cm)

prahyb desky (cm)

poloviéni tloustka desky (cm)

vzdalenost libovolného bodu od neutrdlué plochy desky (cm)

vzdalenost rozhrani mezi pruznou a plastickou oblasti od
neutralné plochy na poloméru r (cm)

‘redukovanad vzdalenost rozhrani mezi pruznou a plastickou

oblast{ od neutrdlni plochy

celkova zatézujici sila (kg) .
posouvajici sila, pripadajici na 1 em obvodu kruznice o polo-

kg

mérur (—
Lcm
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P = ' —=— redukované zatizeni (bezrozmérnd veli¢ina, charakterisujici

wog(2R)2
velikost namahani materidlu desky o tlousfce 2h)
oy . . kg
g mez prutaznosti matermlu( =
m?
- N kg
& modul pruznosti em ve smyku .
' cm?
me, m» radialni ohybovy moment v pruiné nebo pruZné-plastické
. o
oblasti (X8
cm
mie, mP teény ohybovy moment v pruzné nebo pruzné-plastické oblasti
‘ kgem
cm
ke, ky parametry kiivosti neutrilné plochy zati%ené desky o
¢

Veli¢iny oznadené indexy b a ¢ se vztahuji k vnitfnimu okraji desky, p¥i-
padné k poloméru, rozdélujicimu pruZnou a plastickou oblast.

3. SHRNUTf VYSLEDKT

Uvazujme desku, kterd je na pifklad na vnéjdim okraji volné opFena a na

. . . . ]
wnitinim okraji zatiZena posouvajici silou g, = g Tovnomdrné rozlozenou
27
po obvodé. (Viz obr. 2,1.)

Vnéjsi zatizeni vyvold v desce stav napjatosti, ktery je urden obvodovym
a radidlnim napétim o, a ¢,. Jak znamo, je p¥i platnosti Hockova zdkona
rozdélent tedného a radidlného napéti po tloustee desky pFimkové. S rostouet
vugjsi silou vzristaji i napéti, az pii jisté hodnoté @ se v desce objevi plasticka
mista. Podle hypotesy Huber-Mises-Henckyovy tento stav nastane, kdyz
napéti ¢, a o; splituji rovnici

2

2 2 p: B
O, — 6,0y + 0, = 05 . (3,1)

Ukolem je urditi, zda v desce p¥i daném zatiZeni vznikly plastické oblasti,
uréiti jejich tvar a velikost, stanoviti prabéh teéného a radidlného momentu
a deformaci desky.

. . : , , b
Postupujeme tak, Ze nejprve vypolteme redukovany polomér z, = —
' @
iy : AP /3¢
vnitiniho okraje desky a redukované zatiZeni P = — TeDE nebo bezroz-
o,

mérné Gislo ~—Q— .
a.h?

20 :



Na zakladé téchto hodnot odedteme v diagramu 3,1 parametr 7,, coZ je
redukované tloustka pruzné oblasti na vnitinim okraji desky.
Tvar kiivky (viz obr. 2,1), rozdélujici pruznou a plastickou oblast, je ddn

3 2
. X Y3 r\3
y = hnp (5 )2 = hpy (5)"‘ . (3,2)
b

Velikost redukovaného poloméru z,, rozdélujiciho okrajovd vlakna pruiné ,
a plastické oblasti, dostdvame ze vztahti (3,1), dosadime-liy = h; z, = z, . N5,

vztahem

(P

Yo a1 Q2 03 04 05 06 07 08 Qg9 b, 7
DIAGR. 31 : ¢

Ohybové momenty, pisobici na délkovou jednotku rovnob&zkového nebo
radiadlniho fezu v pruZné-plastické oblasti (z, = 2 < x,) jsou dany vztahy

m(rp)\ _ 2 o[ M (=) 7 \
mp e T/§ oih [1 3 \x, cos\e =gl (3.3)
kde ‘ '
P 7y — 7 V3 V- .
_ __Ib - 241 1 3,4
o=l 5 ( —P)ige + D gn. (39)

V pruzné éasti desky pro (a:c .<_ z < 1) je

o_ 9 afl 4 1
m(r):gz _+x§bq‘)——§ﬁsmw e i,

@ 1 2,41 L2 ing '
m(te):é 1—|»lg;3mxb77b3 E+l 5 7 3P Dl | » (3,5)

T

kde

P . 3—mn =
We ——E‘lg 2771: }‘3



Rozlozeni teéného a radialniho napéti je patrno z obr. 3,1.

Pro oblast pruzné-plastickou (x, =z < z,) pfi vzddlenosti z od stfedni
roviny mensi nez y, je
O'(f)\ dzo, {x, 2 7
2 v v
> = cos lw + =}, 3,6
o/ 3h, os|@ =+ 6 (3,6)

_ kde @ je dano vztahem (3,4).

plastickd oblast elastickd oblast

0BR. 34

Jestlize z = y, nastupuje oblast plastickd, ve které jsou slozky napéti ol”,
o'? nezévislé na vzdalenosti vldkna od st¥ednf roviny desky:

oP 4 7
o ) = g 0, cos (cu + AE (3,7)
V pruiné oblasti plati zndmé vztahy (pro z, = x < 1)
3Imie 37”(@)
G(te) = 2}:3 Z, fre) = 2}2; 2, (3,8)

. -
pomoci nich% a na zdkladé vyrazu (3,5) mizeme stanovit napéti v kterémkoliv
misté desky.

Jestlize bod o soufadnicich x,, P le#i v &asti 1I diagramu 3,1, je rovnice
prihybové plochy pro z, £ z < xz,

3
a.a? 25

e oS T ) 3,9
w ad hnh(xc x®) -+ w,, (3,9)
kde

@ , 4 sin m, 7 — a? - NP | s
Wemga k|| P T e |0 T T m R T gl

8 . . v e , o
K = 3 Gh® a w, je dano ttetim z vyraza (3,5).
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Prozx, =2=1]je

@ a? "24sinwﬂ 7 — a2 I o 8 1
w= - w% P —{—«-——Gw-— (1 — a?) @t il — gpsino, lgx .

3, i¢

Jsou-1i viechna povrchovd vldkna a Gast vnitinich vldken desky plasticka
(viz obr. 3,2¢), je rovnice prithybové plochy
L3
2 o,0%) —
4 sty / .
W= — — c (1 — ). 3,11
3 Ghy, ( V) ! )
7 diagramu 3,1 je patrno, %e bod o soufadnicich x,, P miZe leZet v oblasti I,
II, nebo III. V prvém piipadé je celd deska pruind, v druhém piipads c¢dst
povrchovych vlaken je v pruzném sta-

vu, Gdst je jiz plastickd (viz obr. 3,2a). ;~ QL% A a)
V tfetim piipadd zhstavaji prusnd jen ' 4 -
prip Ji pruzna Je // g

vnitfni vlakna desky (viz obr. 3,2¢).

Bod o soufadnicich x,, P miZe téz
3

lezet na kiivee 7, = 1 nebo n, = a2 _;}. y/ 7 ,/2;/3

v = b Ay - A AT
nebo 7, = 0. Znamena to, Ze bud cels | - ”}7/ /7/755/ 4~ 6)
deska je pruznd az na vladkna vnit¥niho
okraje, lezici ve vzdalenosti + 4% od |
neutralné plochy, nebo Ze plocha ohra- ! a8 -
nidujicf pruznou a plastickou oblast -Iv o ‘\% c)
prochéazi povrchovymi vlakny vnéjsiho '
okraje (viz obr. 3,2b) nebo kone¢né, ze
celd deska je plasticka. ) 0BR. 32

4. PRIKLAD

V piikladé je vySetien prabéh radidlniho a tetného momentu v mezikruhové
desce o rozmérech a = 31,8 em, b = 11,7 em, A = 3 cm na vnéjiim obvods
volné opfené a zatiZené silou @ = 104000 kg. Materidl desky je uhlikova ocel
s mezi prataznosti ¢, = 2000 kg/em? Vypocéteme bezrozmérné parametry

/30 1/3 . 104000 boo11,7
e U2 TR 0795, 4y = o s 0,368 .
noy(Ph)E | w.2000.36 T TR gT

lezi v dasti IT1 diagramu.
Pribéh radidlni a teéné slozky ohybovych momentd je dan vztahy (3,3)
a (3,4). Z rovnice (3,10) byl uréen tvar prihybové plochy.

»
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Na obr. 4,1 je nakreslen pribsh obou slozek moment, dile pribéh rozhrani
mezi pruznou a plastickou oblasti a prihyb w desky.

FiSGem
73
_b:1169cm, ¥
7 Mt X‘i-.’).'kgcm/mn
-6
o Wem
o 002
T 004
4 Foos
Foos
—3 fto,70
1 -0.72
08 |5 =0,7303
[2X4]
04 -1
02
0 0
10 (x)

5. ODVOZENT VZTAHU

. € Ly : - ]
Redukovany polomér x, == — déli desku na dvé mezikruhové ¢asti: 1. pruzné
a

plastickou o velikosti redukovanych poloméria », a ,, 2. pruZnou s vnitinim a
vnéjsim polomérem, odpovidajicim hodnotam x, a 1.

Diferencialni rovnice pruzné kruhové a mezikruhové desky, zatiZené po
obvodé rovnomérné rozloZenou silou je homogenni a mé tvar

dz 1 dy({dxw | 1dw|
(Eir_2+?d7)(?{75 75)“0’

kde w je prihyb desky.

Odvozeni této diferencialni rovnice je provedeno napt. v knize GIRKMAXN-
NOVE [3] na strané 155 a 158,

. . < r (s
Zavedeme-li redukovany polomér x == PE dostavame

a1 d)fdw | 1dw 0
dez T wdef\de?r "z dz) T

Obecny integril rovnice je

w=~0C; + 0 +Cylge +Clgx. (5,1)



K urdeni konstant klademe tyto okrajové podminky: pro x = 1, m, = w = 0,
¢, = ¢, Je-li materidl nestladitelny (» = }) platf

- K (d2w 1 dw .
e = G (dT T3 a) ’ (3:2)
K (1 d2w 1 dw
= (5 W T ‘(E) ’ (5:3)
K [d2w 1 d2w 1 dw
= o (W Rl e T) : (5,4)

K je ohybové tuhost desky (K = 3G%3), @ je modul pruznosti ve smyku.
Provedeme-li naznadené diferencialni operace podle vztahu (5,4) s integralem
(5,1), dostavame na zakladé okrajové podminky na redukovaném poloméru
z =1

Qa*
Oy == . 5,5
* 7 8K (5:5)

Nulovy prihyb a nulova radidlni slozka ohybového momentu na vnéjsim

obvodu desky jsou podminkami pro uréeni dalsich dvou konstant:

ze vztahu (5,1): C, + 0, =0,
ze vztahu (5,2); 30, —3C, + 10y = 0.

Tyto podminky mizZeme zachovat i p¥i zatiZzeni na vnéjsim a opfeni na vnit¥-
nim okraji desky. Na jejim stavu napjatosti se nic nezméni, pouze k rovnici
prihybové plochy desky priéteme tak velkou konstantu () (posunuti desky
v osovém sméru), aby pro & = x, bylo w = 0.

Dosadime-li do posledniho vztahu za C; vyraz (5,5) a Fe§ime-li tuto soustavu
vzhledem k C, a C,, dostdvime

O, = — 0Oy, (5,6)
CTQe i
(/4——§87‘[1{ — 60, . (5,7) .

Jestlize koneénd tyto konstanty dosadime do vztahdt pro ohybové momenty,
dostaneme

K 1 Qat |, 1
m, = — P {3(]1 (EE - 1) -+ . [3 lgx — 3,5 (;5 - l):l} ,

- 2 ’ 3 -
m, = — g{_ 30, ($ + 1) + 33{ [3 lgx 4 2,5 + i?]} (5,8)

Konstanta (', bude uréena z okrajové podminky na redukovaném polo-
méru x,.
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ReSeni plastické oblasti. Ohybovy moment, pripadajici na délkovou jed-
notku meridialniho nebo rovnobézkového fezu je dén vztahem
h h
m, =2 [e.zdz, my=2 [ozdz. (5,9)
0 0
Protoze v pruzné-plastické oblasti je napéti po tlousfee desky rozloZeno
podle obrazku 3,1, rozdélime integrily (5,9) na dvé éasti:
Y n ‘
m, = 2 J(r(f)z dz 2@/'0(,"”2 dz,
Yy h

my =2 [o'92dz + 2 [oPz dz .
0 Y

7 obrazku 3,1 je patrno, Ze ¢\ = 5 o?. Dosadime-li do pfedchozich vztaht

a provedeme-li integraci v danych mezich, dostdviame
2 Y2
m, = 0P |h? — 7,/4 , m,=oP |h® — J . (5,10)
3 3
Radidlni a teénou slozku napéti spojuje podminka plasticity (3,1), kterou
SOKOLOVSKY [1] respektoval zavedenim nové proménné o v tomto tvaru:
{p) | 9
g 20 4 B
TN = cos [w 4 | . (5,11)
o/ 3 6

Dosadime-li do rovnice (5,10) za o a ¢'” vyrazy (5,11), dostaneme

My 20 72 ‘U
T e IR ]~ A cos{w 4+ 2. 5,12
m,” ]/3 ( ‘3) ( 6) ( )

Nové zavedenou proménnou w pouzijeme téZ k vyjadieni kiivosti prihybové
plochy v teéném a radidlnim sméru.

Z teorie desek je znamo, Ze

b Idw L1dw e
ST E T T @rd 2
d2w 1d2w e
ko — = — L = 5,13
" dr2 a? dx? 2z’ (5,13)

kde e,, &, jsou pomérna prodlouZeni v radidlnim a teéném sméru. Tyto geo-
" metrické vztahy plati obecnd bez ohledu na mechanické vlastnosti materialu.
P#i platnosti Hookova zakona je

E 26

Oy = e = (& + ve,) =

(e )

B 26
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Dosadime-li za pomérné prodlouzeni ¢ kiivosti & podle vztahi (5,13) a

dostaneme

o, = 4G2(k, + Lk,), o= 46k, + k) .

r =4,

Tyto vztahy plati i pro vldkna na rozhrani pruzné a plastické oblasti, tedy

" = 4Gy(k, + 1k,), o\ = 4GQy(k, + Lk, .

Dosadime-li nyni do rovnice (5,14) vyrazy (5,11), dostdvame

kt N g a4
N o 9 , i
kr/ = 4 50 sin (u - 6) .

Hledané funkce w(r) a y(r) musi spliiovat rovnice rovnovahy

1dm, 1m,—m; _
cde Yo T
a kompatibility
' dk, =k, — k.
— + ———— =0
dax F & ‘

Upravme tyto rovnice tak, Ze pouzijeme vztahi (4,12) a (5,15):

x%[(l—%) cos(w+g)]~(l —--—T—I;)Sinw +P =0,

d 1 . 7 Ly ' _
maa—:[;sm(w +E)]-rn]/3smw—0.

(5,14)

(5,15)

(5,16)

(5,17)

Zavedeme-li novou nezavisle proménnou substituci x = e?, dostdvame

2 (5,18)

d 7? 7 VR

a_gl:(lai)cos((l)+g)] = (l——g—)ﬁmw-P,
’ 1[1 . -

(;Q[;?-sin(a) +%)] +7]7V33in w=0,
kde
__IBe
704(2h)*

Provedme naznadenou derivaci v rovnici (5,20); dostaneme po Upravé

A of 7 = in o

& cotg lw + z) dow + VS LSme do

Y 6 . .7
Sin § @ E

8 po integraci
: 4
lg n = lg sin (w + %) -+ g exp ng me do + lg C
e sin (w + g
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nebo

e
n = C sin ((u - g) . exp V?;f L Sme de . (5,12)
e sin (w + %)

Konstantu ¢ uréime z podminky, Ze na vnitinim okraji desky (¢ = 0;) je
radidlni slozka ohybového momentu nulova. Podle (5,12) musf tedy byt w, =

= Jg Krajni hodnotu proménné % oznadme 7,. Z (5,21) plyne, Ze C =,

a tedy

N == 17, sin (a) -+ n) exp VE L . PO (5,22)

Z rovnice (5,19) dostaneme dale s pouzitim vztahu (5,22)

d e [2V§ cotg (w + g) — 1] sinw + 3 (sinw — P)
w _ o (529

1 . . -
¢ {772 [1 — 2 cotg? (a) -t %)] — 3} sin (cu -+ %) '

Piesné feSeni rovnice (5,23) nelze provést, aviak jiz prvé pribliZeni p¥i pouziti
aproxima¢ni metody vede k dostatetné presnym vysledkim. Pfesnost této
metody bude posouzena v kapitole 6.

Necht nultd aproximace hledané funkce w je konstanta, kterd spliiuje
podminku nulové radidlni slozky ohybového momentu na obou okrajich

desky w, = —;E Po dosazeni do vztahu (5,22) dostdvame
2o a\3 .
n=1pe = 1o (x_b) (5,24)
a po dosarzeni do (5,23) a integraci dostavame

P 3-772 7 (Vg > vl V§ D)
o=glegr s Ty T ety len. (6:29)

V knize Sokolovského ([1], str. 231} jsou uvedeny vysledky vysetfovani
tvaru rozhrani pruzné a plastické oblasti kruhové, volné opfené desky, zati-
Zené po plose stalym tlakem.

Vychozi diferencialni rovnice zde byly fefeny numericky a vysledky tabelo-
vany ([1], tab. 17).

Pftesto, %e zde jde o jiny geometricky tGtvar (kruhova deska) a jiné zatizeni
(staly tlak po celé plofe desky), maji oba ptipady spoleénou tu vlastnost, Ze
prejdou-li v ndkterém pritfezu vdechna vldkna do plastického stavu (1, = 0),
pak je celd deska plastickd (y = 0 pro kaZdé ).
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GricorJEV poddvi v &lanku 6 své prace ([2], str. 75) piiblizné feseni ohybu
mezikruhové desky stalé tloustky. Piitom vychéazi z ptedpokladu, Ze m, je viude

nulovy. To odpovida zde uvedenému refeni, polozi-lise @ = 5
s L, .
Uréeni konstanty C|:
Na ptechodu mezi pruznou a plastickou oblasti na redukovaném poloméru

z, je n = 1. Tomu pisludejici hodnotu funkee o oznaéme w,. Vyjadieni slozek
momenti (5,12) se zjednodudi na tvar .

My~ 4 .
i > = = 0gh® cos [ - :z , (5,26)
o 3]/.3 0
¢oz je mozné prepsat takto:
. 3)/3
sin w, = Eg(Zk)_z (7"t - m,) s
3 .
COS m, == o2h)E (m; 4+ m,) . (5,27)

Dosadime-li do prvé rovnice (5,27) vyrazy (5,8), vypodteme konstantu C|

2 41 . 1
C, Q @ [rz sin w, -+ a (7 — T%)] .

T8aK|9P
Po dosazeni do (5,6) a (5,7)
Q a? 4 1 1
T __ v 2 . (7 . 2
Vo= w0k [T gp oo g (T—x), (5,28)
_ Qe
Ca = 87K ’

@ a? 8
Yy = — =, — — 8l i
C, = e (l 5p Sin oc) .

7 druhé rovnice (5,27) dostavame po dosazeni pravé vypoctenych konstant
zavislost, které bylo pouZito pti konstrukei diagramu 3,1

3P 1w\ (4sin 1 n2 1 )
cos = - [( ”) ( e — g+l 4], (5,29)
2 3 2

"
UK
b

kde w, je dino t¥etim ze vztahi (3,5).

Konstrukee diagramu 3,1. Probereme nyn{ riznéa stadia pruzné-plastického
stavu desky:

1. Poéatedni pruzné-plasticky stav (i, = 1). JestliZe je 5, = 1, potom plyne

z tretiho vyrazu (3,5), Ze w, = g a po dosazeni do (5,29) dostavame

3 43 1 1
1:PV2“”[$§(%2)‘WH§]
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a po upravé

To je rovnice kiivky s parametrem 7, =

2. P¥i dostatecné velkém redukovaném zatizeni P nabyvé x, hodnot vétsich
3
nez x, a n, se pohybuje v mezich 0 < 5, < z2. Za Gbelem sestrojeni této sou-

stavy kfivek o parametru #, byla rovnice (5,29) upravena takto:

1
lg - + @} (P, m) = malP,mp) (5,30)
b
kde
1 [4sin o, 1
oy = e[S L),
317%
1 2 1 4 cos w
AP = e e T

Krivky oblasti 1I byly sestrojeny tak, Ze pro zvolené P a 7, se vypocetly hod-
noty x; a x, a FeSenim rovnice (5,30) se naslo p¥islusné z;.
3. Dosahne-li x, vnéjitho okraje desky (z, = 1), plyne ze vztahta (5,24)
3
a (5,29), #e 7, = 23 a 0, = ; .
Jestlize tyto vysledky dosadime do t¥eti rovnice (3,5), dostdvame analytické
3
vyjadreni kiivky o parametru n, = x}

I3 1gag
. b
P=T 55
lg 5"
3 — xf

V diagramu 3,1 je vyznaéena éarkovand.

4. Pii stoupajicim P musi byt v dasledku nulového radidlniho momentu m,

na vnéjiim okraji w/,-; = T Na zakladé vztahu (5,25) tedy dostavame
J J 1= 3 y

P V3 lga
DR T
Ig —t
5=y

co% je rovnice soustavy kfivek, lezicich v oblasti ITI diagramu 3,1.

Jestlize jsou viechna vldkna v desce plastickd, je 7, = 0 a z ptedchoziho
—
I3

vzorce dostdvame P = 5
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Zbyvi jesté odvodit vztahy, kterymi je uréen tvar stfedni roviny deformo-
vané desky.

Rovnice priahybové plochy vnitini plastické ¢asti desky vyplyvad z prvého
vztahu (5,13), do kterého dosadime za k, vyraz (5,15):

11 dw o, 7
T = I8 g 1. 5,31
P po 3Gy sin ((u + 6) (5,31)

3
Za y je dosazena prva aproximace (5,24): y = hy, (2)2 Prva a druhé aproxi-

T T TR SERTR T 7
mace a ziejmé i pFesné fefeni funkce w je blizké hodnoté 3 Argument (w -+ n

je tedy v okoli 90° a my mizeme poloZiti

gin (m -+ Z) =1
6

Dosadime-li tyto vztahy do rovnice (5,31), dostaneme po jejim feeni a splnéni
okrajové podminky, %Ze pro x = x, je w = w,, vztah (3,9). Jestlize v8echna
vnéjsi vlakna budou plastickd, musi byt prox = 1, w = 0. To je opét okrajova
podminka, pro rovnici (5,31) a jejim FeSenim dostavame vztah (3,11).

Ve vnéjsi pruiné ¢asti desky je rovnice prihybové plochy dana vztahem
(5,1), ve kterém konstanty C, az C, jsou dany vyrazy (5,28). Po jejich dosazeni
dostavame vztah (3,10).

Narozhrani mezi pruznou a plastickou oblastf je velikost prihybu w/, -, = w.
a jeji hodnota plyne z (3,10), dosadime-li za « hodnotu z..

6. POROVNANI PRESNOSTI RESENT

Presnéjsi prabéh hledanych funkei w a # bychom dostali vypoétenim
dalsich aproximaci.

Obecné (n + 1) aproximaci w a 5 stanovime integrovanim v rovnicich

sin w,

Nmat = My SID ((1),,, -+ ;E) exp ]/3 f — de, (6,1)

e sin (wn -+ g)

0
72 [2]/’/3 cotg (a)n -+ g) — l] $in w, + 3(sin w,, — P)

2 1. ¢ 2 e L _ gl i
. {7}n+1 [ 2 cotg (a)" }+ ())J ‘3} sin (a)n —+- 6)

kdyz za w, a n, dosadime predchozi aproximaci.

d@ 3 (()3)

Wyiq =



ProtoZe funkce za integralem jsou konetné a v dané oblasti proménné
i spojité, dd se na zakladé véty o existenci FeSeni dokazat, Ze
Iimew, =, limy,=7n.
N300 R CO
0d druhé aproximace pocdinaje musime vypodet provadét numericky. Na
Hselném pitkladé bude ukazdno, ze aproximace konverguji dostatedné rychle
a 7e prakticky vystac¢ime s prvnim priblizenim v wzavieném tvaru.
Porovnani prresnosti eSeni bylo provedeno na piipadé desky tychz rozméri
a téhoz zatizeni, jako v odstavei 4. _
V nasledujici tabulce jsou uvedeny hodnoty nulté, prvé a druhé aproximace w
a prvé a druhé aproximace 1.
Pro posouzeni konvergence jednotlivych aproximaci jsou téZ uvedeny
rozdily A, = w; — wy, Aw, = w, — wy, Any = 5, — n;. Nultd aproximace
» (wy) je v celém oboru proménné = konstantni

wo == 1,0472,

x @y W, I g Aw, Aw, Ay
| |
0,36788 1,0472 | 1,0472 | 0,200 | 0,200 |  0,0000 | 0,0000 0
0,38674 | 1,041 1,0442 | 0215 | 0,215 | —0,003L | 0,0001 0
0,40657 10413 | 1,0414 0,232 | 0,282 | —0,0059 | 0,0001 0
0,42741 1,0385 1,0388 | 0,250 0,250 | —0,0086 | 0,0002 0
0,44933 1,0358 | 1,0863 | 0,269 | 0,269 | —0,0114 | 0,0005 0
0,47237 1,0333 1,0341 | 0,291 | 0,291 | —0,0139 | 0,0008 0
[ 0,49659 1,0310 1,032L | 0313 | 0,313 | —0,0162 | 0,0011 0
s 0,52205 1,0290 1,0304 0,337 0,337 | —0,0182 | 0,0014 0
| 0,54881 1,0272 1.0288 0,364 0,364 | —90,0199 | 0,0015 0
i 0,57695 1,0255 1,0276 | 0,391 0,891 | —0,0217 | 0,002l 0
| 0,60653 | 1,0244 | 1,0267 | 0421 | 0421 | —0,0237 | 0,002 0
| 0,63763 | 1,0234 | 1,0262 | 0456 | 0,454 | 00248 | 00028 | - 0,002
| 0,67082 1,0233 1,0262 0,492 0,489 | —0,0239 i 0,0029 —0,003
i 0,70469 1.0234 1,0266 0,528 0,525 | —0,0238 | 0,0033 —0,004
| 0.74082 1,0242 1,0277 0,578 | 0,566 | —0,0230 | 0,0035 | —0,006 |
| 0,77880 1,0261 1,0295 | 0,617 | 0,610 | —0,0211 | 00034 | —0,007
| 081873 | 1,0278 1,0322 | 0,663 | 0,636 | —0,0184 | 00034 | —0,007
[ 0,86071 1,0326 1,0359 | 0,717 | 0,708 | —0,0145 | 0,0032 | —0,009
0,90484 1,0382 1,0411 0,771 0,762 | —0,0089 | 0,0027 —0,009
10,95123 1,0455 1,0481 0,833 0,82] —0,0027 | 0,0026 —0,012
|1 1,0551 10575 | 0,897 | 0885 | +0,0079 | 0,0024 | —0,012
| i ! \ !
7. ZAVER

Ciselny vypodet ukazal, %e prva aproximace Felenf rovnic pruzné-plastické
rovnovahy dava vysledky pro praxi dostateéné piesné. Tim bylo moZno
uréiti prabéh obou slozek ohybového momentu, pribéh rozhranf mezi pruznou
a plastickou oblasti a tvar prihybové plochy v uzavieném tvaru. Diagram 3,1
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umoziiuje posouditi vyuZiti materidlu desky. Vidime, Ze u desek s malym
" . b . -
stfednim otvorem, tj. s malou hodnotou p nastane sice brzy plasticky stav,

aviak zatiZeni muZeme nékolikrat zveétiit, nez piejde celd deska do plastického
stavu. Z diagramu dédle plyne, Ze u desky, kterd je celd plasticka, je velikost

. . . e, b
redukovaného zatiZeni konstantni a nezdvisla na hodnoté —.
a
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Pezwowme

ROJNBLEBAS HITACTUHRA
B VIIPVTO-IIJIACTUUYECKOM COCTOSIHUNI

" fAH JIBOPJKAK (Jan Dvoiak)
(Iloerynnno B pegannmio 19/11 1958 r.)

B craree npuBommTcH pacuer HATPHAMKCHHOCTH M AeQOPMALME KOJBHEBOI
IIACTHHKH, ¢ OJHOIO Kpal ¢BOOOIHO ONMpamIedcs, a ¢ JLpyroro Harpy-
JKEHHOW PaBHOMEpIIO pacupefenenton cwioi. [Ipegmomaracres, qro HaacTHHKa
MBrOTOBJIEHA M3 W3OTPOIHOTO MATEPHAJIA, KOTOPHIH B IIJTACTHYECKOM COCTOSIHIN
¢ TIOAHAeTCsl YIPOYHEHMO. Y eI0BHe Ladcruunoctd pauno ramnoresoil Huber-
Mises-Hencky.

YpaBHcHus yupyro-jlacTUuecKoTo PaBHOBECHS PEINAOTCH LUPUO/IHGKCHIBIM
MeTogoM. Ha BraEeINTeIBHOM HIpHMepe 1I0KA3aH0, UTO Y3Ke Heproe Hpubmsie-
HYC FACT JOCTATOYHO TOYHHI® PC3YIBTATHL. JTO JACT BOBMOIKHOCTH YCTAUOBUTD
rpadMKRy MCKOMBIX BeJVHAH (M3rnGaioliiue MOMELTEL, NPOrHD, IPATHIY MERLY
yOpyroi u IIacTUYecKOl 06IacThio) B 3aKPLITOM BIJE.
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Zusammenfassung
KREISRINGPLATTE IN ELASTISCH-PLASTISCHEM ZUSTANDE

JAN DvoRAK
(Bingegangen am 19. Februar 1958.)

Die Losung des Spannungszustandes an einem Rande frei gestiitzter, am
anderen durch gleichmissig verteilte Kraft belasteter Kreisringplatte. s wird
ein isotroper Werkstoff, der in plastischem Zustande keine Verfestigung auf-
weist, vorausgesetzt. Die Plastizititsbedingung wird mit der Hypothese von
Huber-Mises-Hencky gegeben.

Die Gleichungen des elastisch-plastischen Gleichgewichts werden mit dem
Naherungsverfahren gelost. An einem numerischen Beispiel wird gezeigt,
dass bereits die erste Naherung zufriedenstellend genaue Ergebmisse gibt.
Auf diese Weise besteht die Moglichkeit die Verliufe gesuchter Grossen
(Biegungsmomente, Durchbiegung, Grenze zwischen der elastischen und der
plastischen Zone) in geschlossener Form zu bestimmen.
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