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SVAZEK 4 (1959) APLIKACE MATEMATIKY CisLO 3

NAHODOVE DIFERENCIALNI ROVNICE
Diskusni piispévek
Tvo BABUSKA

Znadtnd &ist problému fysiky a techniky je tGzce spjata s diferencialnimi
a integralnimi rovnicerni matematické fysiky. Dulezitou roli zde hraje
zvla§té teorie fenomenologicka. Okrajové nebo pocateéni podminky vystihuji
piitom jisté fysikdini vatahy a veli¢iny; v rovnicich vystupujici koeficienty
maji také jasny fysikalné fenomenologicky smysl a vyznam.

Uvedme jako ptiklad nestacionarni problém vedeni
tepla. Pro jednoduchost méjme na mysli jednodi-
mensionalni problém, ktery si picdstavme tak, Ze

vznikl pii studiu prateplivosti zdi. (Viz obr. 1.) Na T
M v . . . v, . i
strané A méjme jako ckrajovou podminku predepsan i
ra 1] ’”W

pribéh teploty 7'y(t), na strand B prabéh 7'(2). Ozna- L3 {1l
dme-li nyni 4 koeficient vodivosti, ¢ specifické teplo, “

A
e

y specifickon hmotu, dostaneme na ziklade Fourie
rovy fenomenologické teorie diferenciilni rovniei

0
(4
P ‘\}. (1y 1
s okrajovymi podminkami
T, 1) = Tot), T, 1) = 7)) ey

a potiatedni podminkou

/P(R', 0) = 0 .

Studujme nynf blize odvozenou rovaied, jeji okra- Chi. 1.
jové a podatedni podminky. Kocficient vodivosti 4 je
fysikdlni fenomenologicky koeficient (rozmér ecal/"C em see). Jeho hodnoty
jsou uvedeny ve viech tabulkach.

Polozme si nynf otdzku, co vyjadiuje tento koeficient udivany v tabul-
kdch. Pfi kazdém méient dochdzi piece k rozptylu vysledki. Tento rozptyl
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NV,

pak nenf zpiisoben jen moé¥ieimi chybami, ale i vlastnostmi materidlu. Hodnota
uddvanid v tabulkich je tedy asi sttedni hodnotou. Povaiuji za zdkladni
nedostatek, %e v tabulkdch neni soucasné uvadén i rozptyl. Jako ilustraci
uvedu histogram detnosti pevnosti betonu pii stavbe¢ ocelarny v Port Talbot.
(Obr. 2,)H)

Tabulka?) 3)

Teplotni vodivost

50 Petrograficks }
slozeni $tiérku “ betonu m/hod. !
i
- - :
60 kifemen 0,00539 K
vapenece 0,00474
dolomit, 0,60465
50 ! Fula 0,00400
ryolit 0,00325 1,
todié 0,00297 “
4 I

Cetnost vysledkd
s
<

36t Gaussowz diro Pevnost ma sice jiny vy-
Cetnosti v .. .
N znam ne7 koeficient vodi-

20 vosti, ale principidlné jde
o stejné méreni fenomeno-
logické fysikalni velidiny.
O rozptylu hodnot kocfi-

10

/ cientu tepelné vodivosti i
* e ‘ - Q v v . 4 7
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o v re kterye
30t na ée paec daji o mezich, ve kterych

o 1 , L se nalézia. Uvedu tabulku.
Obr. 2. Histogram pevnosti v tlaku betonu 1: 6 mide-

ného objemu v omichackach s nepietrzitym chodem, P()d()b“y V}"Z’lﬂm a smysl
Pocet zkousek o~ 1048, (Stavba ocelaren v Port
Talbot -~ J. TCE 1950.)

mé i koeficient specifického
tepla a specifické hmoty.

Koeficienty mizeme casto velmi dobie povazovat za ndhodné velidiny. Pri-
tom tyto koeficienty budou nahodnymi funkcemi v zavislosti na argumentu,
Jde tedy o stochasticky proces. Poznamenejme jeste, %e stochasticky charakter
zabrnuje kazdd tenomenologickd teorie jestdé v jinédm smyslu. Je to patrno
nejlépe v nafem piipadé ze zndmé statické teorie. Pripomeiime si jeSté, Ze
stejny tvar jako rovnice (1) mé i rovnice Kolmogorova. Je patrno, ze i kdyz
se v rovnici (1) uziva diferencialnfho tvarn Fourierova zikona, je tieba ji
prakticky chapat vlastné diferenéné. Nelze jiti do prilis malych rozméra.

1) Pacet zkousek 1049, Journal of the Institution of civil Engineors London, (1950).

2) Teplotni vodivosti nazyvame soucinitel A2 =
ey

3y Podle J. Stroka Technologia betonu, Bratislava 1954,
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Zatim jsme se zabyvali pouze rovnici a jejimi koecficienty. V&imnéme si
nyn{ okrajovych podminck. Z fysikdlnich diivodn fasto plyne, Ze jsou ifunkee
To(t) a T'y(t) ndhodnymi funkeemi. Pro urditost si predstavme, ze 7',(f) je vndjsi
teplota ovzdusi (pocasi). Na obr. 3 je vyznadena kiivka detnosti pramérnych
dennich teplot za 200 let.?) Problém je tedy problém ndhodové diferencidlni
rovnice s nahodovymi okrajovymi podminkami. Lize otekiavat, Ze feSeni bude
také ndhodovou funkei a za urdéitych predpokladit bude s dostatetnou pfesnosti
hodnota stfedni FeSeni rovna Fefeni, ke kterému dospéjeme, Fesime-li rovnici

5% . .
10
5 —
,f
0% T < —_—
20 =10 4] 10 40
Obr. 3. Cetnost dennich priméri teploty (7 + 14 4 21) : 3 v %, — v roénich dobdch a v roce.

j..oojaro, 1o 16to, p ... podziny, z ... zima, v ... rok

tak, Ze za koeficienty a okrajové hodnoty vezmeme stiedni hodnoty. Dosavadni
vypodty tedy, vychazime-li ze st¥ednich hodnot, smétuji ve vétding piipadi ke
stitedni hodnoté. Je tieba viak zdaraznit, 7e i pFesné vyteseni rovnice vede ve
vetsing pripadi pouze k pribliznému urdeni sttedni hodnoty ndhodového tFedeni.

Na zdklade dosazenych vysledki, vypodtenych hodnot — v nasem piipadé
teploty v dandm ¢ase a misté — provadi se urtité zavéry. V ptiznivém piipadé
jsme vyechdzejice ze stiednich hodnot, vypocetli stredni hodnoty. Je viak
zaver vychazejiei zo sttednich hodnot opravnény (nenftieba vychazet napt. ze
zavéra o extremnich hoduotach)? Vypocet providime proto, abychom uéinifi
zaviéry — nejde picee o vypodet samotdelny; je tedy opravnéna nékdy jedno-
strannd péte jdouel do znadnych detailt o plesnost vysledku (odbhad chyby
metody, chyby zaokrouhlovaci atp.) v tom smyslu, Ze nam tato piesnost
umoznf provést spolehlivéjsi zavéry? Je pro zvySeni spolehlivosti zavéri (ni-
koliv dosazenychnumerickyeh vysledki, v nasem pifpadé hodnot feseni diferen-
cialnf rovnice) nejspravndjsi cestou maximalni (silf o co nejpiesnejéi vyiesent
dané diferencialni rovnice resp. co nejpiresnéjsi odhad chyby apod.? Neni
pravé tak dillezité, jako odhad rozdilu mezi presnym (tj. pfesnym, teoreticky
Fedenim matematické diferencidIni rovnice) a piibliznym Fesenim (tj. pribliz-

4y Podle dr. J. HravACu.
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nym ve sroviani s feSenfm dané diferencidlnf rovnice), odhadnout i dispersi
dosazenyeh vysledk@? Nent tieba chapat plesnost v Sirsim smyslu jako rozdil
Fefeni ve srovnani se skuteénosti (v nalezitém smyslu)? Potom presnost, ktera
vyjadiuje rozdil priblizného a plesného feseni dané diferencidlni rovnice je
pouze specidlni ¢asti tohoto problému.

V jakém pomcra k témto myslenkim je vyvoj dneini matematiky, ktery
sméiuje ke stdle vesi presnosti; co je to aplikovand matematika (existuje-li
vitbec) a co jsou to matematické aplikace?

Tyto myslenky, tiebaze ohrani¢ensho rizu, souvisi, podle mého nizoru,
velmi tizee s touto diskusi. Pokusim se na nékteré tyto my$lenky odpovidst.
Matemalickd aplikace je podle mého nazoru feseni fysikalniho nebo technického
problému matematickou cestou, pridemz matematika zde hraje roli vyznamnou,
co do metody zakladni, co do cile viak pomocnou. Hlavni je a musi byt co nej-
spolehlivejsi pozndni a studinm daného technického nebo fysikalniho jevn,
piidem? se musi matematika v tomto piipadé podiidit tomuto Gcelu. Tak napi.
je tfeba chapat pojem chyby (se viemi dusledky) nikoliv jako rozdil mezi
feSenim dané diferencialni rovnice a Felenim numerickym, ale jako rozdil
(samoziejmé ve vhodném smyslu) mezi dosazenym feSenim a skutednosti.
Celd matematicka cesta musi byt v tomto pipadé podiizena zakladnimu cili,
co nejspolehlivéjiimu technickému nebo fysikalnimu zavéru dosazenému na
zaklad¢ matematickych Gvah. Tim musi byt ovliviéna matematicka formulace
problému, metoda FeSeni, presnost matematického Fesend, otazka podtu dese-
tinnych mist apod. Tak napi. povaiuji na nejspravodjsi, aby pti numerickém
feden{ byl pomér chyby mezi skuteénosti a danou diferencialni rovnici, rozdil
mezi pesnym a piibliznym FeSenim této rovnice a vliv zaokrouhlovacich chyb
ve spravném poméru, pricem? vzhledem k pracnosti je tieba se omezit ve vy-
pottu na minimaini mira presnosti, umoziiujici jeSté spolehlivy zavér. Tak
nemd zfejmé cenu poditat s pozadovanou presnosti vysledku na 5 desetinnych
mist, kdyz rozptyl Fedeni (jako nahodova funkee) vlivem velké disperse v poda-
teénich a okrajovych podminkich a fenomenologickych koeficientech je veli-
kosti jednotek. Nesouhlasim s nékdy vyslovovanym minénim. vyZadujicim
jednostrannou matematickou piesnost bez ohledu na ptesnost celkovou. Jsem
piesvédien, 7e tato celkovd presnost je pravé tak véel matematika pracuji-
ctho v matematickych aplikacich jako pfesnost v ivahdch ryze matematickych;
je zde oviem tieba Gzké spoluprice s fysikem nebo technikem. Je tfeba si
viak dobfe také uvédomiti rozdil mezi presnosti v tom smyslu. jak jsem se
o ni zminil a presnosti pojmovou. Domnivam se, Ze jen maximalni pojmovi
presnost jak v ddsti matematické tak nematematické, presné nviédomdni,
které ivahy jsou zcela logicky piesné a bezesporné a které maji ndzorny cha-
rakter, které tvahy jsou matematické a které techiické neb fysikilni, jen
takova pojmovi presnost ve viech ctapich Feleni mize zarudit dobrou pres-
nost celkovou.



Aplikovand matematike jsou podle mého ndzoru matematické metody a cesty
k tomu, aby co nejlépe mohly byt vyfeSeny dané technické a fysikalni pro-
blémy. Vzhledem k tomu, Ze tyto matematické metody jsou spoletné faue
problémi matematickych aplikaci, jednd se v aplikované matematice o hledanf
metod v abstraktnim tvaru, bez ohledu na problém matematickych aplikaci.
Cilem je zde napt. vyfesit diferencidlni rovnici (nikoliv néjaky fysikalni pro-
blém). Na tomto mist¢ bych chtél jesté zdlraznit, Ze vyvoj] matematiky ke
stale vEt8i pojmové presnosti zcela odpovida snaze po maximalnim pozndni
matematickych metod a cest. Jest to tim dileZitejsi, ze fada velmi moenych
matematickyech metod, velmi 1¢inné aplikovatelnych pii studiu technickyceh
nebo fysikalnich problémi ztratila onu fysikilni nazornost, kterou méla mate-
matika pied 50 lety. Nazorové hledisko muze dnes pfi nedostatetné opatrnosti
byti pfi¢inou docileni zeela chybnyeh vysledki.

Vzhledem k tomu, %e dnes celd matematika ddvd ve v&tsl nebo menst mite
tyto metody aplikované matematiky, nelze v presném smyslu jakymkoliv
zptsobem polozit délitko mezi tzv. Sistou a aplikovanou matematikn. Prakticky
viak se pokladaji za aplikovanou matematiku ty partie matematiky, které se
vice nebo méné bezprostiedné zabyvaji metodami piimo uzitelnymi v mate-
matickych aplikacich. Je podle mého minéni tikolem matematik{l, aby rozpra-
covavali tyto metody aplikované matematiky, vsimali si novych podnétin
a otazek vyskytujicich se v technice a fysice. Povazuji za vysoce Zadouci, aby
matematik pracujici v oboru aplikované matematiky studoval nejen problémy
a latku matematickou, ale i technickou a fysikalni a z ni bral a ziskaval nové
podnéty.®) Znahodnélé diferencialni rovnice, o nichZ jsem se zminil na zacatku
tohoto piispévku, mi pripadaji jako specialnf ¢ast problematiky statistickych
metod jedna ze zakladnich partii aplikované matematiky (v tom smysly,
jak jsem se o tom zminil) a to 1 v tom piipadé, ze je dodnes velmi malo vysledki
z tohoto oboru. :

Zminim se nyui podrobnéji o otdzkach souvisicich s nahedilymi okrajovymi
podminkami. Pro uréitost budu mit na mysh feeni Dirichletova problému
pro Laplaceovu rovnici s nahodilymi krajovymi podminkami. Prvnim tkolem
je nyni definice nahodného Feseni. Tato otdzka neni tak jednoduchd, jak se
na prvni pohled zda. Je zde fada moznych definie, podobné jako pii integralu
z nahodové funkee. Je problémem, kterd z téchto definic je nejvhodnéjsi z hle-
diska aplikaci matematiky (v riznych technickyceh problémech muZe byt
nejvhodnéjsi definice rtzna), k jakym dojdeme vysledkim, s kterou definici
budeme nejlépe pracovat. Tyto otizky zde nemohu rozvadét. Poloime si
spise otdzku, jaké vlastnosti ma mit toto ndhodové Feseni. Bylo by jisté velice
zadouci, kdyby Feseni vypodtené pro stiedni hodnoty okrajovyeh podminek

5) Mo#nd, %Zc¢ by nebylo nevhodné diskutovat na strdnkach tohoto éasopisu o téchto
otazkach.
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bylo stiedni hodnotou ndhodového feSeni. Dile pak, kdyby z korelaéni funkce
nahodovych Feseni bylo mozno uréit koreladni funkei fedeni. Tim sice nemame
uréenu distribudni funkei ptesné, ale zname v tomto piipadé korelaéni funkei.
V piipadé, Ze okrajové podminky budou Gaussovym stochastickym procesem,
bude i nahodové Feseni Gaussovym procesem a koreladni funkee ndm v tomto
pripadé popisuje aplnd piesné tento proces.®) Podobné vzniks otdzka pii na-
hodnych pravych strandch rovnice apod. a to jak pro rovnice diferencidlni
parcialni, tak i obyéejné, pifpadné i integralni,

Matematicky zde vznikd fada zajimavych problémn, pokud vim nefefenych;
jsou to tlohy extremalni, Glohy funkecionalni apod. Tak napi. v teorii linear-
nich operatord je podrobné rozpracovana teorie Fredholmovych rovnic

(d-Ap=1.

Je fada dalezitych technickych problémi, kde A je ndhodovy operator. (Opera-
tor vyjadiujici vlastnosti materialu apod.) Podobnych matematickych problé-
mi, podle mého minéni problému zikladni dilezitosti, existuje celd rada,
rozhlédneme-li se jen po ruznych technickych a fysikalnich problémech a po-
drobné je rozanalysujeme.

Na zavér bych chtél zdaraznit sviij nazor, ze statistické (pravdépodobnostni)
pojeti rovnic matematické fysiky je jednou 7z metod aplikované matematiky,
ktera si zaslouzi pozornosti.

8) Podrobnéji se budu témito otdzkami zabyvat ve specidlni praci.
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