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SVAZEK 4 (1959) APLIKACE MATEMATIKY ClsLo 4

CLANKY

FUNDAMENTALNI PRINCIPY MECHANIKY A JEJICH
EKVIVALENCE

FranTISEK NoZICkA DT: 531.01
(Doslo dne 10. bFezna 1958.)

V priei se odvozuji fandamentélni pohybové rovnice soustavy hmot-
nych bod@ podrobenych holonomnim vazbam cestou geometrické in-
terpretace a metodou tensorového poétu za striktni formulace pied-
pokladii. Riiznymi vhodnymi prepisy téchto fundamentélnich rovnie
se dochazi ke zndmym diferencidlnim principim mechaniky a pro-
kazuje se jejich vzajemnd ekvivalence.

Klasicka mechanika opirajici se o Newtonovy zakony je velmi propracovanou
disciplinou teoretické fysiky a je zachycena v ¥adé encyklopedickych praci,
ubebnicové literatui'e, monografiich, soubornych &lancich a specialnich védee-
kych publikacich. Principy mechaniky jsou v této literatute uvadény a dokazo-
vany riznym zpusobem.

Utelem tohoto &lanku je odvozeni fundamentdlnich pohybovjch rovnic pro
soustavw himotngeh bodd, podrobenijch holonommnim vazbdm cestou vhodné geome-
trické interpretace, ddle odvodit nejzndmdéjsi prepisy téchto pohybovych
rovnic a prokazat jejich ekvivalenci ve smyslu v praci uvedeném. UZivi se
piitom metody tensorového poctu, tj. téZe metody, s kterou se napt. pracuje
v teorii relativity. Clanek je tedy té% ukizkou, jak Ize vyu#it tensorového podtu
v klasické dynamice a étenaf, obeznamen s timto postupem v klasické mechia-
nice, seznim{ se pak velmi snadno s pracovni metodou ve specidlni i obecné
teorii relativity.

Autor se omezuje v élanku pouze na diferencidlni principy dynamiky sou-
stav hmotnych bodt pro pifpad holonomnich vazeb. Je velmi snadné pouzit
analogického postupu pro pripad tzv. anholonomnich vazeb, Po tvodnim od-
stavei 1, v némz jsou citovana ta nejzakladnéjsi data z teorie m-rozmérnych
variet v n-rozmérném euklidovském prostoru, vyslovuje se v odstavei 2 za-
kladni fysikdlni prineip (axiomatického charakteru), ktery je v podstaté
’Alembertovym ziakonem ve slovni formulaci. Na basi tohoto principu se odvo-
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zuji fundamentalni pohybové rovnice (2, 15) pro soustavu hmotnych bodi
o daném podtu stupiilt volnosti, jejichz rizné ekvivalentni prepisy jsou disku-
tovany v odstavei 3 (d’Alembertiiv princip, Lagrangeovy rovnice I. a II.
druhu, Gaussiv prineip, Hamiltonovy kanonické rovnice).

Autor se vyhyba dusledné nckterym obvykle uZivanym pojmam (jako
virtudlni posuv, neopravnéné pouzivany pojem variace, variované cesty,
virtualni price, nekonedéné malé veli¢iny aj.), které nejsou ani ryze matema-
tické ani ryze fysikalni a jejichZ tdelnost pro dosazeni vytéeného cile je po-
chybna.

1. NEKTERE POIMY Z GEOMETRIE m-ROZMERNYCH REGULARNICH
VARIET v n-ROZMERNEM EUKLIDOVSKEM PROSTORU

Necht z* (4 = 1, ..., n) jsou pravoiihlé kartézské soufadnice v n-rozmér-
ném cuklidovském prostoru #,. Budiz ddno n realnych funkei 2*(n*) (4 = 1, ...
..., n) m realnych proménnych 5 (@ = 1, ...,m), pritem# 1 < m < n. Pied-
poklidejme:

(I) 2*(y*) maji spojité parcialni derivace aspont druhého ¥adu v oblasti O
proménnych #) ‘

(IT) Matice z elementt

B4 =G (1,1)
tj. matice
BIB} ..... 4
ByB: ..... 4 (1.2)
BLB..... B,

ma v kazdém bodé #* ¢ 0?) hodnost m.
Potom fikame, Ze rovnicemi

xt = WA(’?“) ’ A= 1: RPN (2 (1’3)

je v E, parametricky popsdna m-rozmérnd reguldrné varieta druhé t¥idy. Pro-

ménné (e = 1, ..., m) nazyvadme parametry, oblast O pak definiénim oborem

této variety. '
Varietu s popisem (1,3) budeme v daldfm oznacovat symbolem V,,.

1) O je m-rozmérné oblast v linedrnim prostoru E,, o pravouhlych kartézskych soufad-
nicich 2@ (@ = 1, ..., m).

2) Misto ,,bod o soutadnicich 92 (@ == 1, ..., m) v 0" fikdme struénéji ,,bod n¢ ¢ 0.
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Budiz 7 € 0. Potom rovnicemi
0

x4 = a4 (nY, 5% .., 9%, 0 0t L ™) (1,4)
0 Q (] 0 0
je popsédna v E, reguldrni kiivka druhé t#idy3), kterd pati¥i k varieté V,, a kterd

prochazi bodem x4 == w4(s2) variety V,,. Tuto kiivku nazyvame parametrickou
0 0
no-kftvkou (a ¢ 1, ..., m) prochizejici bodem z4 = a4(y?) variety V,. Veli¢ina
0 0
B4 7z definitnich rovnic (1,1) v bodé #n* jest teénym vektorem parametrické
a N 3
0

ne-kiivky v tomto bodé (jak je z (1,4) zirejmé). Kazdym bodem »* ¢ O prochazi
tedy m parametrickych kiivek o teénych vektorech 5% a = 1, ..., m v tomto
bodé. Z predpokladu (TIT) vyplyva, e vektory B, B ..., B2 jsou nezivislé
v kazdém bod€ 5% e O a definuji tedy v kaidém takovém bod$ variety V,,
urdity m-rozmérny linedrni podprostor TE, prostoru £,, ktery nazyvime
tecngjm prostorem variety V... k

Necht g, (4, B =1, ..., n) je tzv. metricky tensor prostoru &,, tj. systém
velitin takto definovanych
1 pro A=20H,
RN pro += 0.

Potom progm metrickym tensorem variety V,, nazyvame soubor elementt

%, . pApC

*gab - Ba-BbgA(T H (1>5)
kde s&itdme ve smyslu Einsteinovy konvence pfes indexy 4, €' od jedné do .
Této Kinsteinovy konvence se budeme v celém daliim textu vidy pfidizovat.
Z ptedpokladu (II) plyne snadno, %e tensor *g,, (ktery je zfejmé tensorem
symetrickym), je positivné definitni, tj. *¢,,y*y® > 0 pro kazdou m-tici (¢, 2, ...

m
..., y™), pro kterou > (y)2 > 0. Za téchto okolnosti jsou systémem rovnic
a=1

Heetg, = 62’( =t (1,6)

PTONOproa % b
jednoznadné definovany veli¢iny *g*c(a,c = 1, ..., m). Soubor téchto velidin
se nazyva kontragredientnim tensorem k tensoru *g,,. Tensor *ge* je rovnéz
symetricky, tj. *get = *gba,

Podobné jako u plochy v E; definujeme elementy
¢ 1, o , n
{ab} =5 ¥ 0 Yoy + ¥ aa — 0a¥Ga)?) (1,6)
jejichz soubor nazyvame metrickow konext variety V,,.

%) Tj. regulérni k¥ivka druhé t¥idy v E, ve smyslu Gaussovy definice.

4 o
) Da*gdb =T *gdb .




Definujme vektor 7', systémem rovnic
BT, =0, a=1,...,m. (1,7)

% naSeho piedpokladu (IT) a ze zndmé véty z linedrni algebry plyne, Ze vidy
existuje (v kazdém bod$ variety V,) n — m linedrné nezavislych vektori
T,(=1...,n—m), které jsou feSenim rovnic (1,7) a Ze kazdé TeSeni

T, rovnic (1, 7) lze psat jako linedrni kombinaci vektora 7', tj.
n-m

T,=Sply (A=1,..,n), (1,8)

$=1 353
kde p jsou koeficienty této linedrni kombinace.
$§
Definujme v E, vektory
NA = g4BT,5) (1,9)

Vektory N4, s=1,...,n —m jsou v kazdém bodé variety V, nezavislé
8

a definuji tedy v kazdém tomto bodé urdity linedrni podprostor MK, . (di-
mense n — m) prostoru K,, ktery nazyvime normdinim prostorem variety V,,
v uvazovaném jejim bods.
Z (1,9), (1,7) plyne :
gucBINC =0, s=1,....,n —m, (1,10)

tj. vektory NA(e =1,...,n —m) jsou kolmé k vektortm Bi(a — 1, ..., m)
v bodé v&mety Vm, tj. kazdy vektor NA je kolmy k teénému prostoru TE,,,
v bod¢ variety 1/,,. Odtud a z pi edchnznho plyne, Ze téz kazdy vektor

NAEE/LNA (1,11)
s=lss
je v uvazovaném bodé kolmy k teénému linedrnimu prostoru ,. Neni na
djmu obecnosti, jestlize vektory NA budeme volit tak, aby byly splnény
podminky¢)
GapNANB =4, (s,r=1,...,n—m), (1,12)

coz je ekvivalentni s pfedpokladem, Ze vektory N4 (s = 1,...,n — m) jsou

jednotkové a vzajemné kolmé.

%) Slozky vektord N4 jsou v témZe systému soutadném numericky tytéZ jako slozky
s .
vektoru T, (zde jo opét g8 = <

8

lprod =R
Opro A + B
lpros =r,

8 -

) O = <Opros4:r.
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Libovolny vektor U4 v bodé z4 variety V,, mlZeme pak psit jako linedrni
kombinaci vektord Bi(¢ = 1,...,1), N4(s = 1,...,n — m); tedy
8

U4 = BAys Jr’iz rN4 |

s=1s38

kde 2, r jsou koeficienty pifsluiné linedrni kombinace.
s

Pfi pevnych indexech «, b lze té% vektor

8,4 = - B

end e -

psét jako linedrni kombinaci vektora BZ, N4 v uvaZovaném bod$ variety
Vs 4. ’

) A ¢ p4d T
OBy = A By — z hgaNA .
s=13s s
Z diferencidlni geometrie je znamo, Ze pro koeficienty AS,, by, této linedrni
=3 J H ! ab
kombinace plati ¢

Ao = {a/cb} » Py = — NUEDY) gac » (1,13)
tj. plati formule
4 ¢ 4 _-” -m ” .
0,B1 — {a,} B -S04 (1,14)

Tato formule se nazyvé Gaussovou formuli pro varietu V,, v E,.

Definujme jesté elementy BY takto:

a A a 1 pro a="o
= — =1, ...
'BA'Bb a], ((31) 0 PI'() a :*; b aab B ;m;
BN =0, s=1,...,n —m. (1,15)

D4 se snadno ukazat, Ze elementy BY jsou rovnicemi (1,15) jednoznaéné
definovany a Ze vyhovuji nasledujicim relacim:

Bft == gACBlCz:*gba H (13]6)u
n-m
BYBE = 05 — > T,N¢. (1,16),
=1 8 s

Pojmy a relace, které jsme v predchozim uvedli z teorie m-rozmérnych
reguldrnich variet v ¥,, budou 1delné pro dalsi nafe teoreticko-fysikalni
Gvahy. Pritom jsme vychazeli z pfedpokladu, Ze varieta je dana parametric-
kym popisem (1,3). Vedle parametrického popisu m-rozmérné variety bude
pro dals$i naSe uvahy Gdelné uvést tzv. implicitni definici reguldrni m-roz-
mérné variety v H,. ’



Budiz ddno n — m (1 <n — m << n) funkef

), s=1,...,n —m,

s

o nich? budeme predpokladat:

(1) F (x4 (s =1,...,n — m) jsou definovany v urditém okoli U(z4) bodu
x4 e Ez a majl v tomto okoli spojité parcidlni derivace podle svych arogumentﬁ
I(;fA(A =1, ..., n) aspoil druhého ¥adu. A

(2) Jest F(z4) =0pros=1,...,n — m.
s 0 .
(3) Matice

or or OF
1 1 1
oxt ox? dxn
oF ¢oF oF
2 2 2
oxt dx? oxm (1,17)
oF oF c I
n-m n_m n - m
oxt  ox? oxn

ma v bodé x4 maximalni moZnou hodnost, tj. n — m.
0

Za téchto predpokladt fikdme, Ze systémem rovnie

Faty=0, s=1,..,n—m - (1,18)

8
je implicitné — v okoll bodu z4 ¢ B, — definovana regularni varieta drubé
0
ttidy (Mongeova definice).

Ze znamé véty z teorie implicitnich funkei a z pfedchozich nagich ptedpo-
klada (1), (2), (3) vyplyva, Ze z rovnic (1,18) muzeme (lokdlng — v dostatednd
malém okoli bodu z4) vypoéitat n — m neznamych x, jakoito funkee zbyva-

0
jicich m proménnych x. Neni na {jmu obecnosti, jestlize piedpokladdme, Ze
determinant (n — m)-tého stupné utvofeny z poslednich n — m sloupet
matice (1,17) je od nuly razny. Potom mtzeme (lokalné -— v dostatedné malém
okoli bodu x4) teoreticky misto systému (1,18) psat ekvivalentni systém rovnic
0

amtl = gyl
Tt = (gl L am) |

(1,19)

Ptimyslime-li k systému rovnic (1,19) identity a4 = x4(A4A = 1, ..., m), potom
je zfejmé, Ze rovnice (1,19) spolu s uvedenymi identitami jsou lokélnim special-
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nim parametrickym popisem téZe m-rozmérné variety, kterd je implicitné
popséna relacemi (1,18). Ze shora citované véty plyne téz ihned, Ze varieta
popsana relacemi (1,19) jest reguldrni m-rozmérnou varietou druhé t¥idy
ve smyslu difve uvedené parametrické definice.

Z predchoziho je evidentni, ze v piipadé, kdy jde o m rozmérnou varietu
v E, implicitné popsanou rovnicemi (1,18) p¥i platnosti predpokladt (1), (2),
(3) o funkeich F(a1), je mozné vzdy myslet si pro takovouto varietu jeji spe-

8

cidlni parametricky popis. Teorie vychazejici z parametrického popisu (1, 3)
m-rozmérnych variet v /7, se vztahuje tedy (pokud se omezujeme jen na lokalni
vlastnosti) téZz na variety implicitné popsané, jestlize dosazené vysledné for-
mule vhodné piepiseme.

Za uvedenych piedpokladi je kaZdou z relaci v (1,18), tj. relact
Flaty =0, (sel,....,n—m)

lokalné popsana regularni nadplocha (tj. varieta dimense n — 1) ve V,,. Vektor

or
s

FA4 . gAB

M s

1,20
dxB (1,20)

je vektorem ve sméru normély této nadplochy v uvaZovaném jejim bodé.

Vektory FA(s = 1,...,n— m) definuji pak jednoznaéné normalni prostor
s

NE, . variety V,, (popsané relacemi (1,18)) v kazdém jejim bodé.

Tim jsme vydéerpali ta nejnutnéjdi data o m-rozmérnych varietich v H,,
kterd ndm budou v dalsim uZitetnd. Zbyvd nam jedté pojednat s hlediska
matematického o regularni kiivee druhé tiidy na m-rozmérné varieté V.

Necht rovnicemi (1,3) je parametricky popsana regularni varieta druhé
tHidy v £, v néjaké oblasti O c K,, parametri »#'). Budtez ddle dano m redl-
nych funkei %2(f) redlného parametru ¢, které vyhovuji tdmto predpokladtim:

()p*(t) (@ =1, ..., m) maji spojité derivace asporn druhého radu podle ¢
v néjakém intervalu I (uzavieném, otevieném nebo polootevieném) para-
metru f.

_— dne . . 1z
(f) Derivace i/ (@ =1, ..., m) nejsou soutasné rovny nule pro kazdé ¢ ¢ I.

d¢
(y) Pro kazdé t eI je bod n* = n2(t) bodem oblasti O c F,, (tedy bodem
z defini¢niho oboru funkci x4(79)).

Za, platnosti téchto predpokladi je rovnicemi :
at =atpt), tel (A=1,...,n) (1,21)

popsana v £, reguldrn{ kivka druhé t¥idy, ktera lez{ ve varieté popsané rov-
nicemi (1,3).



Teény vektor ki¥ivky (1,21) je vektor v E, o slozkéch v4 = dT (A =1,

., 1) 8 potateénim bodem v uvazovaném bodé dané kiivky. Pro tento vektor
plyne z (1,21) a (1,1)

dz4 4 dno .
YR - s/ : 29
vt g = By (1,22)
Pro absolutni velikost tohoto vektoru plyne z (1,22) a (1,5) .
G daA da¢ _ |/, dpedy?
v] = ‘I//gACW s V Jav gt dar - (1,23)
Oblouk s = s(t) kiivky (1,21) je pak definovin nésledujicim b&Znym zpl-
sobem ;
_ dpdy? R
§ = fl/ Gab — a0 dr dt, tel, (1,24)
1,

kde t, je pevné zvolend hodnota z intervalu 1.

Pro vektor diz

dge plyne z (1,22), (1,14)

o Ayt dne |, A2 el ~ dipr dyp dzpe
il - ht Al panlld A 4 _ A B4
e ,(‘”Ba) a @ T = [ B ;h‘“’N @ @ TR

tedy po upravé

n-—m
dZA dn® dy dnedn®
an (mz +{ } a W) Zk o ar Y (L2
Zavedeme-li oznadeni
d77 _de | fel|dyrdy®
= £ — 1
Veqr = ag {b} dt” dr (1,26),
dn dy®
h= s =1,...,n — ,26
" hab d[ dt (‘S ]-} >N m) ’ (] ’26)1)
potom miiZzeme relam (1, 25) prepsat na strucneJm tvar
dzxA .
S Z W4 : (1,27)

Symbol Vv, je tedy symbolem absolutni derivace, zndmym z diferencialni
geometrie. Vztah (1,27) bude pro nas v daldim velmi dilezitym vztahem,

na ktery se budeme asto odvolavat.
2. A

Oznadime-li symbolem [d e ] slozku vektoru di
T

az T dO te¢ného prostoru,

symbolem slozku tého# vektoru do normalniho prostoru variety V,,,

dZx
[ dtz ]N
potom z (1,27) je ihned vidét, Ze plati ‘

24 dze q2xt "ol

22 = pa Tl y
[ ]~ e () - 2 (129

8=1



Zaveérem tohoto odstavee jesté podotknéme, Ze kazdy vektor P4, definovany
v bodech reguldrni variety (1,3), lze psit jako linedrni kombinaci linedrné
nezavislych vektort BY, N4 (@ =1,...,m;s =m -+ 1,...,n), jak jiZz bylo
v textu uvedeno. Tedy

n-—-m

P4 = Blus + > rNA1. . 1,29)

8=1 58§ .
Slozka vektoru P4, spadajici v uvazovaném bodé do tedného prostoru TE,.
dané variety, jest

Z (1,29), (1,15) plyne pak

BYPA = yp
a tedy .
[P4), = BABLPC, (1,30)

2. POHYBOVE ROVNICE SOUSTAVY HMOTNYCH BODU
O DANYCH STUPNICH VOLNOSTI

Necht v E; je ddna soustava o podétu N hmotnych bodd p,, p,, ..., p 0 hmo-
N
tdch m, m, ..., m v uvedeném poiadi. Oznadme z=(oc = 1, 2, 3) soutadnice hodu
1 2 N i

p; v Byt 1,2, ..., N). Necht 7%(a = 1,...,m; 1 < m < 3N) jsou nezivislé
parametry, jimiz je konfigurace soustavy (tj. poloha vSech bodi dané sou-
stavy) jednoznaéné urdena. Tento predpoklad lze s potiebnymi matematicko-
teoretickymi pfedpoklady snadno matematicky formulovat.

Budiz ddno 3N redlnych funkefl z2(%) (x = 1,2, 3;¢ =1, ..., N) redlnych

parametri y¥a = 1, m), 1 = m << 3N, které vyhovuji témto predpokla-
dam:
(1) x“(r/ Y@ =1,...,N;x = 1, 2, 3) maji spojité parcialni derivace nejméng

druheho Fadu podle 7¢ v ngjaké oblasti O ¢ E,.') parametr %
(2) Matice

oxt dx? 0x® ox ox® Ox? oxt Ox? 0x3
1 1 1 2 2 2 N N N
oqtemt ot ot ot ot T ont on ont
ox' 0x?* ox’d ot Ot ox® dat dx® ox®
1 1 1 2 2 2 N N _Il
oot ontogton? T on? on® on? (2,1)
oxt ox® oxd ox' fa? o dxt ot Owd
1 1 1 2 2 2 N N N

onm o onm onm oym ey g om anm

mé v kaidém bodé 22 e O hodnost m.
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Za téchto predpokladl je systémem rovnic

xr=2x*(n%, «=1,2,3; ¢=1,..,N * (2,
i i

oo
3]
~

popséana v K, soustava N bodt o m stupnich volnosti. .
~ Necht je ddno dale m redlnych funkei 72(¢) (o == 1, 2, ..., m) redlného para-
metru ¢, které vyhovuji podminkam (), (8), (v) z odstavee 1.

Potom relacemi
7,]a — 7]a(t) s el , A= 1, e, M . (233)

je popsana v £,1) regularni kfivka druhé t¥idy, kterd leif ve shora citované
oblasti O c K,,.
Dosadime-li do pravych stran rovnic (2,2) za »* funkce 5°({) z rovnic (2,3),
potom relacemi
zr = a(n2(t)), tel, x=1,23;¢=1,...,N (2,4)
i 2
je popsdna zavislost polohy kazdého bodu dané soustavy na jediném para-
metru &,

Jestlize parametr ¢ v (2,4) ma fysikdlni vyznam dasu, potom relacemi (2, 4)
je popsan zcela urdity pohyb dané soustavy hmotnych bodu a to takovy, Ze
v kazdém dase t € I ma smysl mluvit o okamZité rychlosti a o okamZitém
zrychleni kazdého jejiho bodu; pritom v libovolném Gase t ¢ I je okamzitd
rychlost aspon jednoho bodu dané soustavy nenulova. Tyto okolnosti zdavod-
fiuji ii¢elnost nasich ryze matematickych piredpoklada pro vlastni mechanicko-
fysikaln{ problematiku.

Necht symbol P= representuje vektor thrnné sily?) plsobici na hmotny

2
bod p(i €1, ..., N). Kdyby hmotné body dané soustavy nepodléhaly Zadnym

i
vazbam, potom pohyb jednotlivich bodi soustavy by byl popsédn systémem
Newtonovych rovnic

d2xa
m -Efz—— = P(i=1,...,.N;6=1,2 3). (2,5)

Situace by byla pa\Jk takovd, Ze pohyb soustavy by byl charakterisovan po-
hybem jednotlivych jejich bodii p¥i naprosté nezivislosti téchto pohybi.
Prislugné matematické Fedeni pro pohyb soustavy je pak realisovino fefenim
diferencidlnich rovnic (2, 5) pti kazdém v Gvahu pichdzejicim indexuie 1, ...
..., V. Rovnice (2, 2) vSak predstavuji urcité vazby mezi body dané soustavy

7) P« jsou obecné funkcemi proménnych
i
daxx
20t (x=1,2,3i=1,..N).
i dt

o
I
[\



a to vazby v parametrickém vyjadieni. Zde je t¥eba pfijmout a vyslovit urdity
fysikdlni axiom, ktery je opfen o fysikaln{ zkufenosti a ktery je fundamental-
nim pro daldi studium. Nez tento princip vyslovime, zavedeme si uréita ozna-
¢eni, udelnd pro nas dalsi postup.

Sestavme soufadnice z* jednotlivych hmotnych bodt soustavy v nasledu-
jloi matici i

xt a? a2
1 1 1
.7/'1 x2 xi}
2 2 2
i @
al x2 w3
\N N N /
Definujme nyni velidiny & (4 = 1, ..., 3N) takto:
m ’
A = po _i_ 2
§ ‘21; ]/ 2 2 . ( 77)&
kde
A=3t—1)+a E=1,...,N;0=123). (2,7)
Je ziejmé, Ze prifazenim (2, 7), je kazdé dvojici (¢4, &) (i = 1, ..., N; & = 1, 2, 3)
jednoznacéné prifazeno &islo 4 = 1, ..., 3N. Polo#ime-li pii daném 4 =1, ...
.., 8N
. A -1 A4 -1
=1 - = — —— 2
i +[3],aA3[3], 2.7
. 4 —1 V1 2 w1 ,
kde obvykly symbol |- 5 | znadi takové celé dislo k, pro které
k< [A_S_J] < k41,

potom relacemi (2,7),,, (2,7), je definovdno jedno-jednoznaéné prifazent celych

¢isel A(A =1, ..., 3N) celo¢iselnym dvojicim (4, ») (4 = 1, ..., N; o = 1, 2, 3)-

Pravé popsana souvislost mezi indexy 4, ¢, « je evidentni, jestliZe pouZijeme

matice (2,0); ¢isio A znadi pofadové &slo ,,mista* elementu z* v matici (2,6)
{

pii obvyklém oéislovani , mist* zleva doprava a shora dold, tak jak ¢teme
jakykoli text. “

Analogicky definujme
1

Jam

P4 =

Pu . ' (2,8)



P#i symbolice (2, 7).s (2, 8) mitieme — v pifpads soustavy hmotnych bodi bez

vy

vazeb — Newtonovy pohybové rovnice (2,5) pfepsat na jednodussi tvar

dxs
=Pt A=1..,3N. (2,9)
Dosadime-li za 2= elementy &4 z definitnich relaci (2,7), dolevych stran v (2,2),

potom rovnice (2,2) lze u’\}ést na tvar
| EA = EA(r), A =1,.. 3N, (2,10)
kde funkee &4 vyhovuji zfejmé poZzadavkiim (1), (2) uvedenym na zadatku
odst. 2, pFitem?
oes 1™
B;;E-w:]/’v;- (A=1,...N;a=1,...,m). (2,11)
on® 2 on*
K zavedeni nové symboliky vedla tato ivaha: Pohyb dané soustavy N hmot-
nych bodt v uvazovaném éasovém intervalu budeme znat, jestliZe budeme znat
soufadnice x* kazdého hmotného bodu soustavy jakoZto funkece Sasu v pii-
i

lufném &asovém intervalu, tj. dréhu jednotlivyeh hmotnych ‘bodt soustavy.
Pohyb soustavy je pak popsan systémem rovnic x® = fe(f) (x = 1, 2, 3;¢ =

=1, ..., N) anebo — p¥i oznadeni (2,7), — systémem rovnic

g =FA1), A=1,... 3N. . (2,12)

Za urditych predpokladt o.funkeith F4(f) je rovnicemi (2,12) popsana regu-
1arn{ k¥ivka v euklidovském prostoru %,y v kartézskych soufadnicich £4(4 =
=1,..., 3N). Pohyb dané soustavy mizeme tedy interpretovat jako ,,pohyb
urtitého abstraktniho bodu* po kfivee v prostoru H,y. Pro soutadnice tohoto
bodu &4 plati v8ak relace (2,10), které — vzhledem k na&im predpokladim
a vzhledem k definicim z odstavee 1 — predstavuji regularni varietu dimense
m v Egpy.

Pohyb dané soustavy N hmotnych bodd, kterd md m stuptis volnosti (1 = m <
< 3N), mifeme tak prevést na pohyb jediného (geomelrického) bodu po kiivce,
kterd leZi ma wrcité m-rozmérné varielé v Hyy. S tohoto hlediska budow vedeny
dalst nade dvahy. Je samozrejmé, e vysledel vidy piepieme tak, abychom piesli
opét k piwvodnt soustavé hmotnijch bodd v K.

Vyslovme nyni dilezity fysikalni axiom v nésledujici geometricky pri-
zna¢né formulaci:

Budiz dana v B, soustava N hmotngjch bodd o m stupmnich volnosti (1 = m << 3N)
paramelrickym popisem (2,2) resp. (2,10), kiery predstavuje lokdiné geometrické
vazby mezi jednotlivgms body soustavy. Potom sily kolmé k vazbdm se nezdéasing
pohybu a Newtonovy pohybové rovnice (2,5) resp. (2,9) plati lokdlné v teéném pro-
storw variety (2,10)%),

8) Varieta (2, 10) pledstavuje vazby soustavy.
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Tomuto zdkonu ddme ihned nasledujici matematickou formulaci:

dﬂEA 4 .
— =0, A=1,...
(B p) o, 4,
. dzg4 .
tj. slozka vektoru ST P4 v By, kterd spadd do teéného prostoru variety
(2,10), je rovna nule?). Ztejmé miZeme pledchozi systém rovnic prepsat na tvar
dz41
" ‘ [—dﬁ—]q‘—. [P . (2,13)
Podle (1,28) je
dZEA a4 d,r]a ,
[ag—]T— B2V, ar (2,14)
a
kde B2 maji vyznam z (2,11), symbol V, %77; je definovéan v (1,26),. Dosadime-li
z (2,14) a (1,30) do (2,13), dostaneme po tpravé .
dn®
a tedy vzhledem k linedrni nezdvislosti vektortt B (¢ = 1, ..., m)
dne -
th—nt: wPC . a = 1,‘..,,'m,, (2,15)

co% jsou pohybové rovnice dané soustavy o m stupnich volnosti. Rovnice (2,15)

popisuji pohyb dané soustavy v tzv. invariantnim tvaru s hlediska tensorového

podtu. Rovnice (2,15) predstavuji systém obyéejnych diferencidlnich rovnic

druhého #adu pro neznamé funkce #® = n*(t). Za platnosti existentniho teorému

Cauchyova, napt. v tom ptipadé, kdy funkee 2%(%*) z (2,2) maji v uvazovaném
i

oboru proménnych 7 spojité parcidlni derivace nejméné tietiho ¥fadu a funkee
P=7) maji spojité parcidlni derivace podle svych argumentd v piislugném
3

svém definiénim oboru (ktery jsme shora vymezili), je podateénimi podmin-
kami

t==1 0
0

lokalné jednoznacné definovano fefeni n® = %2(!) rovnic (2,15). Témito poda-
teénimi podminkami jsou viak — podle (2,2) — jednoznadéné uréeny hodnoty

daq“ 89;1 dna

i ° i Z ° °

tj. podatedni poloha a pocatedni rychlosti viech boda dané soustavy.

9) Viz t6Z oznadeni v (1,28).




Z rovnic (2,15) muZeme zjistit bezprostiedné nékteré fysikilné zivazné
okolnosti, které uvedeme v dal§im sub (I) az (VII).

(I) Necht dana soustava nepodléhd Zadnym vndjdim sildm, tj, P= == 0 pro
t=1,...,N; & =1, 2, 3. Potom pohybové rovnice (2,15) se redukuji na tvar

a
dy =0, a=1,...,m,

Viar =

'
tj. podle (1,26),

=0, a=1...,m. (2,16)

A U Ybe| At de o

dne {a } dn® dn®
Rovnice (2,16) predstavuji rovnice tzv. geodetickych dar variety V,, v Hyy
s popisem (2,10) zndmych z diferencidlni geometrie. Vysledek mtzeme formu-
lovat takto:
Neni-li soustava himotnijch bodi, kterd je podrobena vazbdm a kterd je soustavou
o m stupnich volnosti (1 < m << 3N) pod viivem vnéjsich sil, potom pohyb dané
soustavy probthd tak, Ze jej lze — pii zvolené interpretaci geometrické®) — popsat
jako pohyb jediného (geometrického) bodu po geodetické édie m-rozmérné variely-
representujict vazby dané soustavy (princip setrvaénosti v prostoru V,,, tzv. Hertzity
Princip).

Z (2,16) vsak dostaneme dalsi zajimavy disledek.

Z (1,24) plyne
ds Vx dy* dp?
T B A T

tj.
- 2odt dt
Ponévadz kfivka ve V,, je soutasné kiivkou v H,y, je zfejmé
ds\* detder
ae) T 9 Tar Tar

a tedy, podle (2,7),,

e Mo X mdene Nom
-2 G - 2245 - 2 5o

A=1

kde
dx= da?
% i
(3})2 = gaﬁiv“:)ﬂ =Yg ar
je ¢tverec okamzité rychlosti bodu p dané soustavy. Oznaéime-li symbolem
] Yy p y v
%

W) Viz téz Cornelius Lanczos: The variational Principles of Mechanics, Toronto 1949,
str. 23. '



B, kinetickou energii dané soustavy, pak plyne z ptedchoziho
ds\? dne dn?

22} g, LT =

(dt) Jar " qy "t B
PouZijeme-li vztaht (1,26),, (2,17), (1,6), pak miZeme psat (pro regularni

kiivku druhé t¥idy s popisem #* = %%(t))

d d dpdn® | % d?p® dp® dn dp® dn°
17 Hxin — ab ) A7 + 2 Jav ) - "c rll))
dt df de dr dir dr dr de de

(2,17)

a | dye dy? dn® 3 (17/ dn” dne dn®dy°
+ 2a (V’ ar *{cdj dt d'f) gu\Vesg e + (0™ 0) G ar
dn dndy®

- *gn,b *guo(aﬂ *g”d _’_ ad *(J” - ng *g ) dt dt dt o

a d
d’/ ) (]1/ dn dn dn (( Jap — ac*gbd - ﬁd*gcb + ab*gcd) .

— 2% |V

g“”( Pde) de T dr dt e
Snadno si ovéfime, Ze druhy séitanec na pravé strané predchozi rovnice je
roven nule. Tedy

d . dn®\ dn® .
— I, = 2% —_. 2,18
dt kin Jav (Vt At ) di ( > )

S : Lod .
Pro pohyb soustavy, popsany rovnicemi (2,16), plyne z (2,18) T B, = 0, tj.
By je konstanta. Mdwme tak vysledek, ktery lze intuitivné odekdvat:

IKinetickd energie takové soustavy hmotnych boddi, kterd neni pod viivem vnéj-
Stho silového pole, je konstanini.

(II) Pov&imnéme si jeste, ze kinetickd energie dané soustavy je funkei pro-

ménnych 5, 3¢ = %r/; (@ =1, ..., m). Toplyne z (2,17), jestlize si uvédomime
definici (1,5) veli¢in *g,, (pfi vyznamu (2,11) symbola.Bd). Je tedy
in = = ‘l’ﬁ 2,19
bkm gab(lrl ) 77 ( dt) ( H )
Odtud plyne '
aE‘km

(,]* == *gabag//b + *gubﬁuég - 2*92117’]& ]

z kterychito rovnic plyne ddle — s pouZitim (1,26), —

d 0 d
— O — A .
d “ope d (*90an®) = Z( e gm) N + 2%g,, di 7?

- (ac*gm) ,,,‘/c,r]a + 2¥glﬁa vﬂ]a - g gad (8 *Jdb —{‘ (b ch - Od*gcb) brlc =
= 2% Vii® + 9"9%(20. %G, — 0o — 0 ¥Gee + Co¥Gey) =
— 2RV 4 0 0¥ — T O 4 I O (2,20)



Vzhledem k symetrii tensoru *g,, je
ﬁb,,‘lc ac*geb = 771)776 ab*gce H
takZze dostaneme z predchoziho

d o8, . L
de a.ﬁx? = 2%, Vii®* -+ 9%7° 0*gp -
Z (2,19) plyne viak
' aEkin __ ES 5 Canl
@7’/‘; - (ae gcb) nn,

takZe miZeme relace (2,20) prepsat na tvar-
1 oK,
C kin — Z*gea Vﬂ‘]a . (2‘21)
Rovnice (2,21) budou nam velmi uZiteéné v dalsi kapitole.
(LII) Z diferencialni geometrie je znamo, Ze systémem rovnic
d2ne al dn? dye dn®
am’ TSNy Y g1, m, 2,22
dt?+{bc}dt a 1O r= e (2.22)
kde f(t) je spojité diferencovatelnd funkce proménné f, je popsina obecné
geodetickd tara variety V,'%); v piipadé, Ze f(t) neni identicky rovna nule
v uvaZovaném Sasovém intervalu, potom parametr ¢ neni metrickym obloukem
této krivky ve V.
Poloime si nyni otazku, jaks je zdvislost kinetické energie dané soustavy
na tase v ptipade, Ze popis pohybu soustavy je vyjddren rovnicemi (2,22).
Z (2,18), (2,17), (1,26), a (2,22) plyne pak
d dne dyn? _ .od
Ekin = Q*gabf(t) _a? 7’17‘ = 2Ekinf(t) ’ t]' a—t 10g Ekin = 2f(t) ’

dt
z &ehoz plyne
¢
o afrwat :
By, :Ekinet{ ", (2,23)
0

kde E,;, je kinetickd energie soustavy v Gase t = 0.
[}

2
Ve specidlnim piipadé f(r) = — ]%, kde k& + 0 je konstanta, piejde formule
(2,23) na tvar

S — kAt 1
Ehin - ‘%kine ( n) H

co% odpovidd (zidealisovanému) stavu, kdy dand soustava je ,,brzdéna® ve
sméru pohybu jednotlivych svych bodtt homogennim prostiedim, v némz se
pohybuje.

11) Viz napt.: J. 4. Schouten-D. J. Struik: Einfihrung in die neueren Methodon der
Differentialgeometrie, Groningen-Batavia 1935, str. 97.
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(IV) Dosadme do (2,18) za Vt ® 2 rovnic (2,15). Dostaneme tak, vzhledem

k (1,16),, (1,6), (2,11)

dnt b
“d“ By, = 2*9’abBEPC “(17—): = Q*Qab*gachPcyca i"?_ =

dt dt
P dn? dé4
— )BfH[PCgAC; 2gAC Ca_‘
Je viak podle (2,7),, (2,8)
N3 l/m daz= N das
il gy = 2 2 D N ALk
i=1 a=1 VZ’IH, ¢ =1 [
kde
1 pro o« = B
Gus = % B =1,23. (2,23%)
o pro « % f
Je tedy
Ekln _ Z (]aﬁP

7

Necht E,;, znadi kinetickou energii dané soustavy v poditeénim Sase ¢, symbol
0 . 0
B, pak kinetickou energii téze soustavy v ase ¢ (¢ je z uvazovaného ¢asového

intervalu), potom plyne z pfedchozi rovnice

N

xﬂ '
B — km = z f(l'apP“ — i = Z fga/xp“ daf (2,24)

i=1 k.
kde [g,,P*da? jo kiivkovy integral (druhého druhu) podél trajektorie hmot-
7"»‘ i, i

ného bodu p v dasovém intervalu (¢, £>. Veli¢iny
0

A= [g,Pxdat, i=1,...,m (2,25)
i k i i
jsou skaldry v E,, pfi éemz 4, piedstavuje — jak z mechaniky zndmo — praci
vynaloZenou silou representovanou vektorem P pii pfemisténi hmotného
bodu p dané soustavy podél jeho trajektorie z ]cho podateéni polohy v dase t
do Jeho polohy v dase ¢.
Formuli (2,24) miZeme tedy [ysikdlné interpretovat takto: Pro wvafovanou
soustavu hmotngch bodd je dhrnnd prdce vech sil na soustavu pisobicich za dobu

t — ¢ rovna prirdsthu kinetické energie soustavy.
1]
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(V) Necht je ddna funkee V(xe, a=, ..., x2) = V(:r“) kterd je spojité dife-
1 2 N

rencovatelnou funkei aspoinl druhého #adu v ne]ake 3N-rozmérné jednoduse
souvislé oblasti U prostoru By, a to takové, %e pro viechny hodnoty para-
metrd 7 (@ == 1, ...,m) z oblasti O c E,,, v niZ plati predpoklady (1), (2)
z poditku odstavee 2, jsou body z* = x#(»?) z oblasti U.

T €

Predpoklidejme déle, Ze plati
oV

Oach
7

Jopl = pro i=1,...,N, (2,26)

coi je znamy piipad tzv. konservativnich sil. UZitim (2,26) prejde formule
(2,24) na tvar

(lxﬂ
El:iu Ekm = - Z f ’.1:,.7} dt (lt ==
i=1 to
LN da?
oV dr
:‘f,@ﬂ?ﬁ“ f—-»—dt~-—»—-(V~0V),
¢, =t t

kde
V=T, V="V, .
i 0 ¢

V tomto specidlnim pFipadé plati tedy
' ’Ekm V ]"km + V (2327)

Plati-li pro silové pole, piisobici na danou soustavu, relace (2,26), potom
plisludnym sildm fikame sily konservativnt a funkei V(z>) nazyvame potencidlni

2
energii soustavy. Vysledek (2,27) ma nasledujici béznou fysikdlni formulaci:
P pohybu soustavy hmotnajch bodi v poli konservativnich sil je dhrnnd energie,
tj. soulel energie kinetické a potenciding, konstantnt (na éase nezdvisld).

28&4

(VI) Obratme se nyni k té slozee vektoru ~--i;2 R

prostoru VB, _,, variety V,, (popsané parametricky rovnicemi (2,10)) v kaz-
dém z uvarzovanych bodlt této variety V,,. Podle oznadeni zavedeného v (1,28)
jde tedy o slozku

kterd spadd do normalniho

IN..m

[(df‘f] S e, (2.25)
v N § 8

g==1
kde h maji vyznam 7z (1,26), a NA_, §=1,...,3N — m jsou jednotkové vek-

‘GOI‘V v B,y vzdjemné k sohé Lolmv a lezici v prostoru YEgy_,, v uvazovaném
bode.
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Podle (1,27) je viak, pfi oznadeni zvoleném v (2,10),

d25A dZé’A A (177“
[d¢2 ]\ @ B Vear

a tedy, podle (2,15), (1,16),,

dzEA] dze P d2g4 9 3N~ m i .
[WJ R e (ac _ ]CN4) po
125 . 3N m =
q2&-
—2c _ pd (T.PC) N4
g + }:1 /PO
Odtud a z (2,28) vyplyvd
;12 a BN -m
4= pa_ _ 7 pc 7
2= G P = 2 (T

Pro &tverec absolutni velikosti vektoru Z4 v Ky, plyne pak z predchoziho
s ohledem na (2,7),, (2,8)

dee L fdzEn R
7| = g,z 420 = g/m( Az [“)(—(‘“2 }”) =

dQEA dZEB o dZ[;‘:A
= 9an E dir “G4n ae

- Z{(défé') 2 )=

PP - g,y PAPE —

N 3 (m dzoc»z 2 L/E 1 d2xx |
— R L PR T (P22
= de? ]//2 -I/'IL’m, dez 7, 0 2, Y ’
i=1 a=1 : i
anebo, s pouzitim symbolu g,,
N om dz “c“ dw/’ N dz e
712 — Z R Pr o1 ‘? g PePi (9%
I ‘ 1 2 ap de® d 2 gl/j (U) : ‘)m Jap PR : ("""))
t=1 i=1 ’
7

Vektor Z1 nazveme vektorem vazbové sﬂy, skalar | Z] pak mirou vazby hmotné
soustavy'?).

Pro soustavu volnou, pro niZ plati Newtoncvy rovnice (2,5), je |2 =0, coz
je z piedchoziho evidentnf.

(VIL) V odstavci 2 jsme predpoklddali, ze je 1 = m << 3N. Polozme si nyni

otdzku, jaky vyznam maji relace (2,2) resp. (2,10) v p¥ipadé m = 3N. 8 hle-

12) Termin ,,vektor vazbové sily*
»infra vazby* nahrazuje v nadi literatufe nevhodné uiivany pojem ,,vdzanost®™ nebo

¢

v uvedeném pojeti se zde novd zavadi. Termin
,snutkdnic.
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diska fysikdlnfho mohli bychom tuto situaci interpretovat tak, Ze jde o sou-
stavu N hmotnych bodi, kterd mé 3N stupiit volnosti. V takovémto pripadé
miZeme (2,10) psat ve tvaru

g4 —=A(yB), A, B=1,...,3N. (2,30)

Za predpokladu, Ze funkce £4(xB) maji v néjaké 3N rozmérné oblasti promén-
nych 78 spojité parcidini derivace druhého tadu a Ze hodnost ¢tvercové matice

n

, 08 . 1z . . .
z clementl 8= A4 je v kaidém bodé uvazované oblasti rovna 3N, potom
Yi

relace (2,30) piedstavuji lokalné reguldrni transformaci soufadnie v prostoru
E,y. To je znama vée z diferencialni geometrie. Zavedme v tomto piipadé
obvyklejst symboliku *£B = 5P; potom relace (2,30) maji pfepis

: EA = EA(*&B) ’ A; B = 1: cey 3N 3 (2’3l)
pfidemz definujeme ;
e
A=

Metricky tensor z definice (1,15) ma tvar
*Jogrp = A ARG 40 5

je to tensor v novém systému souradném *&4. Snadno se pfesvédéime, Ze
] AD s
ohybové rovnice (2,15) maji{ v tomto uvazZovaném pripadé tvar
y > ]
d*gA
So — P4, . (2,32)

kde *P4 = A}'P5 a V, je symbol absolutni derivace p¥{sluiny konexi

v,

*f4 Vs oap * .. % e
pol =3 q (Osp¥Gapee + Ooc *@egep = Cup Fhapee) -

Rovnice (2,32) nejsou pak nidim jinym nez pfepisem Newtonovych pohybo-
vych rovnic do novych (obecnd kfivodarych) soufadnie.

S tohoto hlediska mufeme tzv. volnou soustavu o N hmotnych bodech
uvazovat jako soustavu o 3N stupnich volnosti a zahrnout ji do nasi pedchozi
teorie (tj. uvazovat v dalsim 1 < m = 3N).

Vsimnéme si jesté, Ze pro volnou soustavu, pro kterou plati v soufadnicich
&4 pohybové rovnice (2,9), je mira vazby, zavedena v (VI), nulova. To oprav-
fuje téz nazev velidiny Z1 v (VI).

3. DIFERENCIALNT PRINCIPY MECHANIKY A JEJICH
EKVIVALENCE

V odstavei 2 jsme odvodili pohybové rovnice soustavy N hmotnych bodd,
o které se predpokladd, Ze ma m stupiitt volnosti. Tyto pohybové rovnice

(2,15), kterd jsou vlastnd popisem ,,pohybu jediného bodu v m-dimensionalni
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variets vnotené v E;y ‘¢, nevystihuji ndzornym zplisobem to, co jsme si polozili

jako tkol, tj. najit pohybové rovnice dané soustavy o m-stupnich volnosti

v ;. Je proto Zddouc! piepsat rovnice (2,15) na rovnice jim ekvivalentui,

v nichZ by vystapovali jednak soufadnice (a jejich derivace podle ¢asu) jednot-

livyeh hmotnych bodl dané soustavy v K, jednak skutedné sily Pe(z =1, ...
<

oo Ny == 1,2, 8), které na body soustavy puasobi. Uvedeme v daldim nej-
zndmdjsl a nejéastéji uzivané piepisy a prokdZeme jejich vzadjemnou ekvi-
valenci tak, ze ukdzeme, Ze kazdy z téchto plepist je ekvivalentni'®) sdm o sobg
s rovnicemi (2,15).

(1) Prineip d’Alembertiv. Vyjdeme z pohybovych rovnic (2,15). Nésobme
tyto rovnice elementem B a seétéme ples index ¢ (@ = 1, ..., m), tedy
a4
Bav, Y _ papepec
dt
Odtud a z (1,27) plyne

n—-—m

& > hN4 = BABLPC . (3,1)

s=1 s s
Jest viak podle (1,10), (1,5), (1,16),, (1,6),

n—m

Gap(EA + 2 BN B — g ,FABY (b =1, ..., m),

§=17% 8
JanBEBLPCBY = *Gu BEPC = *Gorf crDE *qePC = g0y BEPC = 9apByPA.
Odtud a z (3,1) plyne

Jap(§4 — PAYB? =0 pro b=1,...,m. (3,2)
Systém rovnic (3,2) pfepifme na tvar
3N
SEA—PYBL=0 (b=1,...,m).
A=1 :

S pouzitim (2,7),, (2,8), (2,11) plyne pak odtud

N V’m n 1/777 ox
/—f— g — Y i hi ’i — O
Z ; ( I/.Z ‘f VQm i ) 1/2 ond

a tedy po tpravé

N 3 axm
' D (mir — P3) L= 0
i=la=1 ©° i oy

1By Pojmu ekvivalence jest zde rozuméti takto: Méme dva systémy diferencidlnich
rovnie, systém I a systém IT. Necht kaZdé feleni systému T je soudasnd Felenim systému
II a kazdé fedeni systému II je téZ fefenim systému I. Potom Fikdme, Ze systémy 1 a II
jsou ekvivalentni.
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Jestlize jests pouZijeme symbolu ¢., definovaného v (2,23)*, dostaneme

n

N o
Zl Goglms —P7) 25 =0 (=1, ..m). (3,3)

Necht (b = 1, ..., m) jsou zcela libovolnd &isla, z nich% aspon jedno je od
nuly rdzné. Potom vektory

ox*
v = ;7;}’:, o, g =1,...,,N (3.4)

v By, jichz potatedny bod klademe do ptisluinych hmotnych bodi p, vyhovuji
relaci '

N
zgaﬂ(méyé“ — Payph =0, (3.5)

=1 iz g

Vektory v/ jsou tedy vektory v K, které se daji psat ve tvaru (3,4), jinak jsou

zeela libovolné. Definujeme-li
A = p2

7

pri indexové korespondenci (2,7),, (2,7),, potom je, jak plyne z (2,11), (3,4),
v = B,

tj. vektor v4, ktery representuje soubor vektord vx(i = 1, ..., N) v Hyy, leif

k2
v tetném prostoru m-dimensionalni variety v Es,, kterd representuje piislusné
vazby mezi body uvaZované soustavy. Rikdme struéng, e vektor v1 udava
za téchto okolnosti smér incidentni s vazbami. Je to tedy smér, ktery charakte-
risuje mozny pohyb soustavy pii danyeh vazbach. Poznamenejme zde, Ze
v klasické mechanice se misto symbolit v* uziva symboli év=. My se viak tomuto
Z i

oznateni vyhybame, ponévadz zde nejde vibec o zadné variace, pro které
je uzivani symbolu ¢ obvyklé.

elace (3,5) nazyvd se v dynamice ziakonem d’Alembertovym (prinecip
d’ Alembertiw).

DokaZme nyni, Ze z (3,5) plyne (2,15). Plati-li pro pohyb dané soustavy
relace (3,5) pfi kazdém souboru vektorid v*(i = 1, ..., N), které jsou tvaru

(3,4), potom plati ziejmé (3,3) a tedy té% (s pouzitim definiénich vztaht (2,7),,
(2,8)) té% rovnice (3,2). AvSak rovnice (3,2) fikaji pravé tolik, Ze slozka [#1],
vektoru F4 = g4 — P4, spadajici do tedného prostoru &, variety V,,'4) v jejim

1) ¥, je varieta, representujici v Iy, vazby hmotnych bodi dané soustavy.
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uvazovaném bodd, je nulovd. To si ovéfime takto: Vektor F1 pifme (podle
(1,29)) ve tvaru

n-—m

F4 — BAws — > yN4"

s=13s3s
Je ziejmé [F4), = BAus, Z predchozich relaci plyne s ohledem na (1,10), (1,5)
94cFABY = g, cBiBw® = *ggun .
7 (3,2) a z definice velidiny F41 vyplyvd viak, Ze levé strany v piredchozich
rovnicich se anuluji. Je tedy téZ *g,we = 0 pro b =1, ..., m. Pak je viak
kgbetg uwt = dou = w® = 0 a tedy L% [F1], = Bfuwr = 0.

Je tedy [F4)p = (§4 — PA), = [E1], — [PA]y = 0, tj. plati (2,13). To je viak
podminka, z ni% jsme diive odvodili rovnice (2,15). Je tedy d’Alembertiv
princip, matematicky formulovany v (3,5), ekvivalentni pohybovym rovnicim
(2,15). Tim je ekvivalence rovnic (2,15) a (3,5) prokazina.

7 predchoziho vysvitd téz, Ze fysikalni axiom vysloveny pied podminkami
(2,13), je vlastni fysikalni formulaci d’Alembertova principu.

(2) Lagrangeovy rovnice IL. druhu. Vyjdeme opét z pohybovych rovnic
(2,15). Nasobme (2,15) tensorem *g,, (definovanym v (1,5)) a seétéme pies
index a = 1,...,m. Mame pak

dne :
*gurVs iy = *ganBEPC (3.6)
Podle (2,21) a (1,16),, (1,6) je viak

. dne a oF oF
*, " V o = ]m . kin
JarVe dt (dt (770 cr]b)

*Jan BEPC = *4u*q* By g PC == 62BPg, P = gp,cBPPC . (3,7)
Odtud a z (3,6) plyne

9_ 0B, (-”fkl D
de Trﬂ; - m;b = 29p By PC. (3,8)

Pouzijme vztahu (2,11), (2,7),, (2,9), (2,23). Potom je

29 BPPE — 2 N BjP4 — 92\7 i —I/? Pfc“ 1: Pro—

b GaupP?* -
i=1 i o
Dosadime-li odtud do (3,8), dostaneme

d aEkm o 'km Z ‘w
de e T o Gap Do - G 0= 1, m) (3,9)
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Rovnice (3,9) nazyvaji se Lagrangeovymi rovnicemi druhého druhu. Jestlize
plipomeneme vztahy (2,2) a (2,17), pak je evidentni, Ze rovnice (3,9) pted-
stavuji systém m-diferencidlnich rovnic druhého ¥adu pro neznimé funkce
7? = y%(t). VypotGtenim téchto funkei ze systému (3,9) (pii danych poéited-
nich podminkdach) a jejich dosazenim za %® do rovnic (2,2) dostaneme pak
trajektorie hmotnych bodt dané soustavy v parametrickém popisu

ae = wo(°(t)) .

[ B .

Dokéazeme nyni, Ze kazdé feseni »%(¢) rovnic (3,9) je soudasné Fefenim rovnic
(2,15). Tim bude ovéfena jednak ekvivalence rovnic Lagrangeovych druhého
drubu s pohybovymi rovnicemi (2.15), jednak s principem d’Alembertovym.

7 (3,8), (3,7) plyne ihned pfepis (3,6) rovnic (3,9). Nasobime-li (3,6) tensorem
*gve (a sefteme pies b = 1, ..., m), plyne odtud na zdkladé relaci (1,6) ihned
formule (2,15).

Poznamenejme zde jesté, %e Lagrangeovy rovnice II. druhu jsou pravé
vyhodné v tom ptipadé, kdy dand soustava o m stupnich volnosti je popsina
relacemi (2,2), tj. parametricky. V piipadé, ze vazby mezi hmotnymi body
soustavy jsou dany ve tvaru (1,18), je vyhodny jiny piepis pohybovych rovnic
(2,15), ktery nyni odvodime.

« (3) Lagrangeovy rovnice L. druhu. Necht je déna v E; soustava N hmot-
nych boda p (i = 1, ..., N) o pravotihlych kartézskych soutadnicich z* (x =
¢ i

=1, 2, 3), pfidem? vazby mezi body této soustavy jsou popsiny systémem
relact

plt, 22, a8, 2t 2 2%, Lt 2t 2?) =0 (s=1,...,3N — m)
s 1 1 1 2 2 2 N N N

nebo struénéji
pla) =0, s=1,...,3N —m (I =m < 3N). (3,10)

Budeme pfedpokladat, Ze funkce ¢(zz) (s =1, ..., 3N — m) maji spoleénou

8 1

defini¢éni oblast svych proménnych a=(z = 1, ..., N; o == 1, 2, 3), v niz existuji
Z

jejich spojité parcialni derivace aspont druhého radu. Dale budeme piedpokli-

dat, Ze mnozina 3N-tic ¢iselnych (21, &2, 22, 2%, 22, 2%, ..., 2%, 2% 2%) z uvaZo-
1 1 1 2 2 N N 'N

vané definiéni oblasti, které vyhovuji relacim (3,10), neni mnozinou prazdnou
oy

a Ze pro kazdou takovouto 3N-tici mé matice z parcidlnich derivaci —}a (8 =
o

i
=1..,3N —m; i=1,..,N;a =1, 2, 3) maximalni moznou hodnost, tj,
hodnost 3V — m. Struéné reéeno: Necht pro soustavu rovnic (3,10) jsou lo-

kalné splnény podminky véty o implicitnich funkeich.
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Zavedme opét misto prom&nnych a* velitiny é4 definované v (2,7), pii
i

indexové korespondenci (2,7),,.. Potom relace (3,10) mlZeme piepsat na tvar

F@E)—0 (s=1,..,3N —m;d=1,..,3N). (3,11)
Z nagich praveé uvedenych pledpokladi o funkeich ¢ plyne pak ihned platnost

P

podminek (1), (2), (3) uvedenych na strané 248 pro funkece F(&1) (s = 1,.
eeey BN — m). :

Na zakladé dat uvedenych v odstavei 1 na strané 248 je pak relacemi (3,11)
popséna lokdlné v H,y reguldrni varieta V,, druhé téidy, kterd md dimensi m.
Na zakladé dvah tého# odstavee miiZeme si pro tuto varietu, kterd je geome-
trickou interpretaci danych vazeb soustavy hmotnych bodi, myslet jeji lokalni
parametricky popis, ktery je specidlnim pFipadem rovnic (2,2). Potom viak
plati rovnice (2,15) pro pohyb dané soustavy hmotnych bodi, jak jsme ukdzali
v odstavei 2. Jde tedy nyni jen o vhodny piepis relaci (2,15), tdelny pro uvazo-
vany pripad.

Vyjdeme z pohybovych rovnic (2,15) a ze vztahil (1,27) (kde misto x4 piteme

El

a
&4). Dosadme do (1,27) za Y, (%7{ z pohybovych rovnic (2,15). Dostaneme tak

3N -—m

E4 = BABLPC — > hN4.
s=1 s s
Pouzijeme-li relaci (1,16),, pak miizeme p¥epsat piedchozi vztahy na tvar
3N -m
E=pi— > (T.NC- h) N4, (3,12)
s=1 s s s 8

jak je téZ uvedeno v piiklads (VI) v odstavei 2.
Polozme
v (T NCB) (s=1,...,3N —m).

8
Potom mizeme (3,12) psat struéngji ve tvaru

g4 = p4 +3N§:vNA (A=1,...,3N). (3,12)*

=1 s s
Praveé tak jako vektory ‘N‘A(,s‘ = ] .., 3N — m), tak také vektory Fd(s = 1,
eins 3N — m), definoVané‘sv (1,20), definuji v uvazovaném bodé Vast'iety V..
jednoznaéné jeji normalni prostor ¥HEy,_,, v tomto bodd — jak bylo uvedeno
v odstavei 1. Mizeme tedy v kazdém bodé variety V,, psat vektor N4 = 3\’2 ": Nt

s=133s
jako linedrni kombinaci vektorl F4, tj.
8§

3N -m 3N-m

}:’1 yNA = 21 wl (3,13)
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Na zakladé (3,13) dostaneme piepis
3N_m
A= PA 4 > ult (A=1,..,3N) (3,14)
s=1s3s
rovnice (3,12)*. Rovnice (3,14) piepiSeme tak, Ze misto &4, P4, F'1 zavedeme
9(}*

puvodni velitiny x“ Pa ~ podle relaci (2,7),, (2,8), pfitemz pouzijeme defi-

niéniho vztahu i

F(&) = pe=(1) (s=1,...,3N —m).

K}

Je tedy

,-“1

pii korespondenci indext (2,7),, (L,7)c.

oF
Poznamenejme, e numericky jsou veli¢iny F4, F , = 7511 stejné, takze je v da-
DE-
ném systému souradném
-
pa— -2 2
B e m
Rovnice (3,14) nabudou pak tvaru
= .
]/ aN-m — o(p
1 o 2
g = Pap > Z
VZ i l2m « Z Y mea
: s=1 i<
a tedy po upravé
3N - m a(p
nw“ml’“ + 2 A=t (i=1,..,N;au=1,23), (3,15)
iq 1 or*

i

pii Lé‘]ﬂ/ e 2/1 Systém rovnie (3,15) spolu s vazbovymi podminkami

pa®)y =0 (s=1,...,3N — m) (3,15)*
§ 7

jsou pohybovymi rovnicemi dané soustavy hmotnych boda podrobené vaz-
bam popsanym relacemi (3,15)*. Rovnice (3,15) se nazyvaji Lagrangeovymi
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pohybovymi rovnicems prontho druhw. Spolu s vazebnimi podminkami (3,15)*
predstavuji celkem 6N — m rovnic pro tentyZ pocet neznamych funkei a=(t),
(). ¢
5

Dokazeme jesté, ze kazdé FeSent x%(f) rovnic (3,15), (8,15)* jest fesenim pohy-

Z

bovych rovnie (2,15) v tom smyslu, Ze myslime-li si pro varictu V,, s popisem
(3,11) lokalné parametricky popis (2,2), potom pii téchZe podatednich podmin-
kéach definujf rovnice (2,15) jednoznadéné funkee n2(f) takové, ze x=(t) = x*(n%(t)).

9

Rovuice (3,15) dévaji pfi oznadeni (2,7),, (2,8) plepis (3,14) ekvivalentni pie-
pisu (3,12)*. Z (3,12)* plyne viak vzhledém k (1,15)
BYiA = B3P (a=1,...,m). (3,16)

Myslime-li si v (1,27) misto 24 symboly &4, potom vzhledem k (1,15), (1,6),
plyne odtud

.. dp
a £A . _ == Y
154 =V, BT (@=1,...,m)

a tedy relace (3,16) piejdou v rovnice (2,15).

Tim je ekvivalence rovnic (3,15) s rovnicemi (2,15) prokazana. Soudasné
je tim dokézdno, Ze Lagrangeovy rovnice I. druhu jsou ve smluveném difve
smyslu ekvivalentnf s d’Alembertovym principem a Lagrangeovymi rovnicemi
IT. druhu.

(4) Gaussiiv prineip. Lagrangeovy rovnice I. druhu se daji velmi snadno
odvodit z d’Alembertova principu matematicky formulovaného rovnicemi
(3,5). Je viak jestd jind cesta, kterd vede k rovnicim (3,15) a kterd usnadnuje
snadnou jejich fysikalnf interpretaci. V odstavei 2 ptikladé (VI) jsme si defi-
novali pojmy ,,vektor vazbové sily*“ a ,,mira vazby*. Miru vazby dané sou-
stavy hmotnych boditi jsme na citovaném misté definovali jako absolutni
velikost vektoru z* = g1 — P44 =1, ..., 3N) v H,,. Pro étverec miry vazby
jsme odvodili rovnice (2,29).

Definujme si kvadratickou funkei v proménnychas(z =1, ..., N; a =1, 2, 3)
i

N m N N 1
Ula) = z ‘:)‘ Jup@* b — Z Japas PP Z 5 JopPr PP (3,17)
i etz i ‘ i@ . m i
i=1 i=1 i=1
v libovolném bodé (a1, 22, 3, a1, 22, 2, ..., &', 22, a®), pro ktery plati
11 1 2 2 2 N N N
p@*) =0, s=1,...,3N —m, (3,18),
$ ¢

tedy v libovolném bodé variety V,, C Eyy, kterd je geometrickou interpretaci
vazbovych podminek (3,18). Piedpoklidejme v daldim, Ze funkee ¢(z#) jsou

s 7

spojité diferencovatelné nejméné druhého fadu ve svém definiénim oboru.
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it pohybu dané soustavy podrobené vazbam (3,18) dostaneme trajektorie
kazdého bodu p soustavy jako YeSeni Lagrangeovych rovnie I. druhu (3,15)
i

ve tvaru xx = xx(l). Je tedy ¢z

k3 T

(/"(:y“(t)) =0 pro s—=1,..,3N —m,

z kterychzto identit plyne za nasich predpokladi jednal!®)

N op da*

L e 318

i=1 i
jednak
N N g doex da dp 2
T . ] i i ] i ;
B e St N s==1,..,3N —m . (3.,18),
2(2 e dat di o di 1 oxe (di? ’ ’ (3.18).
i1 V=1 J i

V &ase t pevné zvoleném je poloha jednotlivyeh bodt p dané soustavy cha-

i
da
rakterisovana jejich soutadnicemi z(t) a vektory okam#ité rychlosti dtl t);

k2
v tomto tase ¢ kladme na proménné a» 7 (3,17) nasledujici podminky:
: i

N~ ¢ drxrde?  de
D(a») == PSS, S S T ) s==1,.,.,3N —m. 19
! ((f. ) Z (Z Gor dod At + 5 a ) 0, s=1,...,3 m. (,19)

i=1 "4=1 ¢ J P
Hledejme nyni minimum kvadratické formy U(a=) % (3,17) na mnoziné
€
viech diselnyeh 3N-tic {a*}, které jsou podrobeny vedlejsim podminkam
i

(3,19). Podle znamé teorie o vyhledavani lokdlnich vazanych extrémi funkeils)
definujme funkei

3N.-m
K(a*) .= Ula®) — > id(a=) , (3,20)
i i s=1 88 4

’

kde 72 jsou zatim neurdend ¢isla (neurdité multiplikitory). Z (3,20), (3,17)

a (f},iﬁ)) plyne

oK P

—— = MY, aF — g,

cax 7 !

i
*K s s s 1L proi=j4 S\ 1 pro o = f8

s dn = M0 |05 = B A A
O AL : . pro ¢ =+ j L0 pro o * |
i '

JS o

18) Séita se v daldim pres « od 1 do 3.

18) Viz napi. V. Jarnik: Diferencidlni pofiet, Praha 1953, Nakladatelstvi CSAV, str.
510.
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y . v o2l . PR
Odtud vsak plyne, 7e kvadratickda forma Z Y“) # je  positivng
Fas tal I

i J
definitni. Podle znamé véty z teorie v(wzmych e\tl ¢mit funket'®) plyne odtud,
ze Yefeni (jednoznadéné) «# systému rovnic

£
3N-.m E,‘(]r

s

=0, (=L, Ny = 1,2, 3,21
L_,Z(‘Jﬂ , (@ L ..., Ny« 3) | )

s=1 i

Wl/g‘xﬂ(ilﬂ — 'f/a/}.[
i i T

vede k minimu formy (3,17) na uvaZované mnoziné 3N-tic {a“} za platnosti

podminek (3,19). Vzhledem k definici (2,23)* symbolu g,, miZeme (32,1)
prepsat na tvar
3N-—m 8(])

= P S A (= B —1,2,3).
1tn(la {)/ - L{ o (t=1,...,N;p 1,2,3)

i

Z Lagrangeovych rovnie (3,15) vime, Ze v uvazovaném (pevném) ¢ase ¢ vektor
e L) . E )

d2xe d 2z
d—t‘zw = &« vyhovuje praveé predchozim rovnicim. Je tedy af = ai‘;
i :

Vysledek miiZeme formulovat touto vétou:

Budiz ddna soustava N hmotngch bod v B, podrobend vazbdm popsanym
relacems (3,18), (za predpokladi v predchozim wvaZovangch). Potom pohyb dané
soustavy je takovy, Ze v kaZdém Case vykazuje mira vazby minimum v porovndni
se v¥emi stavy pohybu, charakterisovanymi témités polohami a rychlostmi jednot-
bivyjch hmotnijch bodd soustavy, avdak pti libovolnijch zrychlenich, kterd jsow wve
shodé s podminkami (3,18),, plynoucich z vazbovijch podminek (3,18),.

Pravé vyslovené tvrzeni se nazyvd Gaussovim principem. Z predchoziho
je zfejmé, Ze tento princip nenf niéim jinym, nez fysikdlnim zavérem plynou-
cim z Lagrangeovych rovnic prvniho druhu. Na Lagrangeovy rovnice (3,15)
spolu s podminkami (3,15)* se tedy muZeme divat jako na matematickou
formulaci Gaussova principu. Z ekvivalence Lagrangeovych rovnic I. druhu
s principem d’Alembertovym plyne pak ihned ekvivalence Gaussova principu
s d’Alembertovym (a tim pochopitelné se viemi piepisy pohybovych rovnic
(2,15)), které jsme dosud uvedli.

(5) Kanonické Hamilionovy rovnice. Predpoklidejme nyni, #e sily piso-
biei na hmotné body p (z =1, ..., N} dané soustavy (pro kterou vazby jsou

popsdny rovnicemi (2,2), jsou sily konservativni, tj. existuje funkee (viz té
str. 260)
V(x, 22, 23, 21, a®, a3, ..., al, a2, a®) = V(r“)
1711 2 22 N N N
(spojits diferencovatelnd aspont druhého ¥adu v ndjaké 3N-rozmérné oblasti
svych argumenti takové, Ze funkee definujici vazby mezi hmotnymi body

[ &
~3
=



soustavy maji smysl a vyhovuji tam pozadavkium, které jsme v piedchozim
vidy povazovali) s vlastnostil?)

Pz =

=1 Nix=123). (3,22)

Z

Za téchto specidlnich okolnosti lze dit Lagrangeovym rovnicim II. druhu

vvr

(3,9) jednodussi tvar. Pro pravou stranu v (3,9) plyne z (3,22)

()1'*
; ; v
[ERCHNp— Lo— o 23
Z J’/f, c’r; Z a“ on? ot ’ (3,23)
Definujme
L(T/UJ 77“) = Ekin —-V. (3324)

Na zakladé této definice dostaneme vzhledem k (2,17), (3,22)
oL ol
bﬁa é,,,}a

kin

I — 9 9=
diap o 0, b=1,...,m. (3,25)
Misto symbolu V zavedme symbol K, coz je zdivodnéno tim, ze funkee V
ve fysice predstavuje tzv. potencidlni energii dané soustavy. Podle (3,24),
(2,17) je tedy

do® dp?

Lxn®, =B, — B = * /() . 24)*
( 7] ) kin pot ab U dl’ i (7] ) (3! 4)
Odtud plyne viak
— 2%g (3,26)

Definujme nyni funke

T : . ., (L .

Hepe, i) = — Lige, 49 + 47 }U (5, 1) (8,27),
a polozme dale

i .
Pa == e e, 9", (a=1,...,m). (3,275,

Divejme se na definicni vztahy (3,27), jako na systém m rovnic pro m neznd-
nmych 7¢c = 1, ..., m).; Jakobidn soustavy (3,27) je determinant z elementf
2L

Lod b a tedy — podle (3,26) — a¥ na diselny faktor determinant ze sloZek
f'll (7/ v
tensoru *g,,, definovanc¢ho v (1,5), ktery je — jak bylo uvedeno v odstavei
I — 1u4m od nuly v kazdém bodé uvazovaného oboru. Podle zndmé vty
17y g — S L a=f>
~ 0, x # 8-



o implicitnich funkeich je to vSak postatujici podminka k tomu, aby soustava
(3,27), byla lokalné jednoznadné resitelnd vzhledem k elementéim 7¢(c = 1, ...
..., m). MiZeme tedy (3,27), pfepsat lokdlné na ekvivalentni tvar

e = ;}“(77"’, Pe) - (3,28)
pe _(’)7)”

~

Z diivejsich naich predpokladi plyne existence parcidlnich derivaci =7, -2,
: on® o

tj. parcidlnich derivaci
2L .
Z;T'la anc :

Podle definice funkee L v (3,24)* resp. (3,24) je totiz

oL 8 oL
—— — 2 ___¥qg pb 90 % P p——
é)fla L—).,]c o!,,lc Jan?] ( ¢ g(Lh) ( é’f/a E‘}’]r Jac

Odtud a ze znamé véty o implicitnich funkeich plyne téz existence derivaci
(e pe) (e, pe)
on® ’ o, ’
Dosadme do (3,27), za 5 pravé strany rovnic (3,28); dostaneme tak funkei
H(ne, po) == — Ly, 55007, 2)) + 2°(°5 pe)ps - (3,29)
Pro funket H(n, p,) z (3,29) odvodime na zakladé Lagrangeovych rovuic
(3,25) a defini¢nich relaci (3,27)

oH oL oL anb  oRp oL d oL ‘ .
A T T e b e e Pe = o, T o o, T g Pe— — P
on on on® oy ne on dt en d?

ol o, one | onp .

_ —— (’ i’] _ _(:'1_ p[} ,)‘]c } ,]c — ﬁc

op. oyt op, op..

Dostavame tak systém rovnic
e
= (c=1,....m). (3,20)

e
Pii zndmé funkei H (52, p,) je systém (3,20) systémem obyéejnych diferencial-
nich rovnic prvého tadu pro 2m neznamych funkei p,(f), »2(l). Tim je FeSeni
Lagrangeovych rovnic (3,25) pfevedeno na Tefeni rovnic (3,30). Rovnice
(3,30) nazyvaji se Hamiltonovymi rovnicemt; jsou tzv. kanonickym tvarem po-
hybowjel rovnie (3,25). Vyhoda prace s kanonickymi rovnicemi (3,30) oproti
rovnicim (3,25) spodiva v tom, %e rovnice (3,25) jsou systémem diferencidlnich
rovnie druhého fadu pro hledané funkee n*(t) (¢ = 1, ..., m), zatim co rovnice
(3,30) predstavuji systém diferencidlnfch rovnic prvého Fadu.
Je titeba nyni ukazat, Ze rovnice (3,30) jsou ekvivalentni s rovnicemi (3,25).
Pak je viak titeba k rovnicim (3,30) plipojit definiénf vztahy (3,27), .. Z (3,27),
plyne pitedovsim

3

d oL
Po= i e ‘ 8.31)



Piepigme (3,27), na tvar

Lo, 9% = — Hn% 9%) -+ 5*
Podle nasi definice je vsak

H(?’]a, 77“) - Ij(na, pa('r/cs ,r}c))

L
b

a tedy ol
Lin®, %) = — H(np®, pa(n® 1)) + 4 P (%) -
Uzitim (3,30) dostavame dale
oL oH oH 0 2L
o = T pon Pt B
. 0* ot .
= Do — %° Pty + 40 e oip — Pa

Odtud a z (3,31) plyne pak ihned systém rovnic (3,25). Tim je prokdzina ekvi-

valence Hamiltonovych rovnic § Lagrangeovymi rovnicemi druhého drubu

v phipadd, Ze sily P= jsou konservativni. Tim je viak prokdzana soulasné
i

ekvivalence Hamiltonavych rovnic se viSemi piepisy pohybovych rovnic,
které jsme uvedli v pfedchozim — oviem za pfedpokladu, Ze jde o pole konser-
vativnich sil.

Poznamenejme jedté, ze funkce H(n°, p,) se nazyva funkci Hamillonovou,
zatim co funkei L(n¢, 7¢) tikdme funkce Lagrangeova. Souvislost mezi obéma
témito funkcemi najdeme velmi snadno. Z (3,29), (3,24) plyne

nd nl - aL
HZ*EHU—{’—’EPO‘L—}-U a—ﬁ?‘
Na druhé strané plyne z (3,24)
oL . oL
— 9% 2 e L Oy pepb L
’0“,,'711 2 gab 77 = 710 anc gab77 i 2‘Ekm
Plati tedy
H=— Ekiu + Epot + 2Ekin ’
tj.
]I - (Ekin + Epot) .
Dile jest, jak plyne z (3,30)
d oH oH
__}I:_f‘a P == e Pt 5HCY)
dt 31711 17 + apa pG pan + '7 pc O:

tj.
] H = konst.

4. ZAVER

Metodou, kterou jsme postupovali, bylo by moZno odvodit daldi prepisy
fundamentalnich pohybovych rovnic (2,15), napt. prepisy znamé v dynamice
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pod nézvem Jourdaintv a Gibbs-Appeliv princip, které viak maji vétsi dale-
zitost (pravé tak jako princip Gausstv) pro pfipad anholomnich vazeb, jimiz
jsme se nezabyvali. Nafe metoda je snadno aplikovatelnd téZ na velmi obecné
piipady anholomnich vazeb a pro tzv. Hamilton-Jacobiho teorii dynamickych
systémiui. Integralni principy mechaniky daji se béznymi metodami varia¢niho
podtu velmi snadno a striktné odvodit pomoci diferencialnich principa, jimiz
jsme se v praci zabyvali; geometrickd interpretace, které jsme pouizivali,
poskytuje i zde moZnost snazitho vykladu fady vysledki. Nejdalezitéjsi viak
na nafem postupu je to, Ze jde o symboliku a pracovni metodu pouzivanou
ve specidlni a obecné teorii relativity v aplikaci na klasickou mechaniku, coz
pravé usnadiluje snadné proniknuti do Einsteindvy symboliky a do zaklad-
nich myslenek teorie relativity.
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Peswome

OYHIAMENTAJ/ILHBIE IPUHIAIILI MEXAHURNU
U X 9KBUBAJTEHTHOCTD

OPAHTUIIERK HORMYKA (FrantiSek NoZicka)
(Hocrymuno B pefiaigmo 10/T1T 1958 r.)

B yuefnurax teopermueckonn QUIMKN M B KHHTAX 0 MCXaHUKC BLIBOMSITCSH
ypaBHeuwsl JBIGKCHUSI CHCTCMBI MATCPUANbLWLIX TOUCK, HOSYMHCHHONI ¢B:3N,
no-paszHomy. Hesap Hacrosumeid craThl 3aKIII0UaeTCH B BBIBOJ@ YPABHEHUI JBM-
JKCHMA TAKOH CHCTCMBL (B TOJOHOMHOM cJlyyae) TMyTeM ICOMeTPUUeciRoil HHTep-
IPETALNM 1 MCTOJIOM TCH30PHOIO MCUHCTEHMS UPH TOUHO CPOPMYTMPOBAIHLIX
T PCANOIOHKCHUAX. .
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ABTOD WMEXOMUT W3 OAHOTO (U3WYCCKOTO HPUHIMUITA, KOTOPBIH, B CYHIROCTH,
ABISLETCsL 0O0BEIMHCHNCM TAK HA3. ,,MCTOLA BO3BMO)KIILIX 1lepeMEIe il u ,, ipuu-
mrna JlamamOepa®, woropelit 3mect copMmyauposan TakuM o6pazoM, 4ToOHI
OH XODOTIO JOUATCH ¢ TOYRH 3PCITUA TCOMCTPRYCCLKOTO ToIIKoBarus. nmmenue
cnereMsl N MATCPHATILILX TOYOK, HAXOIATICHCH MOJ ICHCTBUCM BHEITHEX CHIL,
B 00BIKTOBCIIIOM CBRITUJIOBOM HIpocTpanctie By MOHO U3yvyaTh KaK JBIReH e
0;1HOI ,,a0cTPaKTHOI TouKI' 110 KPUBOI B eBRIMJOBOM IPOCTPAHCTRE pasMep-
noctu 3N. 1Ipy yesronmix, npusejieiHbX B palore, MOMHO JANITBIC TCOMCTPR-
YeCKUC CRASU JIANHOI CcHeTeMBl TOJIKOBATE KAK PCrYJsipHOe m-MepHoe MHOIO-
obpazue V,, (1 £m < 3N), norpyernoe B Hyy. Bes npoGiema cBopmres
K H3Y4CeHNIO ,, ABMHCHIA " 0/{HOH TOURM 10 KpuBoit MHorootpaswus V,,, pacnoyo-
ICNHOTO B Koy, VRoMauyThlil Bhime (Uanyeckuil IPUHTIIT ¢QOPMYITUPORAT
CITeAYIoONUM  00pasoM: '

»CHITBl, NePICIMKYIAPHBIC ¢BT3aM, e TPHHAMAIOT B JIBIGKCHUNE yIaCTHI.
Vpasaenus Apukeis Huorona suimomisiiores JOKAILHO — B KACATCIbIOM
npocrpanerse MuorooOpazua F. ¢

ITa AKCMOMA BMECTe ¢ OOBIUHLIMU PUBHUECKIMY HOHSITHAMN BPCMCHU, CKO-
POCTH, VEROPCHITA W CHITBL TPCIICTABIACT BCE TO, WTO HOCHT B pabore Gusnuccrnia
Xapakrep M Uero BILOJIHE JIOCTATOUHO K BRIBOAY HaubOlerc H3BeCTHRIX udepen-
nUanNLHEX 3aronon ppmkenus (npunnnn JanamGepa, ypasucuns Jlarpaisa
HepBOro W BTOPOro poj@, npusmun ayeca m lepua, ramoRmueckue ypanne-
st CaMuibToHA) M K JI0KQB3aTeIbeTBY UX SKBUBAJCHTHOCTH. Martemarideckast
GopMYIHPOBRA BLICKABANITOTO (UANYECROTO NPUHITLIA TPUBOINT HAC HETOCPCIl-
CTREHIO K ,, VHUBCPCANLHBIM® YPABHEHUAM JIBIRENMSL CPABUNTCIBHO TPOCTOTO

BIIA
dne
de

HPIUCM CMBICGT CHMBOITOB UOPOOIIO magosicen 8 rercre. TipeoGpasyst pasmir-

V., = BIPC, a=1,...,m,

ALIMIL TTOJIXO;UTIITMIT MaTCMATHYCCKIMLEL TIPICMAaMIT DT ypaBUeRIsl, Oy M
DHTHPOBAHHLIC BLHITIC RJIACCHYCCRUC (I)ITBH‘-IC(‘,HUC ITPHNWITBL.

Résumé

LES PRINCIPES FONDAMENTAUX DE LA MECANIQUE
ET LEUR EQUIVALENCE

FranTISERK NOZICKA

(Regu le 10 mars 1958.)

Les équations du mouvement d’un systéme de points matériels, soumis
aux liaisons géométriques données sont déduites dans les manuels de physique
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théorique au moyen de méthodes différentes. Le but du présent article est
la, déduction des équations du mouvement d’un systéme matériel considéré
(dans le cas holonome) & l'aide de I'interprétation géométrique et de la méthode
du caleul tensoriel (sous les suppositions mathématiques exactes).

L’auteur prend pour la base un seul principe physique qui n’est au fond
qu'une réunion du principe des vitesses virtuellese ¢t du principe de d’Alem-
bert. Ce principe est présenté de facon & étre compréhensible du point de vue
de I'image géométrique. '

Le mouvement d’un systome de N points matériels dans Pespace eucli-
dien ordinaire F; qui subit Uinfluence de forces extérieures, peut étre étudié
comme un mouvement d’un seul ,point abstrait’ dans un espace eucli-
dien & 3N dimensions. Sous les suppositions faites (dans le texte tchéque),
on peut interpréter les liaisons géométriques données comme une variété
réguliére V,, m-fois étendue (1 == m <2 3N) plongée dans H,y. Alors, le probleme
proposé se réduit & I'étude du mouvement d’un seul point le long d’une courbe
dans H,, située sur V. Le principe physique cité plus haut est formulé de la
fagon suivante:

,,Les forces perpendiculaires aux liaisons géométriques du systéme matériel
donné ne prennent pas part a son mouvement. Les équations de Newton
du mouvement sont satisfaites localement — dans Pespace tangent de la
variété V.

[’axione énoncé et les notions courantes en physique comme le temps,
la vitesse, I'accélération et la force, c’est tout, ce qui est de nature physique
dans cet article; cela suffit pour en déduire les principes mécaniques différentiels
ordinaires (le principe de d’Alembert, le principe de Gauss, le principe de Hertz,
les 6quations de Lagrange de la primeére et de la seconde espéce, les équations
canoniques de Hamilton) et pour prouver leur équivalence. La formulation
mathématique du principe considéré méne immédiatement aux équations
,,universelles’ du mouvement, qui sont de la forme suivante, trés simple,

dn®
| e
(avee la signification des symboles déerite dans le texte tchéque). En tran-
serivant ces équations de fagon convenable on parvient aux principes différentiels

v = BelPC, a—=1,...,m

’

classiques du mouvement cités plus haut.



		webmaster@dml.cz
	2020-07-01T21:27:43+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




