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SVAZEK 5 (1960) APLIKACE MATEMATIKY CIsLo s

CLANKY

ZAKLADNI PROBLEMY TEORIE PLASTICITY

PaveL Starik
(Doslo dne 30. dubna 1959.)

Price je preblednym délankem o novych vysiedeich matematické
teorie plasticity. Zvlastni pozornost se vénuje energetickym metoddm
a tlohdm, majicim vyznam pro praxi.

1. UVOD -— VLASTNOSTI PLASTICKYCH TELES

Na zacitku bude uZiteéné ¥ici néco o rozdéleni problémi teorie plasticity
na zakladé raznych hledisek.

Nejdiive zatneme materidlem. Abychom méli na mysli néco konkrétniho,
mluvme t¥eba o zdvislosti mezi napétim a deformaci pfi zkousce prutu na tah.

napét/
v,
napet:

. mez
prataZnosti

deformace ) ageformace

Obr. 1a. Obr. 1b.

V podstaté se v teorii plasticity pracuje jednak s materidlem, ktery se chovi
idedlné plasticky (tim se rozumi, Ze pii postupném zatéZovani lze zminénou
zavislost vyjadiit dosti piesné zplsobem uvedenym na obriazku la), jednak
s materidlem, kde p¥i rostouci deformaci dochdzi ke zpevnéni (obr. 1b). Po-
dobné diagramy také dostaneme i pro obecnsjdi ptipady. Obrizky la,b
mohou pak predstavovat také zavislost mezi tzv. zobecnénym mnapétim
a zobecnénou deformaci u téles obecného tvaru a pii sloZitéjdim zpisobu
namahéani. O tom bude mluveno niZe.
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Nyni se budeme nejprve zabyvat teorii idealné plastického télesa. Tato
teorie je podstatné vice rozpracovéna nei teorie télesa s existujicim zpev-
nénim materialu. Ve stadiu, kdy v daném bodé muZe deformace mit prvni
plastické piirastky, jsou zde slozky napéti vazany rovnici, ktera se nazyva
podminkou plasticity. Podobné jako pruiné konstanty mé i podminka plasti-
city experimentalni zaklad, z néhoz vychdzi jeji matematickd formulace.
K faktu, Ze tato podminka je formulovana ve slozkach napéti, atkoli znamend
kvalitativni zménu vzhledem k pFirastkim deformace, se jedté vratime. Dalsi
zavainé rovnice — tzv. fysikalni vztahy — uddvaji zavislost mezi slozkami
napéti a deformace resp. jejich piirtstky. Na rozdil od teorie pruznosti neni
obecné tato zavislost vzajemné jednoznaéna. Riizna zpracovani teorie plasti-
city se lisi navzajem praveé riznou formulaci podminky plasticity a fysikalnich
vztahl.

Druhym piipadem, jimz se v teorii plasticity zabyvame, je téleso, kde do-
chazi ke zpevnéni materidlu p¥i rozvijeni deformaci. Podminka plasticity —
ve smyslu uvedeném u prvniho drubu téles — se zde pfimo neformuluje, i kdyz
Ize napsat ji obdobné rovnice, jeZ se viak méni se vzrtustajicim zatiZenim. Za
piedpokladii vzhledem k zatiZeni, jeZ uiivaji nékte¥! autofi, shoduje se v pii-
padé zatéZovani teorie plastického télesa ,,se zpevnénim® s teorii nelinedrné
pruzného télesa. Jako v piipadé plastického tedeni formulujeme i u télesa se
zpevnénim obdobné fysikalni rovnice. Dile se v obou p¥ipadech potitd s téle-
sem isotropickym, jez je pied zatéZzovanim v pifirozeném, nenapjatém stavu.
O dulezitosti historie zatézovani bude zminka niZe.

Nyni budeme mluvit o &lenéni dloh z hlediska velikosti deformaci. Kon-
krétné budeme mit na mysli idedlné plastické téleso ,,bez zpevnéni®.

Podle toho, jak je pokrodila plastickd deformace, rozeznavame tlohy o plas-
tickém tedeni (nebo tzv. neomezenych plastickych deformacich) a Glohy o ma-
lych pruzng-plastickych deformacich. Prvni piipad se vyznaduje tim, Ze
velikost plastické ¢asti deformace prevysuje velikost &asti pruzné do té miry,
e hodnoty pruiné deformace mohou byt zanedbany vedle hodnot deformace
plastické. Timto typem tloh se zabyvd mnoho autord a byla mu vénovana
velkd pozornost zvla§té ve specidlnim pFipadé pii tzv. rovinné deformaci,
o niz se bude dale mluvit. Pokud se v télese vedle oblasti s pokroéilym plastic-
kym tetenim vyskytuji také oblasti pruzné, jsou ve smyslu zanedbéni pruz-
nych deformaci povaZovany za dokonale tuhé a mluvi se pak o koncepci
tuho-plastického télesa.

Pii velkych plastickych deformacich je vyhodné pracovat misto s hodnotami
deformaci s hodnotami rychlosti deformace. Pii poditani s deformacemi je
totiZ t¥eba vyjadiit jejich hodnoty vzhledem k jistému znamému pocatednimu
stava deformaci (napf. nedeformovanému télesu) a tyto relativni hodnoty
mohou dosdhnout takové velikosti, Ze je tfeba poditat s vy&simi derivacemi
premisténi podle soutadnic a ne jen s pryvnimi parcidlnimi derivacemi, jak je
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tomu pil malych deformacich. Tim by se rovnice natolik zkomplikovaly, Ze
jejich aplikace na konkrétni problémy by méla malou nadéji na dspéch.

Rychlosti deformaci miZzeme poditat jednak jako derivace deformaci podie
tasu, jednak mtZeme rychlosti deformace vztahovat p¥imo k okamZitému
stavu deformovaného télesa, takze nepotiebujeme zddnou pomocnou zikladnu
k odeitani relativnich hodnot deformace. Tento druhy zplisob d4vd mnohem
jednodussi vztahy. Rozdil je tu jen pii velkych deformacich, pfi malych defor-
macich vedou oba zplsoby uréeni rychlosti deformaci na stejné vysledky.

Pii plastickém tedeni lze za uréitych predpokladii urdit v télese celkem snadno
polohu plosek, podle nichz phsobi tangencidlni napéti maximalni a pritom
konstantni velikosti. Potom rozbor stavu napéti a rychlosti deformaci neéinf
obvykle jiz obtizi. Ulohy o plastickém te¢eni byly zkouméany mmnoha autory
pro rovinny stav deformace a rovinny stav napjatosti. Zvlasté pro prvy pii-
pad je teorie hodné propracovana.

Podstatné slozitéjsi je situace u druhého typu tloh idedlné plastického té-
lesa. Tento druhy pripad — pii déleni podle velikosti deformaci — je charakte-
risovan skuteénosti, Ze pruzné a plastické deformace maji velikost ,,stejného
Fadu®. Takovy typ tloh je pravé pro stavebni praxi nejdilezitéjsi, nebot
tvolf pfechod mezi situaci, kdy téleso je namahano jen pruzné, a stavem, kdy
téleso (nebo jeho ¢ast) je ve stavu plastického tedeni a z hlediska konstruktiv-
niho je jiz nepottebné.

Je-li nap¥. na povrchu télesa dano zatiZzeni jako monotonni funkee jednoho
parametru £, je az do uré¢ité hodnoty ¢, tohoto parametru téleso ve stavu pruz-
ném. Pro hodnoty vétsi nez f, vznikne jedna nebo nékolik plastickych oblasti,
a tak existuje jistd hranice, jez oddéluje od sebe pruznou a plastickou oblast.

Pri dalsim zvétSovini ¢ mhZe postupné dojit k zplastizovani celého télesa.
Dostavame stav ,,poéinajiciho plastického teceni” s omezenymi plastickymi
deformacemi, za nim# ndsleduje piipad neomezeného plastického tedeni,
o némz jsme se jiz zminili. Jest vSak t¥eba poditat i s moznosti, Ze k plastickému
teteni mize dojil jen v C¢asti télesa, jehoz zhbyvajici ddst je jesté ve stavu
pruzném. V obou piipadech je stav poéinajiciho plastického teéeni charakte-
risovan tim, Ze pii jisté konstantni hodnoté t = ¢; je moné dal§i nariistani
deformace, tj. nastupuje plastické teéeni télesa neho jeho tasti. Hodnota ¢,
vede pak na hodnotu mezniho zatiZeni, které bychom poti¥ebovali znat [1, 7,
12].

Obecné metody pro uréeni hranice mezi pruznou a plastickou oblasti zatim
nejsou. Podafilo se tuto hranici uréit v p¥ipadech, kdy predem zname jeji
tvar (osové symetrické roury s konstantnim pietlakem apod.) [6, 18, 33]
a v n¢kterych dalsich specalnich tlohach (prosté krouceni aped.). Jeou viak
vypracovany metody, které davaji v urditych piipadech odhad pro hodnotu
mezniho zatiZeni, aniz by zkoumaly predchozi pruzné plasticky stav [33].
Témito metodami se budeme zabyvat v dalst ¢asti tohoto ¢lanku.



To, co zde bylo zatim Fedeno, mélo mit informativni charakter, a v dalsim
bude tteba definovat nékolik pojma a pripomenout nékteré zakladni rovnice
matematické teorie pruZnosti, aby bylo moZno hovorit piesnéji.

2. ZAKLADNI ROVNICE TEORIE PLASTICITY

Nejdifve zavedeme oznaleni. UvaZované téleso vztahujeme k zvolenym
piimym pravouhlym osdm a body télesa oznaéime stejné jako jejich soutad-
nice — totiz x;. RovnéZ sloiky uvaZovanych vektort a tensor@t oznadime
stejné jako piisludné vektory a tensory. Podle toho znamenda

u, vektor premisténi,

v; vektor rychlosti pfemisténi,

p; vektor vnéjiiho spojitého zatiZeni,

n; vektor jednotkové vnéjsi normaly (a tedy i smérové kos.),

I jednotkovy tensor,

&;; tensor deformace,

o,; tensor napéti,

e,; devidtor deformace,

s,; devidtor napéti,

(pokud neni jinak uvedeno je ¢ =1, 2,3, j = 1, 2, 3).
Dale oznadujeme stiedni napéti jako o, kde

0= 40,
a stiedni deformaci jako ¢, p¥i ¢em% & = 1¢;,. Cas oznatujeme {. Zménu teploty
a objemovou vdhu téles nebudeme zde uvazovat. Uvedené pojmy potiebuji
nékters vysvétleni: ;

Tensor deformace se obvykle rozkladd na tensor deformace objemové
a tvarové. Slozky prvého tensoru charakterisuji objemovou zménu uvazo-
vaného elementu, slozky druhého tensoru — ktery se nazyva devidtorem
deformace — popisuji tvarovou zménu elementu p¥i konstantnim objemu.
Plati tedy

g, =¢.1+e;.

Podobné rozkladame také tensor napéti, takze devidtor napéti, jenz obsahuje

slozky napéti zpusobujici tvarovou zménu elementu, je definovan rovnici
8;5 = a,; — ol .

Pti rychlosti deformaci uzivame oznadeni ¢,;, tzv. Sasové zmény napéti zna-
&ime o;; apod. Pro malé deformace plati zndmé vztahy

, e — 1 {ou, o . lfow, | ov
T o \bw, e, ) 0T 2\ew, " ox) -

Dalsi imluvy ohledn® oznadeni{ budou uvedeny na ptislu§ném misté v textu.
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Nyni mazeme piistoupit k formulaci zakladnich rovnic. Piedeviim z teorie
pruZznosti budeme potiebovat diferencialni rovnice rovnovahy na elementu

)

‘;‘; — 0 (i dive, = 0)

a statické okrajové podminky
(2) Pi == 0Oy,

Upozornujeme, Ze i podminky spojitosti deformaci — tzv. podminky kom-
paktibility -~ zustavaji v platnosti i v teorii plasticity, pokud jsou oviem
vyjadieny ve slozkach deformaci a uvaZuji spravné jejich velikost.

Zbyvaji tedy jesté fysikalni rovnice, které v teorii pruznosti jsou vyjadieny
zobecnénym Hookeovym ziakonem, ktery se pise napf. ve tvaru
(3) , 8 = 20, ,
kde @ je modul pruZnosti ve smyku. -

Je vhodné ve vztazich (3) zavést rychlosti napéti a deformace, protoze ve
fazi pruing plastické navazuji na Hooketv zédkon slozitdjsi fysikélni vztahy,
jez pracuji obvykle s piirastky (rychlostmi) deformace.

Zkougkami bylo prokazéno, Ze objemova deformace elementu na rozdil
od deformace tvarové je zalezitost téméf vyhradné pruina, a tak vSechny
teorie plasticity zanedbavaji plastickou ¢ast .

Dalsi uzivané zjednoduseni u fysikédlnich vztahi spodiva u nékterych autori
v tom, Ze zanedbavaji objemovou deformaci vibec. Poditaji tedy s télesy
,,nestladitelnymi®.

Konetné jesté vétsl zjednodufeni fysikdlnich vztahii znamend zanedbani
pruznych &asti slozek deformace vibec — tedy nejen u deformace objemové,
ale i u deformace tvarové. To je mozné v takovych piipadech, kdy ve srovnéani
s plastickymi deformacemi jsou pruzné deformace velmi malé.

V dal§im se budeme odvolivat na tyto nejuzivanéjsi fysikdlni rovunice
(jez oviem plati teprve od vzniku prvych plastickych deformaci): ’

Rovnice PRANDTL-REUSSOVY maji tvar [33, 11]

(4) 2G¢;; = &;; + As;;, (¢ = konst. o),
kde 1 je jisty kladny skaldrni soudinitel zavisly na f a ;. Tyto fysikdlni vztahy
uvaZuji véechny druhy pruZné deformace. Plastické ¢asti sloZek deformace
jsou zavislé od stanoveni funkce 4. Poudijeme-li totiz rozdéleni €,; na tast
pruznou a plastickou, tj.

- 6= i+ b,
je predevsim podle Hookeova zikona

(4a) 2065 = §,
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a déle podle (4) je
(4b) L O2GEr = s,

Dalii nejznaméjsi fysikalni rovnice pochazeji od Mismsa [33, 11]. V téchto
rovnicich se zanedbava jak pruznd deformace objemova (takze €,; = &;), tak
i pruzna deformace tvarovd (takie e;; = &Py). Tyto rovnice maji tvar
(5) &1y = 1S5,
kde g je zatim nezndma funkce podobné jako 1. Ma tedy e,; tenty? vyznam jako
é?' v rovnicich Prandtl-Reussovych a rovnice Misesovy jsou protéjékem

i ; vl I} 1
rovnic (4b).

Nakonec uvedeme jesté fysikdlnj vztahy HeENckYHO [22]
(6) €5 = .8, (¢=konst.o),

kde y je jistd funkce imérnosti. Tyto rovnice poditaji i s pruznou éasti slozek
deformace.

Jak v rovnicich Prandtl-Reussa, tak v rovnicich Henckyho se nékdy za
udelem zjednoduseni vypodtu zanedbavi celd objemova deformace. Vztahy
uvedené v zdvorce pii rovnicich (4) a (6) pak pozbyvaji smyslu (konstanty
umeérnosti spolu s ¢ maji v tomto piipadé nulové hodnoty) a stejné tomu tak
je vidy v rovnicich Misesovych.

Pokud s objemovou deformaci poéitdme, dostaneme hodnotu konstanty

1 — 2v

imérnosti z Hookeova zdkona. Vyjde ¢ = —5 % kde # je modul pruznosti

a v je Poissoniv pomér.

Nejprve v celé dal§i ¢asti probereme idealné plastické téleso bez zpevnéni
materidlu. Po dvodnim seznameni s rovuici, zvanou podminka plasticity,
a rozebrani fysikalnich vztah®, odli§ime teorii malych pruiné-plastickych
deformaci od ptipadu neomezenych plastickyeh deformaci.

3. PODMINKA PLASTICITY

Podminka plasticity se dd povazovat za kriterium, které udava, jaké sesku-
peni slozek napéti v uvazovaném bodé télesa znamend zadatek plastického
deformovani. Tato podminka se bere stejna pro viechny body homogenniho
télesa.

Formulace podminky plasticity ve tvaru rovnice je udavana raznymi
autory odlidnym zpisobem. Nékteré vlastnosti jsou viak spoletné: Napisme
rovnici vyjadiujici podminku plasticity ve tvaru

Ho;;) = 0.
Tvar této funkce bude ovlivnén skuteénosti, ze uvaiujeme téleso isotropické ——
f musi byt tedy nezavislé na pootodeni systému soufadnic. Ddle podminka
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plasticity nezdvisi od velikosti hydrostatického tlaku, takZze misto sloZek
tensoru napéti pouzijeme sloZky devidtoru napéti. Dalsimi davahami se dojde
k zavéru, ze f musi byt funkef invariant@t devidtoru napéti.

Pozndimka: Pojmem invariant tensoru (devidtoru) napéti se oznaduji
koeficienty pfi jednotlivych stupnich neznamé v kubické rovnici, z niz uréu-
jeme hlavni napéti o,, o4, 03 (vesp. 8. 85, §3). Oznadime-li invarianty devidtoru
napéti jako D,, D,, Dy, je

o g 1 .
D=8, Dy=153s58,;, Ds= 1588,
Xé'
e G,
- X,
dx,
dx,
————— G’;r G‘u
G:g R p————
X, X
Obr. 2a. ' Obr. 2b.

Podle definice sloZek devidtoru napéti je s;; = 0, a proto se politd jen s inva-
rianty D),, Dy. Pro invariant D, se uvadéji ndkteré fysikalni interpretace (na
zakladé ,,oktaedrického smykovéhe napéti 7., ¢ mérné tvarové prace).
Plati D, = 375, (0 pojmu 7y, viz str. 331).
MiZeme tedy psit

f(Dza Dy) = 0.
Nejvice uzivand je podminka plasticity Misesa

Dy — =0,

jejiz prednost je jak v jeji jednoduchosti, tak i ve velmi dobrém souladu
s vysledky zkouSek. Smysl konstanty & vyplyva napi. ze specidlnf rovinné
napjatosti v piipadé tzv. ,8istého smyku* (obr. 2a). Zde D, = 1s,,8,; = o3,
takie k = |oy,|. Konstanta k tedy piedstavuje tu hranici tangencidlniho
napéti pii distém smyku, pti které nastupuje plastickd smykova deformace.
Podobné pfi namihani v prostém tahu (obr. 2b) vychazi podminka plasticity
ve tvaru
%‘0';31 — k=0,

odkud lze k porovnat s napétim na mezi pritaznosti o, Plati o, = k|/3.

Vedle Misesovy podminky se hodné uziva starsi podminky TrESca-ST.
VENANTOVY, jer vychdzi z pledstavy, Ze pii plastickém deformovini ma
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nejvétsi hlavni smykové napéti konstantni hodnotu rovnajici se maximdlnf
velikosti smykového napéti pii ¢istém smyku, tj. k. Tato podminka vyjadiena
ve tvaru f(D,, Dg) = 0 predstavuje dosti sloZity vyraz, a také jeji ovéfent
zkouSkami davé veelku méné piiznivé vysledky neZ rovnice odvozend Mise-
sem.

Trescova podminka plasticity se dd vyhodné uiit tehdy, jsou-li znéﬁly
sméry hlavnich napéti. PiSeme ji pak ve tvaru

max (|8; = 8|, |5, — 83|, |83 — sy]) = 2k .

U télesa, kde nedochazi ke zpevnéni materidlu, je podminka plasticity
neodvisld od priabéhu plastickych deformaci, takze pokud vyloutime piipad
odtizeni, musi platit

f=0.

Podminku plasticity obecného typu lze geometricky interpretovat jako
»plochu’ v prostoru, jeho# soufadnicemi jsou slozky napéti o,; resp. 84; [3, 12,
32]. Tyto ,,plochy* musi byt konvexni.
Zajimavé je geometrické vyjadieni
Misesovy a Tresca-St. Vénantovy pod-
minky plasticity v tzv. Higua-WESTER-
GAARDOVE prostoru, jeho# pravonhlé
osy soufadnic tvofi sméry hlavnich
napéti v uvaZovaném bodu télesa
(obr. 3). -

Misesova rovnice piedstavuje vtomto
prostoru valcovou plochu o poloméru
valce r = k|/Z a ose valce g, = 0, = 0.
Tresca-St. Vénantova rovnice je zobra-
zena pravidelnym Sestibokym hrano-
fem, vepsanym do zminéného kruho-
vého valce.

Napjatosti v kazdém bodé télesa odpovida jisty bod v High-Westergaardové
prostoru. V pfipadé, kdy v uvaZovaném bodé probihaji plastické deformace,
lezi jemu odpovidajici obraz na ploe zminéného valce nebo hranolu.

Znaménka u invariant@ vystupujicich v podmince plasticity volime tak,
ze pro piipad, kdy deformace v uvaZovaném bodé maji pruzny charakter,
plati f(D,, Dg) << 0. Podle toho pruinému namdhani v jistém bodé télesa
odpovidd v High-Westergaardové prostoru néktery bod lezici uvniti vdlce
resp. hranolu. Body vné téchto ploch nemohou pfedstavovat napjatost v zad-
ném bodé télesa (u néhoz neuvazujeme zpevnéni materialu).

Podminka plasticity patii vedle rovnic (1) a (2) k zakladnim rovnicim pii
uréovani napéti v télese. Skutetnost, Ze je formulovina ve slozkdch napéti,
se vysvétluje tim, %e stav prvnich plastickych deformaci navazuje spojité na
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stav pruZny, p¥i kterém lze deformaci v uvazovaném bodé télesa vyjadiit
jednoznaéné pomoci sloek napéti v tomto bodé.

Dosud jsme mluvili o splnéni podminky plasticity v jistém bodé télesa.
Jakmile slozky napéti v n¢jakém bodé splinji podminku plasticity, zadéne
v okoli tohoto bodu vznikat oblast, v niZ se uplatiiuje vedle pruzné i plasticka
deformace. Se zvétSovanim zatiZeni se pak postupné rozviji oblast plastické
deformace a zachvacuje stale vétsi cast télesa. Pfitom zbyvajici pruzné
oblasti zabrahuji vznikédni vétdich plastickych deformaci, aviak postupné
toto ,,zdrzovani® slabne a nastupuje stav plastického tedeni, jehoz ,zadatek*
odpovidd meznimu zatiZeni.

Protoze jesdté i zatiZeni velmi blizké k meznimu vyvolava plastické defor-
mace, jejichZ velikost je srovnatelnd s velikosti deformaci pruznych, ozna-
¢ujeme celou tuto fazi — podinajici splnénim podminky plasticity v prvém
elementu télesa a kondici vznikem stavu plastického tedeni — jako pruzné-
plastickou. Uvazujeme-li vugjsi zatizeni jako rostouci funkce jednoho para-
metru ¢, je pruzné-plastickd faze charakterisovana jistym intervalem ¢,, f,,
plitemz hodnota ¢; uddva rozmezi pruzné a pruzné-plastické faze a hodnota
t, podobné fize pruiné-plastické a plastického tedeni. Pii rozvijejicim se
plastickém tedeni hodnota parametru ¢ jiz dale nestoupi. Je tedy vznik
plastického tedeni charakterisovan jevem, Ze poprvé je mozné nartstani
deformace pfi konstantnim zatiZeni.

Rekli jsme ji%, %e fazi plastického tedeni specialng p¥i rovinné deformaci
a napjatosti byla vénovana daleko vétsi pozornost nez fazi pruzné-plastické.
Je to hlavné proto, Ze pii plastickém tedeni 1ze vychazet ze znaéné jednodus-
gich fysikdlnich rovnic, jez dostaneme zanedbanim velikosti pruZné d&asti
deformace. Pouziva se tu obvykle fysikalnich vztahtt Misesovych, pficemz se
ukazuje, ze pro aplikaci téchto vztahlt neni tfeba znat poméry v piedchozim
pruzné-plastickém stavu. Poukazuje se viak na skutednost, Ze je mozZno si
predstavit pfipad, kdy k plastickému tedeni télesa specidlniho tvaru dojde jen
v jeho ¢asti, zatim co zbyld ¢ast zastdva ve stavu pruzném. V takovém pii-
padé by pak zkoumani faze plastického teéeni musil predchazet podrobny
rozbor fdze pruzné plastické [33].

Dosud jsme probirali ptipad, pii némsz slozky zatiZeni ve vSech bodech
télesa jsou monotonnimi funkcemi jediného parametru. Vétéinou se pak Fesf
jen piipady tzv. Gmérného zatézovani, kdy viechny slozky vnéjstho zatiZeni
rostou navzajem mérné.

Timto zjednodulujicim omezenim se sleduje cil, aby pfi vypoétu nebylo
t‘eba mit na zreteli historii zatéZovini a deformace — ovSem jestd za pied-
pokladu, Ze pied danym procesem nebylo nikdy diive zkoumané téleso na-
mahano az ke vzniku plastickych deformaci.

Otazky odtézovani z plastického stavu a otazky opakovaného zatizeni

\]
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piinaeji s sebou daldi problémy. Uvedme alespoi, Ze dosti malé odtéZovani
probihd pruzné, tj. pii platnosti Hookeova zakona. Podrobné se lze s témito
otdzkami seznamit v literatufe [4, 21, 28].

4, FYSIKALNI VZTAHY

Nyni se vratime k fysikdlnim rovnicim. Pavodné se fysikalni rovnice uva-
Zovaly jako nezavislé od podminky plasticity [32]. Potom se pieslo k teorii
tzv. plastického potencidlu, kde plasticky poteacidl je jistd dand funkee slozek
napéti [5, 9, 23, 32 aj.]. :

Nejznamgj§i teorie plastického potencidlu pracuje s levou stranou podminky
plasticity f(s,;) jako s potencidlni funkei. Podle této teorie je

of . -of -
deft = v 7 rvesp. P o= T
817 30'” P Ei] aa.“ 4
kde », »" jsou néjaké funkce umérnosti.

Teorie plastického potencidlu udava tedy vztah mezi piiristky plastické
deformace a piisluSnym napétim. Ma dulezitou geometrickou a fysikilni
interpretaci v prostoru, jehoZ soufadnicemi jsou slozky napéti. Zatim uvedme
alespon zakladni piiklad:

Za potencial f vezmeme funkel odpovidajici Misesové podmince plasticity:

f= 388 — &*.
Podle teorie plastického potencialu vyjdou fysikalni rovnice ve tvaru
éi?i.' = v'8;; .
Dostavame tedy vztahy, které jsou v souhlase s rovnicemi (4b) a (5). U Prandti-
Reussovych vztah staéi poloZit

’

v
A= 50
u vztahtt Misesa u = »'.

Funkee 4 a y lze z fysikalnich rovnic eliminovat s pouzitim podminky plasti-
city se z¥etelem na pledpokladané vlastnosti materialu. U materidlu idedlné
plastického s podminkou plasticity podle Misesa lze napt. vyloudit i z rov-
nice (4) pomoci vztahu

f=0 ¢ili s,5,=0.
Vyjde
G

4= B 8645 -

Podobné pro p dostaneme rovnéz na zakladé Misesovy podminky plasticity

yc L. .
=" kde = 5 Fuikis -
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Na zdklad® urtenych funkei 4 a 4 je vidét; Ze rovnice (4) jsou homogenni
rovnice 1. stupné vzhledem k rychlostem deformace a ¢asovym zméndm
napéti, rovnice (5) jsou pak homogenni nultého stupné viiéi rychlostem de-
formaci. V obou piipadech je tedy napéti dosazené na konei pietvotovaciho
procesu nezavislé od doby, po kterou tento stav trval. Dale lze vyuzit vlast-
nosti, Ze rovnice (4) a (5) jsou homogenni vzhledem k derivacim podle éasu,
k tomu, Ze se ¢as nahradi jinym parametrem, ktery s éasem monotonné vzrista
a je charakteristicky pro okamzity stav deformace.

Prandtl-Reussovy vztahy vyjadiuji jednoznaiéné §,;, jsou-li déna o,; a &,
Jsou vhodné pro poéitdni pruzné-plastického stavu v télese. Pro velké defor-
mace davaji piflis slozité vyrazy, nebot vzhledem k respektovani pruznych
deformaci nelze rychlosti vztahovat k pietvotenému stavu télesa.

Misesovy vztahy (5) jsou vhodné naopak pro stav plastického tedeni, nebot
davaji totéZ jednoduché vyjadreni pro malé i pro velké plastické deformace.
Pokud poéitame rychlosti vzhledem k deformovanému télesu, je ovSem tieba
formulovat okrajové podminky téz na deformované hranici.

Zabyvejme se dale otdzkami napjatosti a pretvoieni télesa, v némZ nedo-
chézi ke zpevnéni v prabéhu plastické deformace. Cast povrchu télesa, kde je
dédno zatiZzeni pomoci vektorové funkce p;, oznaéme §,, a obdobné S, bude
piedstavovat tu cast, kde jsou predepsiny rychlosti.

Pro objasnéni problematiky vezmeme napt. otdzku napjatosti v télese
pii daném zatiZzeni, které jiz prestoupilo hranici, kdy rovnovaha mohla byt
udrZena jen p¥i pruzné napjatosti a deformaci.

Pro napéti jsou predepsiny rovnice rovnovahy (1), okrajové podminky
(2) na 8, a koneéné podminka plasticity ve tvaru nerovnosti f = 0 (<< plati
v pruzném oboru). Poda¥i-li se nam udélat navrh napjatosti, je? tyto podminky
spliiuje, neznamena to, Ze jiZ mdme spravné feSeni. (UkdZe se, Ze mame jen
teSeni ,staticky piipustné™.) V teorii pruznosti bylo t¥eba vzit v Gvahu jedté
podminky kompaktibility. Zde vSak formulovat tyto rovnice pro slozky
napéti je vesmés nemozné. Mame vsak jiné prosttedky, které pomihaji po-
soudit spravnost feseni, a to extremalni principy teorie plasticity.

5. EXTREMALNI PRINCIPY

Formulace extremalnich principt je zavisla od mnoha faktora: od druhu
napjatosti, podminky plasticity (event. jesté podminky zpevnéni u neidedlné
plastickych téles), fysikdlnich vztahlt s uvaZovanymi zjednoduSenimi, od
okrajovych podminek aj. [9, 11, 12, 26, 30 aj.].

K objasnéni podstaty véci vezmeme obecnou prostorovou napjatost u idedlné
plastického télesa pii Misesové fysikalnich rovnicich (5) a Misesové podmince
plasticity [33].
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Ulohu formulujeme takto: Pfi daném zatizeni p, na S, a rychlostech v, na
8, pfedpokladejme, Ze téleso je celé ve stavu plastické napjatosti. Je tfeba
najit podminky (uvedeme je ve tvaru vét), které odlisuji skuteény stav
napéti resp. skuteény stav rychlosti deformaci od viech ,staticky p¥ipustnych*
stavli napéti resp. , kinematicky pfipustnych® stava deformace.

Je téeba definovat nové zavedené pojmy:

Staticky piipustny stav (pole) — oznageni o}, — musi mit tyto vlastnosti:
1. a ; spliuje v kazdém bodé stat. podminky rovnovahy (1),

2. na 8astech S, spliiuji of; okrajové podminky (2) pro dané zatizeni
3. ve viech bodech télesa je splnéna podminka plasticity Leosl; — k2 = 0.

Kinematicky moznym polem rychlosti deformace &¥; se nazyva pole, pro je-
hoz vsechny body plati:

1. &} jsou odvozeny z tychlosti v¥, jez spliinji podminku nestladitelnosti

6vi

il divo¥ =
8:1" ¢

2. o¥ spltinji okrajové podminky na ¢asti S,,.
K tomu je tteba poznamenat, Ze je pole skuteénych napéti staticky ptpustnym
a pole skutetnych rychlosti deformace kinematicky piipustnym. Na tomto
zakladé lze vyslovit véty:
Pole skutetnyjch napéti v télese se lisi od véech ostatnich staticky pFipusingch
poli tim, Ze Eind vijraz
JO = faut(n ds

mazxindlnim.
Pole skutecnijch rychlostt deformace je odlidné od vdech kinematicky pripustnijch
poli ttm, Ze vyraz

K* = k|2 f Veres av — [pa*ds

é
md pro skutecné pole minimdlni hodnotu.

K tomu nékolik pfipominek. Predeviim vyraz pro J°lze upravit na jednodussi
tvar :

= [plv,dS .
8

kde p] predstavuje fiktivni zatiZeni na S, odpovidajici poli o};. Podle toho mé
byt tedy na §, vykon vnéjsich sil — odvozenych podle rovnice (2) ze sta-
ticky piipustného pole oy; — na danych rychlostech »; maximalni pro skuteéné
pole a,;.

Vyraz pro K* lze opét upravit tak, aby jeho fysikalni vyznam byl bliZi.
Jak lze snadno odvodit, plati

. . o
9 .2
~€i5 €5 T Yokt >
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kde y,. predstavuje rychlost oktaedrické smykové deformacel), a protoze
oktaedrické napéti v, lze vyjadfit pomoci vatahu

2
Tokt = %81'.781']' H

plyne z podminky plasticity & = 7, V 3. Dile pak s ugitim téchto rovnic
plati

Ve = Viran
Podle toho prvy ¢len ve vyrazu pro K* predstavuje az na konstantu dmérnosti
vykon smykovych oktaedrickych napéti na ptisludnych rychlostech smykové
deformace a to pro celé téleso.

Protoze Misesovy vztahy (5) jsou homogenni nultého stupné viudi rychlo-
stem deformace, odpovida podle (5) skuteény stav napjatosti o,; nejen sku-
teénému stavu rychlosti deformace ¢;;, ale i kazdému stavu c. &,;, kde ¢ je
néjaka konstanta umérnosti. Pritom kazdé ,skutedné pole c.¢,; &ini K*
minimalnim. Jsou tedy podie Misesovy teorie uréeny rychlosti deformace az
na konstantni soudinitel. Protoze pro skuteéné rychlosti deformace a skuteéns
napéti je

K = kV§ fV:s,,si dV — [pp,dS = [o,0m; dS — [o,;0m; dS =
2 s $p

>p

Joipm; dS =,

S

plati tedy

7A\

JP=ZJ =K ZK*.

Podobné lze formulovat extremaini principy pfi jinych piedpokladech,
napf. pti vztazich (4) a Misesové podmince plasticity [33], pii Trescové pod-
nmince plasticity [17] & p¥i teorii malych pruiné plastickych deformaci s uzitim
rovnice (6) [22] aj.

Zvlaste duleZitou aplikaci téchto principt pfedstavuje udloha, tykajici se
mezniho zatizeni {1, 10, 12, 33, 34]:

Uvazujme Gmérné zatiZeni charakterisované parametrem s. Meznimu zati-
zeni at ndlezi hodnota s,. Pomoci extrémnich principi lze hledanou hodnotu
8, omezit i zdola. Metody, jimiZ se tohoto omezent dosahuje, jsou propracoviny
pro specialni piipady napjatosti zvlasté pii koncepei tuho-plastického télesa
[1, 12, 32]. V3ude je dolni mez spojovéana se staticky pi{pustnym polem na-
péti (namahani) a horni mez zavisi od zvoleného kinematicky piipustného
pole ptetvoteni (rychlosti). ) '

1) Jako oktaedrické plosky se oznaduje osm orientovanych plosek v uvazovaném bodé
télesa, jeZ maji stojny sklon ke vem tiem smérim hlavnich napéti — a deformaci -— (bez
ohledu na orientaci téchto smérd). Smykové napéti patiici k oktaedrické plosce se ozna-
¢uje 7.y, Uhel posunuti dvou vzéjemné rovnob&inych oktaedrickych plosek u uvaZo-
vaného elementu yg,- Pro pruzné téleso plati Tokr = Q. Yokt*
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U jednoduchych stavebnich konstrukei je rozpracovan i piipad obecngj-
§iho (nikoli uz imérného) zpiisobu zatiZeni [25].

Vratme se nyni k obecnému piipadu.

Zavedeni pojmt ptpustnych poli je vychodiskem ze situace, kdy je nemozné
stanovit hranici pruzné a plastické oblasti nebo ziskat pruzné pokradovani
oblasti, kterd je ve stavu plastickém.

Zvlasté vyuziti extremélnich principi, zaloZenych na Misesovych rovnicich,
muze dat v nékterych piipadech rychly odhad pro hodnotu mezniho zatiZeni.
Postupuje se tak, %e uréité oblasti v télese se povaZuji za plastické — coZ lze
napi. na zakladé zkousek priblizné odhadnout — a na ostatni éast télesa se
pohliZi v dusledku zanedbéni pruzné deformace jako na dokonale tuhou.
Protoze podle Misesovy teorie je stav napéti definovan jen v plastické oblasti,
je pak nutno najit v oblastech tuhych vhodné pokradovani tak, aby celkové
pole nap&ti bylo staticky piipustnym. Druhym tkolem je potom najit kine-
maticky pipustné pole. Piitom je mozné pouzit i nespojitd pole napéti resp.
rychlosti, jez ovSem na piislusnych Sardch nespojitosti neodporuji statickym
rovnicim rovnovahy resp. podmince spojitosti deformaci.

Uziti nespojitych poli je dokonce vyhodné [8, 12, 33], mfizeme pritom totiz
vystadit s velmi jednoduchym stavem napéti nebo rychlosti deformace. Napt.
u pole napéti uzivame casto konstantnfho stavu napéti tak, %e uvazované
téleso rozdélime (obvykle rovinami) na nékolik ¢asti o riizném, ale konstantnim
stavu napéti, jez na délicich plochach spliuje jisté podminky, jejichz pavod je
ve faktu, Ze jen nékteré slozky napéti mohou byt nespojité.

V dal§im odstavei tykajicim se idedlné plastického télesa bez zpevnéni se
zminime o dflé¢im problému, kterému byla vénovana vétSina praci z oboru
plasticity — totiz o plastickém tedeni téles, jez jsou ve stavu rovinné defor-
mace?) [2, 14, 16, 22, 33, 36 aj.].

Zvolme v piipadé rovinné deformace soufadné osy tak, Ze wu, resp. v; jsou
rovnob€zné s rovinou z,%,. Pak plati .
(7) 13 = Eg3 = Eg3 = 0 TESP. 85 = E45 = &g = 0.

Z téchto vztaht lze na zakladé fysikalnich rovnic pfedem uréit hodnoty né-
kterych slozek napéti.

Pro tdlohy plastického teceni se vesmés uzivaji Misesovy fysikalni rovnice.
Pomoci rovnic (7) lze pak najit, Ze

Sig==Sp3 = Sg3 = 0 Cili gy=0, =0 a o5=0.

Misesova podminka plasticity pii rovinné deformaci dostane tvar
(8) Hopy — ow)* 4 oly — kT =0,

2y Rovinna deformace télesa je definovéna témito vlastnostmi: Ve vSech bodech télesa
jsou u, resp. v, rovnobéiné s danou rovinou a jejich hodnoty nezdvisi od soufadnic na

ose kolmé k této roviné. .
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shodny s tvarem podminky plasticily Tresca-St. Vénantovy pro tentyz
piipad. V rovnicich (1) odpadne jedna rovnice a nékteré daldi ¢leny, takie
rovuice rovnovahy obsahuji jen slozky oy, 04y & g,,. Tensorovy zapis pak je

(1) %] =0, kdei=1,2 j=1,2.

ProtoZe rovnice (1') a (8) obsahuji pravé tii neznamé, Ize za danych okrajo-
vych podminek tykajicich se pouze zatiZeni formulovat tzv. staticky uréitou

i

tlohu:

Za predpokladu, Ze vndjii zatizeni odpovidé plastickému tec¢eni uvazovaného
télesa, je tkolem uréit stav napéti v télese.

Vyloudime-li za pomoci rovnice (8) jednu neznimou, esime pak dvé dife-
rencialni parcidlni rovnice (1’) za danych okrajovych podminek. Rovnice jsou
v piipadé uvazovaného vztahu (8) vidy hyperbolického -
typu a ddvaji dvé soustavy charakteristickych é&ar, které,  kluzna card
jak Jze ukazat, jsou shodné s tzv. kluznymi éarami v téle-
se. Pritom kluznymi Sarami rozumime takové kiivky,
k jejichz kazdému elementu patfi tangencialni napéti
o velikosti k; normalni napéti na téchto elementdrnich
plodkach vychazi rovné stfednimu napétf o (obr. 4).

Zminéné diferencialni parcidlni rovnice se fe$i vétsinou
priblizné.

Formalnost feSeni tkvi obvykle ve skutecnosu ze autofi
se nckdy nezabyvaji otazkou, je-li nalezené pole napéti skutetnym feSenim.
Casto se totiz pomiji otédzka, zda pole rychlosti, které lze na zakladd Mise-
sovyeh vztaht nalezenému feSeni piitadlt, nevede ke sporu (napi. pii plastic-
kém tedeni musi byt na hranici [p.e; dl > 0).

1

Obr. 4.

Obecnéjsi tilohu o rovinné deformaci lze formulevat takto:

Necht na dané &asti hranice jsou dany rychlosti a na zbyvajici ¢asti napéti
tak, aby téleso bylo ve stavu plastického tedeni. Jest uréit pole napéti a
rychlosti v télese.

Pii této tloze, kterd byva nazyvana ,staticky neurditou’, je tieba vyfesit
za danych okrajovych podminek pét nezndmych funkei oy, 05, 04y, vy, ¥,
K tomu slouzi dvé rovunice (1), rovnice (8), podmiunka nestladitelnosti

ov,
(9) (‘1 =0, kdez=1,2, .
ox;

a koneéné rovnice vyplyvajiei z fysikalnich vztaht

(dv ov, ) 200, OV

ox, Oy ) 0y~ Ogg 9% 64/1

(10)

V pripadé staticky neuréité alohy je tieba fedit vSech pét uvedenych rovnic
soudasné. 'V piipadé dlohy staticky urcité slouzi rovnice (9) a (10), jez jsou
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hyperbolického typu, k feSeni moznych poli rychlosti na zakladé znadmych
sloZelk napéti. Charakteristické &ary téchto rovnic splyvaji se zminénymi
kluznymi éarami.

Ulohy plastického teteni p¥i rovinném stavu napjatosti?) jsou podstatng
sloZitéj&i nez Glohy tykajici se rovinné deformace, a jsou proto daleko méné
zpracovany. Vyjmenujeme struéné alespon zakladni potize pii TeSeni téchto
tloh [8a, 9, 11].

Na rozdil od ptipadu rovinné deformace jsou pii rovinné napjatosti rovnice,
jez vyjadiuji Misesova nebo Tresca-St. Vénantovu podminku plasticity,
odligné. Pii uziti fysikdlnich rovnic (5) spolu s Misesovou podminkou plasti-
city, dostaneme sice shodné charakteristické ¢ary pro napéti i rychlosti, aviak
nemame zarudenou v celém télese hyperboliénost vychozich rovnic, které
mohou byt nékde i parabolického nebo eliptického typu. :

Pii uZiti rovnice (5) a Tresca-St. Vénantovy podminky plasticity mohou byt
vychozi diferencialni parcidlni rovnice v télese jak hyperbolické tak i para-
bolické a navic jestd se navzajem lisi systém charakteristickych ¢ar pro napéti
a pro rychlosti. Pouéné srovnani dlohy o rovinné deformaci a rovinné napja-
tosti je poddno v [8a], kde se upozoriiuje také na okolnost, Ze v teorii plasti-
city nejsou dosud formulovany Zadné takové typy okrajovych podminek, pro
které by bylo mozno dokdzat existenci a jednoznadénost feSeni uvazovanych
tloh.

6. PLASTICKE ZPEVNENI

V zévéretné &dsti uvedeme jedté nékolik poznamek k teorii plasticity
poéitajici s télesem, kde dochdzi ke zpevnéni pii rostouci plastické defor-
maci [3, 5, 13, 19, 24]. ]

Problémy tykajici se télesa se zpevnénim by vyZadovaly, pokud by se mély
od zakladll vysvétlovat, samostatného é&lanku. Proto zde uvedeme pouze
srovnani s télesem ,,bez zpevnéni, o kterém jsme dosud mluvili, a omezime
se pak na vyklad teorie zaloZené na fysikdlnich rovnicich Henckyho, které se
dasto uzivaji. ‘

Vsechny zékladni rovnice (1), (2), (4) nebo (5) éi (6) zustdvaji v platnosti,
pouze ve fysikalnich vztazich je tieba znovu uréit funkei Gmérnosti 1 nebo u
resp. ». Méni se podstatné jen podminka plasticity.

K nédzornému poudeni o zméné podminky plasticity poslouZi nejlépe opét
geometricky model v High-Westergaardové prostoru. Méjme na mysli na
piiklad analogii s Misesovou podminkou plasticity. Vezméme v télese jisty
bod, v némz mé napjatost dosud pruzny charakter, takze piifazeny bod bude

3) Rovinny stav napjatosti v télese je charakterisovédn skuteénosti, Ze lze udat takovou
rovinu, ze na viech plogkéach télesa rovnobéinych s touto rovinou se tangencidlni i normal-
ni napéti rovnaji nule. '
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lezet uvniti jistého valce. Jestlize pii postupu zatdZovini se bod dostane na
plochu valce, je zde ptedpoklad pro vznik prvnich plastickyeh deformaci.
Ale zatim co u idealné plastického télesa bez zpevnéni se pii libovolng velkych
plastickych deformacich bod nalézal stale na témze valci, v nasem pt¥ipadé se
s kazdym piirtstkem plastické deformace zvétsi i polomér vilce, na ktery je
nyni bod vazén. Pfi ptipadném odlehéeni bod opusti valec a zaujme nskterou
polohu uvniti valce. P¥i dal§im zatéZovani pak miZe dojit k opétnému zpev-
néni, az kdyz bod v H.-W. prostoru dosahne znovu plochy valce, kterou predtim
opustil, tedy za jinych podminek ne# tomu bylo za vzniku prvych plastickych
deformaci.

Je tedy plastické chovani materidlu pii zpevnéni popsino pomoci [3]:

1. pavodni podminky plasticity, kterd udava, za jakého stavu napéti nastala
poprvé plasticka deformace,

2. zdkona zpevnéni, ktery popisuje zménu podminky plasticity v prubéhu
plastické deformace — tedy v pravé uvedeném piipadé by bylo tieba udat
proménnou hodnotu poloméru valce napi. r = F([o,; de?%),

‘3. fysikalnich rovnic..

V obecném prostoru napéti se souradnicemi g, platily u idedlné plastického
télesa vztahy

Pl of

del; yf?a“ ,

kde rovnici f(s;;) == 0 byla uréena jista ,,plastickd‘ plocha. Podle toho tedy

v daném bodé télesa ,,vektor< deP},

gradientu plochy f= 0 v mist¢ uvaZovaného napéti, a protoie ,vektor*
pliristku napéti do;; musi leZet v tetné roving (v bodé o; na f = 0), je

J.ple
do;; def; = 0.

uvazovany v prostoru napéti, mi smér

Pi1 plastickém télese se zpevnénim se uzivd rovnéz teorie plastického po-
tencidlu, zde viak ,,vektor do,; miZe mit v ,,bod&* o,; libovolny smér, a tak
pokud neuvazujeme odtizeni, plati

do,; dety = 0.
D4 se ukdzat [5], Ze fysikalni vztahy tu lze vyjadiit ve tvaru
of
de? = g, 2 dag,.
i gu 90’” kl >
kde
g = G -
(¢ v daném bodé je jisty skalar).
Pro téleso se zpevnénim lze analogicky formulovat extremalni prineipy

a jejich vyznam je obdobny jako u teorie idealné plastického télesa [11, 26, 30].
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V sovétské literatuie se velmi- asto aplikuje metoda malych pruzaé plastic-
kych deformaci. T kdyzZ je v principu odligné od obecnych teorii, je veelku velmi
jednoducha a proto se zde o ni zminime [14, 16, 22, 30 aj.].

Tato teorie je zalozena na fysikalnich rovnicich (6).

Podminka, nahrazujici zde podminku plasticity, je vyjadiena vztahem mezi
druhym invariantem devidtoru napéti a jistou invariantni funkei sloZek de-
formace. Oznadme

T= V;S:rs—u a I'= Vzeijei:i'
Zminéna podminka ma tvar
(1L ‘ T=yg.I.

Vzhledem k tomu, %6 T = 7, /2 a I' — y,, ]/%, lze rovnici (11) povaZovat
za platnou i v pruzné oblasti pro ¢(I") = G. (V pruzné oblasti je totiz 7, =
= GYOM')

V literatute se uvadi, Ze zavislost (11) je prakticky stejna pro rizné stavy
napjatosti, pokud uZivime umérného zatéZovani. Je proto moiné stanovit
ji ku piikladu ze zkousky na prosty tah. Obrizek 1b mlZeme proto povaZovat
téi za grafické vyjadieni rovnice T = g(I') . I' pro uvazovany material.

Ve fysikdlnich rovnicich (6) je tfeba dédle urdit funkei p. S pomoci podminky

. 1
(11) vychazi y 59(T)
télesa, kdy g(I') = 6.

Pokud se tedy jednd jen o piipad zatéZovani, mame zde vlastnd teorii,
ktera by mohla pravé tak dobfe popisovat chovani jistého nelinearné pruz-
ného télesa.

co? je v souladu s rovnief (3) pro pifpad pruzného

Proti Henckyho vztahtim se vznasi hodné ndmitek hlavné proto, Ze pii
slozitéj&im zpisobu namahani nebo pii odtiZeni a jiném druhu tieba i Gimér-
ného zatézovani vedou ke sportim. Kdyz se v8ak omezime na dany pripad
umérného zatiZeni, nelze proti nim vcelku nic namitat, pokud oviem je apli-
kujeme jen na malé deformace.

Podobné jako pro téleso pruzné lze i pro pifpad plastického télesa se zpevné-
nim formulovat jisté extremalni principy.

Pro uvazovany piipad Henckyho malych pruZné-plastickych deformaci
plati dokonce témét shodné formulace LAGRANGEOVA a CAsTIGLIANOVA
variatniho principu, znamé z teorie pruZnosti. To nijak nepfekvapuje vzhle-
dem k vzdjemné jednoznadné zavislosti mezi s,; a e;; a rovnéz mezi o a &,

Jak lze snadno podle rovnic (6) odvodit, plati
o,;de;; = T dI' + 30 de,

kde prvy vyraz se tykd zmény tvaru a druhy zmény objemu. Vzhledem
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k (11) jde o plny diferencial funkece, kterou budeme nazyvat pretvarnou praei
a oznadovat /7. Je tedy

I = f 0,5 deg;
a vzhledem k tomu, Ze za polatedni stav bereme téleso v nenapjatém stavu,
je m zavisld jen od koneéného stavu deformace resp. napéti.

Zabyvejme se nyni pretvarnou praci jako funkei stavu deformace v télese,
které je na jisté dasti povrchu podrobeno danému amérnému zatizeni a na
zbyvajici ¢asti vazdno podminkami ohledné pfemisténi. Definujeme pojem
pietvarné moiny stav tak, Ze budeme od ného vyzadovat splnéni dvou pod-
minek: jednak spojitost deformaci v télese, jednak spluéni vSech podminek
na povrchu télesa, je# se tykaji premisténi. Oznaéme slozky pretvarné moi-
ného pfemistéui a deformace jako u;, ¢;;. Protoze skuteény stav premisténi
je téz pretvarné moiny, muZeme pak vyslovit tuto vétu:

Skutetny stav pretvoreni se li§i od vSech ostatnich pfetvidrné moZnych
stavi tim, ze déla vyraz

(12) [pau;dS — [H(e;) dV
s, v

minimalni,

Analogickym zplsobem jako v teorii pruZnosti se d4 ukdzat, Ze splnéni
rovnice (12) je nutnou a postaéujici podminkou pro splnéni statickych rovnie
(1) a (2).

Druhy princip formuluje extremalni vlastnosti jisté funkee napéti obdobné
1. Protoze vyraz ¢;; do,; je opét Gplnym diferencidlem, oznaéme

f g;do; =R
a nazveme R doplitkovou pracf v uvazevaném bodé. Podobné jako I7 je i R
funkei pouze koneéného stavu napéti.

Definujme dédle dalsi pomoeny pojem — staticky moiny stav napjatosti —
tak, Ze na prisludné slozky napéti klademe poZadavek splnéni rovnice (1)
a dédle rovnice (2) na té &asti povrchu télesa, kde je déno zatizeni. Oznadme
staticky mo#ny stav jako oj;. Mezi oj; patii ziejmé i skuteény stav o,;.

Plati tato véta: Skutedny stav napéti v télese se lisi od viech stavil staticky
moznych tim, %e ¢ini vyraz

[R(o}) av
]/’

— ¢ili dopltikovou praci celého télesa — minimalni.

Jde tedy o vétu obdobnou Castiglianovu principu. Pro pruzné téleso totiz
plati B = I, takZe misto o minimu dopliikové prace se mluvi o minimu préace
pretvarné ¢i potencidlni energie.

Uvedena teorie Henckyho pro télesa se zpevnénim se v aplikacich nékdy
zjednodusuje piedpokladem, Ze objemovou deformaci télesa lze zanedbat.
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Pro velké plastické deformace se tato teorie nehodi. V takovém piipadé je
tteba uzit jinych fysikdlnich vztah® a podminek pro zpevnéni, kterymi se
zde jiz nebudeme zabyvat [11, 31].

V poslednich letech je v teorii plasticity zaméfena pozornost zvlasté na
extremalni prineipy a i na jejich aplikace na nejrizngjsi typy stavebnich kon-
strukei {1, 12]. Na druhé strand se pak rozviji teorie variatniho poétu pro riizné
pripady nehomogennich a anisotropickych téles [10, 27, 29].

Je té% snaha vybudovat nové teorie plasticity, které by vhodnéji formulo-
valy slozité fysikalni vztahy mezi prirastky plastické deformace a napéti
[7, 20, 23, 24, 37].

Koirier zavedl teorii plastického zobecnéného potencidlu, kde misto jedi-
ného potencidlu se uzivad nékolika potencidlnich funkei [20, 32].

Nejznaméj§i nova teorie plasticity pochdzl od SaANDERSE [35], na kterého
navazuji dalsf autofi [23].

S rozvijejici se matematickou teorii plasticity jde kupfedu i jeji aplikace,
coZ se jisté brzy projevi i ve stavebni a jiné praxi, jeZ je zatim vesmés pod
vlivem pruZnostnich fegeni.
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manuit. ITpm srom paloraercs ¢ ueanbHO-TIIIACTUYECKUM MAaTCPUAJIOM | € YIIPOU-
HAIMNAMCH MaTePHAJIOM.
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Zusammenfassung
GRUNDLEGENDE PROBLEME DER PLASTIZITATSTHEORIE
Paver Suapik

Der vorliegende Artikel ist eine iibersichtliche Arbeit nach den Grund-
prinzipien der mathematischen Plastizititstheorie. Zuerst wird das Problem
in einige Absétze zerlegt und es werden die Grunddefinitionen angefiihrt.

Der Hauptteil des Beitrages befasst sich mit den Variationsprinzipen in der
* Plastizitdtstheorie. Dabei geht man wie von den Prandtl-Reussischen physi-
kalischen Gleichungen so auch von den Gleichungen der Theorie der kieinen
plastischen Deformationen aus. Man betrachtet beide iiblichen plastischen
Materiale: das ideal-plastische Material und das Material mit plastischer
Verfestigung im Verlaufe der plastischen Deformationen.
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