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SVAZEK 6 (1961) APLIKACE MATEMATIKY ClsLO 4

TVAROVACI FILTRY PRO GENEROVANI SKUPINY STACIONARNICH
NAHODNYCH PROCESU S PREDEPSANYMI STATISTICKYMI
CHARAKTERISTIK AMI

JOSEF MATYAS

(Doslo dne 15. listopadu 1960.)

Clanek je vénovan problému uréen{ matice pfenosovych funkei tvarovacich
filtr(i pro generovani skupiny ndhodnych proces(i (ndhodného vektoru) s pfe-
depsanymi statistickymi charakteristikami na analogovych pocitadich. Tato
uloha neni jednoznacnd, ale md nekoneéné mnoho FeSeni. Jsou popsany
metody vypoctu partikularniho feSeni a odvozeny vilastnosti obecného feSeni.

Ulohu urdeni matice pfenosovych funkei Y tvarovacich filtrit pro generovani sku-
piny nahodnych procesti (ndhodného vektoru) s piedepsanou matici spektralnich
hustot G je moZno ptevést (viz [8]) na feSeni maticové rovnice

YSY=G
vzhledem k Y.

Tento ¢lanek je vEnovan feeni uvedené rovnice pro ptipad § = E (E je jednotkova
matice) i obecnému piipadu, kdy § je znama matice spektralnich hustot danych na-
hodnych procesii. Je popsan zplsob vypoctu partikuldrniho feseni uvedené maticové
rovnice ve tvaru trojihelnikové matice Y prenosovych funkci tvarovacich filtri. Dale
jsou odvozeny vlastnosti obecného feSeni a uvedena jejich fysikalni interpretace.
Je-li G singularni matice Fadu m a hodnosti h (b < m), potom FeSeni ¥ uvedené mati-
cové rovnice je mozno hledat ve tvaru obdélnikové matice rozméra h, m.

0. UVOD

K vydetfovani fysikalnich soustav, pFipadné k syntéze a uréeni optimalnich para-
metrd sloZitych regulaénich soustav, na které plisobi ndhodné procesy, se ¢asto po-
uZivaji analogové poditade, které umoZiuji vytvorit elektricky model vySctiované
dynamické soustavy. Vstupni veliiny takového modelu jsou ndhodné funkce, které
musi odpovidat ndhodnym procesiim, jeZ plisobi na vySetfovanou soustavu.
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Definice 1. Mnohorozmérnou soustavou budeme nazyvat soustavu s nékolika
vstupnimi velicinami v,(1), v,(1). ..., v,(t) a nékolika vystupnimi veli¢inami u (1),
uy(1), ..., u,(1) (viz obr. 1). '

Aby bylo moZno vySetfovat takové mnohorozmérné soustavy, na které piisobi
nahodné veli¢iny, pomoci analogovych potitacu, je tieba vytvorit ve tvaru elektrické-
ho napéti takové funkce &asu, jeZ by mély stejné statistické vlastnosti jako
procesy plisobici na vysetfovanou soustavu.

Na vstupy mnohorozmérné soustavy tedy pti-
sobi n nahodnych procest (ndhodny vektor o n
slozkéch) a vystupni nahodné veli€iny tvoii vek- 2
tor o m slozkach. V technické literatufe se SRR RN

(A Y

v tomto pfipadé mluvi vétsinou o skuping na-
hodnych procesti, kdeZto v matematickych
¢lancich o ndhodnych vektorech. Tyto vyrazy Obr. 1.

vsak maji stejny vyznam.

V tomto ¢lanku se omezime na stacionarni v Sirokém smyslu (viz [l]) nahodné
procesy (kaidé slozka nadhodného vektoru je proces stacionarni v Sirokém smyslu).
Dale budeme piedpokladat, Ze uvaZované nahodné vektory maji nulovou stfedni
hodnotu a danou matici korela¢nich funkei. Prvky matice korelacnich funkei jsou
vlastni a vzdjemné korelacni funkce jednotlivych sloZek nadhodného vektoru.

Definice 2. Korelacni funkci @, ndhodnych procesii v, v, (slofek vstupniho nd-
hodného vektoru) definujeme vztahem

(1) by0(7) = M{v(1) . ot + 7)) = oulr) »

kde M znadi stfedni hodnotu; a prislusnou spektrdlni hustotu

(2) Svivk(jw) = F{(I)u,vk(r)} = Sl'k(jm) ’
kde F znaci Fourierovu transformaci.

Za poZadované nahodné procesy, které je tfeba generovat ve tvaru elektrického
napéti, budeme povazovat nadhodné funkce Casu, které maji stejnou matici korelac¢-
nich funkci (resp. matici spektralnich hustot) jako nahodné procesy, které pisobi na
vySetfovanou mnohorozmérnou soustavu,

1. FORMULACE ULOHY

Definice 3. Tvarovacimi filtry pro generovdni m poZadovanych staciondrnich nd-
hodnych procesii (ndhodného vektoru) s danou matici korelacnich funket (pFip. ma-
tiei spektrdlnich hustor) budeme nazyvat mnohorozmérnou soustavu s nékolika
vstupy a moystupy, na kterypch se objevi pozadované ndhodné procesy, jestlie na jeji
vstupy pFivedeme ndhodné procesy z nekorelovanych zdroji bilého sumu.
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Omezime se na nahodné procesy (vektory) stacionarni s linearnimi viastnostmi.
V tomto p¥ipadé budou tvarovaci filtry vZdy tvofit linearni mnohorozmérnou sou-
stav.

Kazdou linearni mnohorozmérnou soustavu s n vstupy a m vystupy je mozno za-
kreslit ve tvaru blokového schématu s i . m bloky, z nichz kazdy predstavuje jedno-
rozmérnou linearni soustavu (s jednim vstupem a jednim vystupem). Cast tohoto
blokoveho schématu odpovidajici k-tému vystu-
pu je zakreslena na obr. 2.

v, W Y Popisu linearnich mnohorozmérnych soustav
se stacionarnimi nahodnymi vstupy je vénovana
. prace [8]. Shodné s touto praci oznadime
v o— W, Y 2 ou,
2 E «
—t (3) v ={v, 05 ...,0,],
o U= {uy, Uy, o iy,
y oy, ¥ radkové vektory, jejichz slozky jsou jednotlivé
n nk i 'nk oo )

vstupni a vystupni veliciny,

ovr. 2. @ W= W) - 0],
Y = Y(jo) = [Vy(jo)], jo=7s
matici vahovych a matici pfenosovych funkei soustavy,
(5) o = ¢o(1) = [ou1)] = [M() v(t + )}, iLk=12..,n
7 o= u(t) = [nu(0)] = [M() ut + )], i =12....n
k =1,2,...m
o= (1) = [Yu(0)] = [Muut + 1)}], Lk=12...m

matice korelaénich funkei a

(6) § = 5(]"»"-’) = [Sik(jw)] = F{‘P} >
H = H(jw) = Ll’[fk(j@)] = Fin},
G = G(jo) = [G,(jw)] = F{y}

matice spektralnich hustot vstupnich a vystupnich ndhodnych vektor.

|

Poznamka. Y, jsou prvky a nikoli doplitky matice Y. Podobné i ostatni matice
v rovnicich (4), (5), (6). Toto oznadeni se odchyluje od obvyklého (viz [4]), a v tomto
¢lanku je pouZito pro zjednoduSeni zapisu.

V ¢lanku [8] jsou maticovym poctem odvozeny tyto vzorce
(7) u =vie W,
(8) gy =@+ W, =WspxW,
(9) H=SY, G=YSsY,

il

kde * znamené konvoluci, pfi ¢emZ konvoluce matic se provadi analogicky jako soucin
(viz [E’]) pruh nad symbolem matice znamena zménu znaménka u argumentu ve
viech prveich pfisluiné matice a ¢arka znamena transposici matice. (Mai‘ice Y je

transponovana matice s komplexné sdruzenymi prvky vzhledem k matici ¥.)
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Podle definice tvarovacich filtri oznacime y matici korelaénich funkei poZadova-
ného nahodného vektoru, G pfisluSnou matici spektralnich hustot a W, Y matici
vahovych a prenosovych funkci tvarovacich filtréi. Matice korela¢nich funkei vstup-
niho nahodného vektoru podle pfedpokladu bude

(10) o(x) = 51 E,

kde 5(1) je Diracova d-funkce a E je jednotkova matice, nebot na vstupy tvarovacich
filtrG phsobi podle definice 3 ndhodné procesy z nekorelovanych (napt. statisticky
nezavislych) zdroji bilého Sumu. Pfislu§na matice spektralnich hustot § bude ziejmé

(11) S=E.
Dosazenim do (8) a (9) dostaneme

(12) y=WisW,
(13) G=YY.

Vzorce (12) a (13) jsou zakladni maticové vztahy, popisujici souvislost mezi matici
korelaénich funkef, poZadovanych ndhodnych procesti a matici vahovych funkei, pFi-
padné mezi matici spektralnich hustot a matici prenosovych funkci tvarovacich
filtrd. K popisu tvarovacich filtril, ktery musime znéat pro jejich realizaci, je nutno urcit
matici W pfipadng Y feSenim rovnice (12) pfipadng (13).

V dal§ich odstaveich bude popsano feSeni maticové rovnice (13) vzhledem k Y
a to pro pripad regularnii singuldrni matice spektralnich hustot G. Rovnice (13) nemé
jen jedno, ale nekoneén& mnoho feseni. Proto bude nejprve popsan postup pro uréeni
partikularniho feSeni specialniho tvaru a dale budou formulovany vlastnosti obecného
feSeni. Nakonec bude tiloha zobecnéna na ptipad, kdy na vstupech tvarovacich filtrd
misto nekorelovanych bilych Sumil jsou pfivedeny nahodné procesy s danou matici
spektralnich hustot §. Tato filoha vede na feSeni druhé rovnice (9).

2. VYPOCET PARTIKULARNI{HO RESENI ROVNICE (13) PRO REGULARNI G

Reseni rovnice (13) v pfipadé regularni matice G budeme hledat ve tvaru Etvercové
matice fadu m.

Vzhledem k tomu, Ze matice spektralnich hustot G je neziporna hermitovska ma-
tice, je pIné urlena svymi m(m + 1)/2 &eny. Matice Y viak obecn& bude obsahovat
m?* prvkd, pro které Ize z rovnice (13) odvodit pouze m(m + 1)/2 podminek. Odtud
vyplyva, Ze v matici ¥ miiZeme (s jistym omezenim) m(m — 1)/2 prvki zvolit a ostatni
vypocitat z ptislusnych podminek.

Zvolime-li pro jednoduchost zminéné prvky nulové, vidime ihned, Ze miZeme
fefeni Y rovnice (13) hledat napf. ve tvaru trojuhelnikové matice. Tento specidlni
tvar matice Y umoZituje jednoduchy a rychly vypod&et partikularniho feeni rovnice

(13).
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Za Y zvolime vrchni trojuhelnikovou matici, tj.
Y =0, i> k.
Z rovnice (13) pak odvodime

i=1,...,n,

(14) ¢k - Z .Jk ok

=i, .., M.
Pro i = k = 1 dostaneme ze (14) rovnici
(15) Gy =YYy,
ktera ma obecné YeSeni (viz [6])
(16) Y. = AH,,
kde funkce A,, H, spliiuji
(17) A Ay = Gy,

HH, =1.

A, je znamy Wienerilv rozklad spektralni hustoty G,, a H, je pfenosova funkce fazo-
vaciho filtru.

Z rovnice (14) dostaneme dale

(18) Gy = Yy, Yy
a odtud
G1k
(19) Yi,‘z,/_4 o, k=1,...,m.

1

Nyni definujeme pomocné spektrélni hustoty G, (r=1,..., m) vzorcem

I =F..,m,
(20) = Gy = Z ii¥ies k=1i,..,m
Dosazenim do soustavy+414) dostancmc
(1) G, =YYy, k=i, ...m,

coZ je soustava formalné zcela shodna se soustavou (18). Zcela analogicky tedy odvo-
dime

G
Yo = —"H,,
(22) k .

T
pri ¢emZ
AA; =G, , HH, =1.

Vzorcem (22) jsou uréeny viechny prenosové funkce Y, tvarovacich filtrll aZ na
funkce H,jednoznacné. Z podminky, aby viechny Y;, byly pfenosové funkce stabilnich
filtrii, 1ze jednoznaéné uréit funkce H; nejniZsiho stupné (viz [6]). Pfenosové funkce
Y., pak jsou pro pevné poradi poZadovanych nahodnych procest urCeny jiz jedno-
znaéné.
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V ¢lanku [6] jsou rovnéZ odvozeny nékteré vlastnosti matic spektralnich hustot, ze
kterych vyplyva, Ze popsané metody urceni pfenosovych funkef tvarovacich filtri 1ze
pouzit vZdy, pokud matice G neni signularnf.

3. OBECNE RESENI ROVNICE (13) PRO REGULARNI G

Zaménime-li potadi ndhodnych procest, které je tieba generovat, vypocteme zpi-
sobem popsanym v minulém odstavei pfenosové funkce, které budou tvofit jinou
linearni soustavu, takze dospéjeme k jinym tvarovacim filtriim pro generovani téhoZ
nahodného vektoru (procest se stejnou matici korelaénich funkci popf. matici spek-
tralnich hustot). Odtud jiZ vyplyvd mnohozna¢nost fedeni rovnice (13). Kromé toho
z fysikalni interpretace tvarovacich filtrl vyplyva, Ze existuji rovnéZ icSeni rovnice
(13), které netvofi trojuhelnikovou matici. Oviem v aplikacich z dvodu jedno-
duchosti vypoctu i realizace byva toto fedeni nejvyhodnéjsi. V tomto odstavci odvo-
dime n&které vlastnosti obecného fegeni rovnice (13).

ReSenim rovnice (13) miiZe byt obecn& (viz napt. [8]) obdélnikova matice rozmérii
s,m (s 2 m). Odtud vyplyva, 7e tato rovnice ma také nekonedng mnoho riznych
tvar feSeni. V dal§im se v§ak omezime na ptipad &tvercové matice (s = m), nebot
toto feSeni ma nejvetsi prakticky vyznam. Na$i ulohu si tedy nyni mitZeme formulovat
takto: Jaké vlastnosti musi mit étvercova matice Y fadu m, aby byla feSenim rovnice:
(13)? "

Na tuto otazku davad odpovéd nasledujici

Véta 1. Crvercovd matice Y je FeSenim rovnice
(23) YY =G,

kde G je reguldrni hermitovskd positivné definitni matice, tehdy a jen tehdy, jestliZe
muzZe byt zapsdna ve tvaru

(24) Y=NYM,

kde Y, je libovolné partikuldrni FeSeni (23) a N, M jsou ¢tvercové matice, splitujici
podminky

(25) : N'N
(26) M'GM

il

E

a

Nejprve dokaZzeme dvé pomocné véty:

Pomocna véta 1. JestliZe Ctvercovd matice Y, je FeSenim rovnice (23), potom matice
(27) Y - NY,M,
kde N, M spliiuji podminky (25), (26), je rovnéss Fesenim (23).

Dukaz. Z predpokladu vyplyva
YiY, =G.
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Dosazenim z (27) do levé strany (23) dostaneme

Y'Y = MY,N'NY,M.
Vyuzitim vlastnosti matic N, M danych vztahy (25), (26) miiZeme tuto rovnici upravit
na tvar (23), &imzZ je tato pomocna véta dokazéana.

Pomocna véta 2. Nechr étvercovd matice Y je partikuldrni a 'Y libovolné Feseni rov-
nice (23). Potom existuji matice N, M spliiujici podminky (25), (26) takové, Ze plati

(28) Y = NY,,
(29) Y=YM.
Dukaz: Z ptedpokladii plyne
VY, =VY=6.

Vzhledem k tomu, Ze G je regularni,jsou rovnéZ matice Y,Y regularnf a proto miizeme
psat
Y= (Y)'vy,.
Matice
N = ()7 'Y] =Yy !
existuje a ziejmé splituje (25), ¢imZ je dokéazano tvrzeni (28). Podobné se d4 ukazat,
Ze matice
M=Y]Y

existuje a splfiuje rovnice (26) a (29), ¢imZ je diikaz skonden.

Tvrzeni vySe formulované véty 1 plyne snadno z dokazanych dvou pomocnych vét.

Uvedme jesté fysikalni interpretaci odvozenych vlastnosti obecného feeni rovnice
(23):

V &anku [8] je ukazano, Ze matice pfenosovych funkei linedrni mnohorozmérné
soustavy, ktera sestava z né€kolika mnohorozmérnych soustav zafazenych za sebou,
je soucin matic pfenosovych funkci jednotlivych soustav ve stejném potadku.

Z prvni pomocné véty tedy vyplyva, Ze zatazenim do série soustav s maticemi pieno-
sovych funkci N, Y,, M, kde matice Y, je matici pfenosovych funkci tvarovacich
filtri a N, M spliiuji podminky (25), (26), dostaneme opét tvarovaci filtry poZadova-
nych nahodnych procesii. Ze druhé pomocné véty pak vyplyva, Zze mame-li jiZ tvaro-
vaci filtry s matici pfenosovych funkei Y;, potom libovolné jiné tvarovaci filtry pro
generovani tychz nahodnych procest je moZno dostat jako sériové spojeni soustav
s maticemi pfenosovych funkci N, ¥, nebo Y,, M v tomto pofadi.

Rozborem podminek (25) a (26) dosp&jeme k tomu, Ze soustava s matici pfenoso-
vych funkci N vytvari z nekorelovanych bilych Sumi opét nekorelované bilé Sumy
a soustava s matici prenosovych funkci M vytvafi z ndhodnych procest s matici
spektralnich hustot G ndhodné procesy se stejnou matici spektralnich hustot G.¥)

*) Ze vzorce (25) vyplyva, Ze N jsou unitarni matice. Vlastnosti unitarnich matic i zpusob
jejich honstrukce jsou podrobné popsany v [4].
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4. PRIPAD SINGULARNI MATICE G

Pomocna véta 3. Jestlize matice Y md hodnost h, potom matice
(30) G=YY
md rovnéZ hodnost h.

Dukaz. Matici Y zapifeme ve tvaru

X,, X
(31) L R R
X, X,
kde X, je ¢tvercova matice fadu h. Ziejmé miZeme bez Gjmy obecnosti pfedpokladat,
Ze X, je regularni. Vytvofime-li sou¢in (30), dostaneme
G [XiXi+ X\ X5, X X, + X;Xx*
X, X, + X, X,, X;X, + X, X,

(32

ProtoZe matice Y ma hodnost h, existuje takova matice A, Ze plati

(33) AX, = X;.
Odtud plyne
(34) CX{X, + XiX; = X{(E + AA) X, .

ProtoZe A'A je neziporna hermitovska matice, tvofi vyraz (34) regularni matici. Ozna-
&ime-li r hodnost matice G, plyne ze (32) a (34)

r=zh.
ProtoZe v8ak G je soudinem dvou matic hodnosti h, musi byt

r<h,
takZe plati

(35) ’ r=h,
coZ je pravé tvrzeni nasi pomocné véty.

Véta 2. Je-li G singuldrni nezdpornd hermitovskd matice Fddu m a hodnosti h
(h < m), potom existuje matice Y rozmérii h, m, kterd je FeSenim rovnice

(36) YY=aG.
Ditkaz. Matici G zapiSeme ve tvaru
Z . Z
G — ,,,1’ 2 s

a opét budeme piedpokladat, Ze Z, je regularni étvercova matice fadu h, ccZ zfejmé
neni na Ujmu obecnosti. Matici Y rozmé&rd h, m zapiSeme ve tvaru

(38) : Y = [X,, X,], ' .
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kde N, je ¢tvercova matice fadu h. Odtud plyne

X, Xy, XX,

Podminky, aby Y bylo feSenim rovnice (36), dostaneme z rovnic (36), (37) a (39):

(40) XX, =2,
(41) XX, =Z,,
(42) XX, = Z, .

Protoze Z, jefegu[érni, existuje podie odstavel 2 a 3 matice X, kterd splfiuje rovnici
(40). Z rovnice (37) je vidét, Ze existuje matice B s rozméry h, m — h, takova, Je plali
(43) . Z, =28,

@4 Z, - 7}B.

Z rovnic {41) a (43) dostaneme ihned

(45) . X, =XB.

S vyuzitim (43) a (44) snadno se pFesv&d¢ime, Ze plati

(46) XX, = Z,.

Podminka (42) je tedy rovnéZ splnéna a tim je véta 2 dokdzana.

Je ziejmé, Ze je obecné moZno hledat FeSeni rovnice (36) ve tvaru matice Y rozmérd
s, m, kde s = h. V disledku platnosti véty 2 sc viak mlZeme omezit na piipad matice

rozméra h, m (s = h), které maji z praktické¢ho hlediska nejvétsi dleZitost.

Nyni uvedeme stru¢ng zplisob vypoctu partikularniho FeSeni rovnice (36). Vypodet
podle rovnic (40) a (45) nenf totiz pfili§ vhodny.

Nejprve je nutno matici @ upravit na tvar (37), kde £, je regularni, coz odpovida
vybéru vhodného pofadi poZadovanych nahodnych procesd (uspofadani slozek
vektoru u). Nyni mZeme urcovat jednotlivé prvky matice Y, ktera je feSenim rovnice
(36) postupem popsanym v odstavci 2. ProtoZe matice G ma hodnost h, bude pro po-
mocné spektralni hustoty definované vzorcem (20) platit

(47) ‘G, =0, r>h.

Ze vzorce (22) tedy dostaneme opét viechny prenosové funkce. Pro i > h totiZ
dostaneme

(48) Ype=0, i>h.
Matice Y bude tedy v poslednich m — h fadcich obsahovat pouze nulové prvky, po

jejichZ vynechani dostaneme poZadované feeni ve tvaru matice s rozméry h, m.
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Vlastnosti obecného fedeni rovnice (36) se singularni matici G popisuje nasledujici

Véta 3. Obdélnikovd matice Y s rozméry h, m, je FeSenim rovnice (36), kde G je
singuldrni matice spekirdlnich husiot hodnosti h, tehdy a jen tehdy, jestlize miZe byt
zapsdna ve tvaru

(49) Y = NY,M

(popripadé Y = NY, nebo Y = Y, M), kde Y, je libovolné partikuldrni feseni (36),
N je reguldrni &tvercovd matice Fadu h sp[ﬁujr’cz’(ZS) a M je Clvercovd matice Fadu m
spliujici (26).

Dikaz: Je-li Yy partikuldrni Feseni (36) a N, M splituji (25) a (26), potom matice
(49) je ziejmé také FeSenim (36), o Cemz se miizeme presvédcit dosazenim. Obracené
tvrzeni Ize dokdzat pomoci véty 2.

Bylo by rovnéZ mozno formulovat a dokazat tvrzeni zcela analogickd pomocpym
vétam | a 21 pro pFipad singularni matice G, coZ piencchame <tenafi clanku.

Snadno se miiZeme piesveddit, 7e véta 1 je specidlnim piipadem véty 3 pro regu-
larni matice G (h = m).

Odvozené vysledky je mozno fysikalné interpretovat rovnéZ zplisobem popsanym
v odstavei 3, takZe libovolné tvarovaci filtry si miZeme pifedstavit ve tvaru sériového
spojeni piisluinych linedrnich soustav podle uvedenych rovnic.

5. ZOBECNEN] ULOHY O GENEROVANI NAHODNYCH PROCESU

JestliZe pro generaci pozadovanych ndhodnych procest nemame k disposici sku-
pinu nekorelovanych (napf. statisticky nezavisiych) bilych §umii, ale skupinu nahod-
nych procest s danou matici spektralnich hustot §, miZeme za zobecn&né tvarovaci
filtry povazovat linearni soustavu, na jejichZ vystupech se objevi poZadované nahodné
procesy s predepsanou matici spektralnich hustot G, jestlize na vstupy této soustavy
privedeme nahodné procesy s matici spektralnich hustot S. Tato tloha vede ziejmé
na feleni rovnice

(50) YSY=G

vzhledem k Y (viz | 8]). Oznacdime-li kg, h; hodnosti matic S, G, vyplyva z (50), Ze ne-
rovnost ‘

(51) hy = hg

je podminkou fesitelnosti maticové rovnice (50).

hodnosti hg = h; = h. V tomto pripadé budou jiZ rozméry matice Y jednoznaéng
ureny a budou jako v minulém piipad€ h, m.
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Stejné jako v odstavcich 2 a 4 popiSeme i zde nejprve postup vypoétu partikularniho
feeni rovnice (50) a potom uvedeme vlastnosti obecného FeSeni.

Oznaéme X, partikularni feSeni rovnice

(52) XX =S58
a Z, partikularni feeni rovnice
(53) ZZ=G,

ktera uréime dle odstavell 2 a 4.

Dosazenim do rovnice (50) dostaneme

' YX.X,Y=2,Z,.

Budeme hledat takové partikularni feSeni Y, rovnice (50), aby platilo
(54) XY, =2Z.
Vzhledem k tomu, Ze § a tedy 1 X, jsou reguldrni matice, dostaneme ihned
(55) Y, = X['Z,.
Snadno se miizeme pfesvéd¢it dosazenim, Ze Y, podle vzorce (55) je skute¢né feSenim
rovnice (50).

Vlastnosti obecného feseni rovnice (50) popisuje nasledujict

Véta 4. Matice Y je FeSenim rovnice (50), kde matice spektrdlnich hustot § je regu-
larni Fadu h a G je Fddu m a hodnosti h, tehdy a jen tehdy, jestliZze miife byt zapsdna
ve tvaru

(56) Y = NY M

(poptipad& ve tvaru Y = NY, nebo Y = Y, M), kde Y, je partikularni feSeni (50) a ma-
tice N, M spltuji podminky )

(57) N'SN =5,

(58) MGM =G.

Dukaz této véty je mozno snadno provést s pouZitim vysledkd predchozich vét
a proto ho zde nebudeme uvadét.

Vsimnéme si je§té podminek (57) a (58). Matice N je zfejm& regularni ¢tvercova
matice fadu h. Matice M je ¢tvercova matice fadu m, pfi ¢emzZ jeji hodnost h,, splituje
nerovnosti
(59) hhy,<m.

Véta 4 je z uvedenych vét o vlastnostech obecného feSeni maticovych rovnic tvaru
(50) nejobecnéjsi a véty 1 a 3 jsou jeji zvlastni pfipady. Fysikalni interpretace uvede-
nych vysledk je stejna jako v pfedchozich pripadech.
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' 6. ZAVER

S rozvojem regulace a automatizace vyrobnich procesi se stale Castéji vyskytuje
uloha vySetfovani mnohorozmérnych soustav, na které plisobi ndhodné procesy, na-
vrhu optimalnich regulaénich soustav s nahodnymi vstupy apod. Reseni téchto a po-
dobnych sloZitych dynamickych uloh lze s vyhodou provadét na analogovych poci-
tac¢ich. K tomu tcelu je vSak nutné generovat ndhodné procesy pfedepsanych statis-
tickych vlastnosti ve tvaru elektrickych napéti a pfivadét je na vstupy modelu vysetio-
vané soustavy.

V tomto ¢lanku je popsana tloha generovani libovolného podtu m stacionarnich
nahodnych procesti s pfedepsanou matici spektralnich hustot (popfipadé matici kore-
laénich funkci). Tato uloha je zde FeSena jak pro regularni, tak i pro singularni matice
spektralnich hustot G pozadovanych procesti. Matematicky Ize tuto tilohu formulovat
jako FeSeni maticové rovnice

YSY =G

vzhledem k Y. Matice Y je matice pfenosovych funkei tvarovacich filtril, takZe tvaro-
vaci filtry touto matici jsou Gpln& popsany.

V ¢lanku jsou dale uvedeny zptsoby vypoctu partikularniho feSeni pro razné pfi-
pady uvedené rovnice. Ve tvaru matematickych vét jsou formulovany vlastnosti obec-
ného FeSeni a uvedena jejich fysikalni interpretace.

Uvedené vysledky tak umoZiuji navrh tvarovacich filtri pro generovani skupiny
stacionarnich nahodnych procesti s pfedepsanou matici spektralnich hustot. Jsou-li
spektralni hustoty dany ve tvaru racionalné lomenych funkci, potom pfenosové funkce
jsou rovnéZ racionalni lomené funkce komplexni proménné, coZ umoZiiuje jejich
snadnou realizaci na analogovych pocitacich.
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Pesrome

POPMUPYIOUINE ®UJIBTPLI A4 TEHEPUPOBAHWA JIIOBOI'O
YUCITA CTAUMOHAPHBLIX CIAVYANHLIX MPOUECCOB
C JAHHBIMU CTATUCTHMYECKHUMIW XAPAKTEPUCTUKAMMU

NOCE® MATBIAII (Josef Matyag)

CiiokHbIC  AHHAMHYECKHE CHCTEMBI CO CIIYMAHHBIMH TIpOLIECCAMM Ha BXOAaX
TIPEANOUYTUTEJIbHO HCCIIEN0BATL NPU MOMOIIM MOICJHUPYIOUINX ycTpoicers. s
3TOr0 HAAO TCHCPHPOBATHL HEKOTOPE YWCJIO CIY4alHbIX npoueccoB (chyualHblit
BCKTOp) C HaHHbIMU CTATUCTHUYCCKUMH X‘dpaK’leMCl‘HKaMH, COO'FBC'TCTByI—OIlLl/IMM
npoueccaM, non I[CVICTBHEI\’I KOTOPBIX HAXOOAUTCs HCCleaycMasn LLCi;ICTBl/lTeJ'IbHaﬂ
cuUcTeMa, B BHIC ANEKTPUYECKOTO HANPSOKCHUS, M IIPUBCCTM HA BXOJABI MOJIETH
UCCIIEAyCMOH CHCTEMUI,

B 7T0# CcTaThe OnucaHa 3ama4a reHepUPOBAHHS JIFOGOTO YUCHA M CTAIIMOHAPHBIX
Cay4alHbBIX MPOLECCOB (CAYYaUHOro BEKTOPA € M1 CJlaracMbIMHM) C JAHHOW MaTpuuei
CHEKTPANBHBIX TIOTHOCTEH (Ml MaTpuueit KOppeJIAUHOBHBIX QyHKUKA). DTa 3a1a4a
B CTAThe pClLUeHA /i ciydas HeocoOeHHON W 0COOCHHON MATPHIIBL CHIEKTpajibHbIX
MIOTHOCTEH G xenmaeMoro ciydailHoro BekTopa. MaTeMaTHYCCKH MOXHO 3Ty 3a-
Ja4y CBECTH K PEUICHUIO MATPUYHOTO YPABHCHUSA

YSY =G
oTHOCHTENbHO Y,

Matpuua Y BfioJiHe onuchiBacT cHcTeMy QOPMUDYIOIIMX (DIILTPOB JUiA rexe-
PUPOBaHKS CAYUAHHBIX TIPOUCCCOB (KENACMOrO CAYHANHOrO BCKTCpPA), Tak KaK OHA
ABMSICTCS MATPULCH MX MEPeIatovHbIX (PyHKUMRA.

B cTarbe MpUBEACHBI METOBI MCHMCISHUA HYACTHOTO PEUICHUS BbITLE TTPUBEASHIOTO
MATDHYHOIO YpaBHEHMWA 11 HCCKOJIBKUX YaCTHBIX caydacsy v a4 06LLLCI() cayuas.
B Buac mareMaTdHueckux TeopeM (OPMyJMpoBaHbl CBOMCTBA 0O0WIEro peieHus,
U npuBeneHa ux (puznyueckas MHTEPNpeTaLus.

BuIBCICHHBIE PE3YJibTATHE MO3BOASIOT CO3/IaTh cUcTeMy (HOPMUPYIOHINX (Qusib-
TPOB UISl FEHEPHPOBAHUS CTALIMOHAPHOTO Cly4aliHOrO BEKTOpa ¢ JAHHOW MaTpuieh
CIIEKTPalibHbIX TUIOTHOCTEH. B cily4ae pauuoHabHbIX CHEKTPaJIbHBIX ILJIOTHOCTEH
nepesaToynble PyHkuun GOPMUPYIOWIUX (PUIBTPOB SIBJSIKOTCH TaKKEe PAUOHATb-
HBIMH, YTO M TO3BOJISIET NPOCTOEC MX OCYLIECTBJIEHUC HA MOJCIUPYIOLIUX YCTPOid-
CTBax.
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Summary

SHAPING FILTERS FOR GENERATING AN ARBITRARY NUMBER
OF RANDOM PROCESSES
WITH PRESCRIBED STATISTICAL PROPERTIES

Joser MATYAS

Complicated dynamical systems with random processes on their inputs can be
analysed with the help of analog computers. For this purpose it is necessary to gener-
ate random processes (a random vector) with prescribed statistical characteristics
corresponding to the processes on inputs of the analysed dynamical system in the
form of electrical voltages, and to set them on the inputs of the computer which simu-
lates the analysed system.

In the present paper the problem of generating an arbitrary number m of random
processes (of a random vector with m clements) with the given matrix of spectral
densities (or correlation functions) is described. This problem is solved for the case
of regular and of singular matrix G of spectral densities of the desired random
vector. This problem can be formulated mathematically in the form of the following
matrix cquation

YSY =@,
which is to be solved for the matrix ¥.

The matrix Y characterises completely the system of shaping filters for the gener-
ation of the desired random processes (random vector), as it represents the matrix of
transfer functions of this system.

A method of determining a particular solution for some special cases and also
for the general case of the given equation is described. The properties of the general
solution are formulated in the form of mathematical theorems and its physical
meaning is given.

The derived results enable us to realise the system of shaping filters for the genera-
tion of a stationary random vector with prescribed matrix of spectral densities. In the
case of rational spectral densities, the transfer functions of the system of shaping
filters are also rational; this makes possible a simple realisation of such a system on
analog computers.
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