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SVAZEK 6 (1961) APLIKACE MATEMATIKY Cisto 6

BERECHNUNG VON KOEFFIZIENTEN
INDUZIERTER GESCHWINDIGKEITEN FUR SCHAUFELGITTER
MIT SCHWACH GEWOLBTEN PROFILEN

JaN POLASEK

(Eingegangen am 10. Dezember 1960.)

Fiir die Berechnung von Koeffizienten piy,, vy, der induzierten Geschwin-
digkeiten fiir Schaufelgitter mit schwach gewdlbten Profilen wurden die
Theorie und Formeln zur numerischen Berechnung abgeleitet. Die Kenntnis
dieser Koeffizienten wird bei der Berechnung der Umstromung von Schaufel-
gittern nach der in der Arbeit ,,Berechnung der Stromung fiir Schaufelgitter
mit diinnen, stark gewdlbten Profilen*, Aplikace matematiky Bd. 3 (1958),
No 5, beschriebenen Methode vorausgesetzt. Fiir Teilungsverhilinisse

1 —
il =1/2, 7 1,/2 und 2 und Staffelungswinkel 2 = 0°, 30°, 60° bzw. 90°
2

v
wurden die numerischen Werte dieser Koeffizienten tabellarisiert.

1. EINLEITUNG

In der Arbeit [1] ,,Berechnung der Strémung fiir Schaufelgitter mit diinnen, stark
gewolbten Profilen wurde eine rasche und einfache Methode fiir die Berechnung der
potentialen Strémung fiir Schaufelgitter mit diinnen, beliebig stark gewdlbten Pro-
filen beschrieben. Zur praktischen Anwendung dieser Methode war es jedoch erfor-
derlich, diese mit den Tabellen der Koeffizienten g, und v, zu erginzen. Diese
Koeffizienten hidngen von folgenden drei Parametern der Gittergeometrie ab: dem
Teilungsverhiltnis #/1, dem Staffelungswinkel 4 und der Wélbung o (Offnungswinkel
des approximicrenden Kreisbogens). Die Hauptgedanken des Verfahrens zur Berech-
chnung von y,, und v,, wurden schon frither in einem Kurzbericht [2] in dieser Zeit-
schrift versffentlicht.

Wegen des hidufigen Vorkommens von Schaufelgittern mit schwach gewdlbten
Profilen und auch aus funktionell-theoretischen Griinden erschien es zweckmissig
die Berechnung von Koeffizienten i, und v,, in zwei Etappen durchzufiithren. In der
ersten Etappe, der die vorliegende Arbeit gewidmet ist, werden die Theorie und nume-
rische Berechnung der Koeffizienten y,, und v, fiir schwach gewdlbte Profile, d. h. fiir
w = 0, ausgearbeitet. In der zweiten Etappe wird der Einfluss der grosseren Profil-
wolbungen beriicksichtigt.
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Bei der Wahl der Werte von t// und 4, fiir die die Koeffizienten y, und v, tabellari-
siert wurden, wurde die Tatsache beriicksichtigt, dass dic Ausdriicke y, — ivy, kom-
plexe Funktionen einer einzigen komplexen Verinderlichen In ¢/l — il sind. Daraus
ergab sich, es sei am besten, die Koeffiziententabellen fiir Teilungsverhiltnisse, die eine
geometrische Folge (z. B. t/1 = 1/2, 1/\/5, 1, /2 und 2) bilden, sowie fiir Staffelungs-
winkel, die eine arithmetische Folge (z. B. A = 0, n/6, n/3 bzw. n/2) bilden, zu berech-
nen. (Der Fall 2 = n/2 hat zwar keinen praktischen Sinn und wurde nur wegen der
Interpolation in die Arbeit eingeschlossen.)

Die Arbeit ist in zwei Teile aufgeteilt. In dem ersten, rein mathematischen Teile
werden die erforderlichen funktionellen Abhingigkeiten und Formeln fiir die nume-
rische Berechung abgeleitet. Im zweiten Teile werden diese Resultate zur numerischen
Berechung von Koeffizienten gy, und v, verwendet.

Eine dhnliche Methode fiir die Berechnung der Strémung in den Schaufelgittern
wie in [1] hat unlingst G. L. MELLOR [3] verdffentlicht, aber seine Methode ist bloss
auf schwach gewdlbte Profile beschriankt. Fiir die Berechnung von Koeffizienten der
induzierten Geschwindigkeit schldgt er eine numerische Integration in zwei Dimmen-
sionen vor.

Erster Teil
2. GRUNDLEGENDE EIGENSCHAFTEN DER FUNKTIONEN J; (%)

In der ganzen Arbeit spielen die Funktionen J,,(«) der komplexen Verinderlichen
o eine wesentliche Rolle und deshalb werden zuerst einige Eigenschaften dieser Funk-
tionen und einige Formeln zur numerischen Berechnung der Funktionenwerte abge-
leitet. Die Funktionen J,,(«) werden durch Integrale

1) Jula) = =1 " cos k9 . cos ny 49 dy
2n? Joncosd —cosy —«

definiert, wo k und n ganze Zahlen sind. Wie sich spéter erwiesen wird, haben die
Funktionen J,,(«) in den Punkten « = 2, o = 0 und o = — 2 logarithmisch singulére
Punkte und sind regulir in der lings der reellen Achse von a = — 2 bis « = 2 aufge-
schnittenen a-Ebene (Abb. 1).
Da Kosinus eine gerade Funk-

. . -EBENE
tion ist, gilt @
(2,2) Jufe) = J o pue) = ¢

= J—k,—n(oc) == ‘Ik.—n(a)v
so dass man sich im weiteren nur 4 2 0 2 4
auf nichtnegative k und n be- i
schrinken kann. Abb. 1.
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Aus der Gleichung (2,1) ergibt sich auch ganz einfach, dass
(2,3) Jin =) == J ()
ist.

Fiir weitere Ausfiihrungen setzt man in das Integral (2,1) statt der Verdnderlichen 3
und y die komplexen Veridnderlichen w und z

(2.4) w=e?, z=¢"

. k 1 n 1
wh+ — )zt 4+ —
1 § fi; wk z") dw dz

(2.5) ) = e

ein. Es ergibt sich

1 1
[z]=1 [w]=1 W‘}‘_—'Z““*_Qd
w V4

und der Integrationsweg in den beiden komplexen Ebenen w und z sind im positiven
Sinn durchlaufene Einheitskreise.

Wie leicht zu ersehen ist, gelten fiir Integrale

(2,6) I(2) = § é; whz" ciw dz

wiz +z — wz? — w — 2wza
lz| =1 [w|=1
die Gleichungen
27) T = 1) = 1oy () = To,(0)
und deshalb kann man den Ausdruck (2,5) auf die Form
) 1 wkz" dw dz
2,8 Jnl®) = —
(28) k() n? fﬁwzz—wzz—}—z—w—2wzot

lzZl=1 wi=1
iiberfiihren, aus der sich dann weitere Eigenschaften der Funktionen J,,(a) leicht
ergeben werden. Nach (2,3) kann man schreiben

(2,9) J,m(_oc) + .I,,k(oc) = J,m(oz) - Jk,,(—a)
und nach (2,8) folgt weiter

—_ k_n )
(2,10) Juf0) + Jfa) = — 3(; § : Wz _ dwdz

2na : wlz —wzZ +z—-w\> w z
' _

z[=1 wl=1 -
2wzo

Fiir o] > |,] > 2 kann man den Integranden in (2,10) in eine gleichmissig konver-
gente Potenzreihe nach den Potenzen von

wiz — wz? + z — w\?
2wza

entwickeln. Nach Durchfiihrung der Potenzen bekommt man eine Reihe von Gliedern
mit der Form f(a) . w* . z". Ist k + n eine ungerade Zahl, sind auch alle 4 + v un-
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gerade und nach Vertauschen der Integration und der Summation sind alle Integrale
gleich Null, so dass fiir |« > |o;| > 2 nach (2,10)
(2,11) Jean+1-1(2) = = Jon 1 -iil2)
gilt. Wegen der Regularitit der Funktionen Jy, ist die Gleichung (2.11) fiir alle «
geltend.

Ganz dhnlich wird bewiesen, dass fiir die Funktionen J,,(«) mit gerader Indexen-
summe eine dhnliche Gleichung
(2512) Jk,zN—k(O‘) = JzN—k,k(“)
gilt.

Aus der Gleichung (2,3) ergibt sich noch, dass die Funktionen J,,(x) mit gerader
Indexensumme ungerade Funktionen der Verdnderlichen « sind

(2,13) Jk,ZN—-k(a) == Jk,zN—k("“) 5

wihrend die Funktionen J,,(«) mit ungerader Indexensumme gerade Funktionen der
Veridnderlichen o sind

(2,14) Jan+1 —k(o‘) = Jk,2N+1—k(“‘x) .

Aus allem was bis jetzt gesagt wurde folgt, dass man sich bei vollstindiger Bestim-
mung aller Funktionen J,,(«) nur auf Funktionen mit nicht negativen Indexen be-
schrinken kann und von diesen nur auf die, fiir welche k £ n ist.

Weiter wollen wir uns noch ein wenig mit der Gleichung (2,8) befassen, die nach ein-
fachen Umformungen die Form

1

(2.15) Tul?) = w2 dwdz +
|z{=1 {wl=1
1 wk-lzn+1 _ thZZ" + wk~lzn—~l + ZO(Wk—IZn
+ — dw dz
n? ) wiz — wz? + z — w — 2wza
lz]|=1 [w]|=1
annimmt. Da aber
1 - —4 fiir k = =
(2.16) — wht"2z2" Y dwdz = ‘ur k=1, .n 0,
n? 0 in allen iibrigen Fillen

lzl=1 [wi=1

ist, ergeben sich aus der Gleichung (2,15) unter Beriicksichtigung von (2,2), (2,11) und
(2,12) folgende lincare Bezichungen zwischen den Funktionen J,(«):

(2517) Jor = L —=dadg;

Jiu = oo+ 3Jo2 + adyy;
Jiz= Joy—adgy;
Jozs == Jo1 + 2J 5 — 2adg; ;
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Jiz = $Joy + {Jos + adgy;

Joy = Sy = Joar + T3+ 2005
Jaz = Jip —ady,

Jia == Jia + Joz + Ja3 — 20J 55
Jos =~ Jo3 + 2014 — 2044 ;
Jis = 3Joa + 3Jos + aJos s
Jaa = Jiz — Jos + Jys + 2ad
Jaz = Jpy = Ji3 + Jy + 2055
Jaa = Jp3 — adss3;

Jys == Jos + Jyg + J3q — 2005, ;
Jio == Jig + Jos + Jos — 205 ;
Jo7 == Jos + 2J16 — 2adgg ;

Die Gleichungen (2,17) sind solcherart zusammengruppiert, dass allgemein in
N-ter Gruppe 2N — 1 lineare nichthomogene Gleichungen- fiir 2N unbekannte Funk-
tionen J,,(«) mit k + n = 2N — 2 und 2N — 1 vorkommen. Zur Ermittlung aller
Funktionen J, (o) muss man also in jeder Gruppe eine Funktion auf eine andere
Weise bestimmen. Wihlt man fiir diese die Funktionen J, ,y(«) und 18sst das Glei-
chungssystem (2,17) in derselben Reihenfolge wie es aufgeschrieben ist, dann werden
auf den rechten Seiten immer nur bekannte Funktionen auftreten.

- 3. DIE BERECHNUNG DER FUNKTIONEN J; (%)

Zuerst sollen Formeln zur Berechnung von Funktionen J,,(x) abgeleitet werden.
In erster Reihe fiihrt man im Integral

2" tdwdz

1
El=1{w =1 w? — (Z =+ . + 2<7.>w +1

(3.1) Jolz) =

die Integration nach der Veridnderlichen w durch. Der Nenner des Integranden ist ein
quadratisches Polynom in w und seine Wurzeln sind

1 2 8
(3,2) Wy, = 1 z4+ -+ 20| F 1 z + ! + 20 — 1,1
2 z 4 z

wobei
fwel < 1, fwyl > 1
ist.
1y Die Quadratwurzel (mit dem Vorzeichen +) bedeutet hier denjenigen ihrer beiden Werte, der
fiir grosse !al in 4-a iibergeht. Fiir iibrige « aus dem Regularitdtsbereich der Funktionen Jy,(«x)

bedeutet er den Wert, der sich durch analytische Fortsetzung aus diesem ergibt. Auf dhnliche
Weise sollen die Vorzeichen der Wurzeln in der ganzen Arbeit aufgefasst werden.
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Innerhalb des Integrationsweges hat also der Integrand einen Pol der ersten
Ordnung, so dass im Sinne des Residuumstheorems

. n—1
(3a3) JOn = a § 72” di

) ow— w,
|zj=1

oder

2i "
(3.9) Joy= — 2 b ——dz

n VX

lzl=1

gilt, wo die Bezeichnung
(3,5) X = (2% 4 2az + 1)* — 422

eingefiihrt wurde. Da X ein Polynom vierten Grades mit verschiedenen Wurzeln ist,
sind Jg,(2) elliptische Integrale und kinnen alle mittels zwei grundlegenden ellipti-
schen Integralen ausgedriickt werden. Zur Berechnung von Wurzeln ist es vorteilhaft
das Polynom X in der Form

(3.6) X=[22+20+ )z +1][z* + 2(x — 1)z + 1]

zu schreiben, aus der erkenntlich ist, dass zwei Wurzeln z, und z, innerhalb des Ein-
heitskreises und die restlichen zwei Wurzeln z; und z, ausserhalb des Einheitskreises
liegen. Diese Wurzeln sind
(3,7) zy3=— (x + 1) + (¢ + 20)*,
lza <1, fzsl > 1,z z3 =13 (@-EBENE
, t

(3.8) z34 == (0 — 1) & (¢* — 22)*,

lzol <1, lza] > 1, zy.z4=1.

wl

Zur Aufstellung einer rekurrenten e
Formel fiir dic Integrale J,,(o) ver- -1 0 1
wendet man bekannte Beziehung aus
der Theorie der elliptischen Integrale
(vergl. [4] S. 87):

-1
Bezeichnet man
" "4
(3,9) I, = J‘V/X dz, . Zy
. Abb. 2.
so gilt

(3.10) 'YX =(n+ L5+ (n+3) . dal, sy + (n+ (422 = 2)1,,, +
+ (n + é) 4al, + nl,_, .

Da das Polynom X innerhalb des Einheitskreises zwei Wurzeln hat, erreicht die
Funktion \/X in einem Punkte z des Einheitskreises nach einem Umlauf denselben
Wert. Aus der Gleichung (3,10) folgt also die rekurrente Formel fiir J,(«)

433



2n + 3) 20 + )(4o? — 2

(3,11) Jones =~ ( — )‘“‘ Joms2 — (”—“"‘)”(””,'a ) on+1 —
n-2 n+2

_(2n+ 1) 2 ;.

n+ 2 o n+2

JO,n—l -

Nach dieser Formel kénnen alle Funktionen J,, der Reihe nach mit Hilfe der drei
ersten Joo, Jo; und Jy, berechnet werden.

Zur Berechnung des Integrals in Joo(o)

2i dz
(3.12) Jool®) = — Tx

|z]=1
verwenden wir die bekannten Transformationen (vgl. [4], S. 92 und 99), die dieses
Integral auf die Legendersche Normalform iiberfiihren. Zuerst setzen wir

(3,13) I
y+1
und das Integral (3,12) geht in das Integral

L .
(3.14) Too®) = J [(2 +a)y* = o]t [y + 2 — o]

iiber. Eine weitere Substitution

o — 2\* it
3,15 = —_—
G19 () i

formt das Integral (3,14) in die gesuchte Legendersche Normalform

1
(3,16) Joo(2) = ij dr PRRY:
T Jo (1 - 12)4} (1 . ; t?.)

Aus der Gleichung (3,16) tritt klar zutage, dass die Funktion Joe(2) in den Punkten

o =2, a=—2und « = 0 logarithmische Singularititen hat, was am Anfang des
zweiten Paragraphen behauptet wurde.

um.

Fiir weitere Berechnungen fithrt man die Bezeichnung
4t
(3,17) y =" J a

%
TJo (1 - IZ)i (1 — Liz t2>
o
ein, so dass

(3.18) Jooe) = Ly

ist.
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Zur Berechnung des Integrals J, (o) verwenden wir die erste Gleichung des Sy-
stems (2,17)

(3’]9) JOl(u) =1- “%OC JOQ(:Z) = - %‘Y.

Die Berechnung von Jo,(«) gestaltet sich einigermassen schwieriger. Wir geben
deshalb zuerst eine Beziehung an, die sich bei der Berechnung von J,, als niitzlich
erweisen wird. Nach (2,2) und (3,4) gilt

c
(3,20) Jola) = — 2 1(2 +1>_di _
nJ2 z) JX

Durch die Transformationen (3,13) und (3,15) ergibt sich

(3,21) l<z + l) g 2

2 2
z  ——
o
und

(3,22) Jm(oc) - 1 - aﬂJ‘l dt

E PO
o T °(1—t2)%<1——%t2)

Z—ai 17 dt
o T

\ +°
0 (1 _2 tz)(l — )t (1 - iz zl>
Q o

Der Vergleich der rechten Seiten der Gleichungen (3.19) und (3.22) gibt

1
(3,23) 4 dt =2 4y
o 2, N 42% o0 — 2
=20\ - ey -4
o o?

Bei der Berechnung von J,(«) schreibt man dhnlich wie in (3,20)

(3,24) Jon#) = — 37;‘ § ‘2<z2 + ;’7) \i;ix :

lz]=1

Mittels der Transformationen (3,13) und (3,15) bekommt man

1 1 3 > g 22
(3,25) E(z2+2):1m4cx+:zoﬁ—8 122 & 4o 8 = 8at 2
zZ

2
1_2p <1—%z2>
o o
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und

(3.26)  Jox(0) = *(1 - 4o+ 22). L‘ - 2)%51 : 12\)% _
_7(2— 3a+a2)n :(1 —%12)(1 d;) ( ;2 ) +

+ - (4 ~ 4o + a?) - f ( ——)—(] d:);a‘*ﬁ ;2 tz)%.

Die zwei ersten Integrale auf der rechten Seite sind schon bekannt (3,17), (3,23) und
zur Berechnung des dritten verwendet man eine Reduktionsformel (vgl. [4], S. 88)

N T
r1M+[;214—<1+£)t2+1:|N +L§- ~<l+:;>t]N

- 2 . i ar.
0 11— (1—12)71—~t2
o o?
wo M und N Polynome in ¢ sind, die der Identititsgleichung
) 4
(3,28) R PV VR L+ — )P+ 1|N=1
a a |a? o?
geniigen. Die Methode der unbestimmten Koeffizienten liefert
(3,29) M = 7—1 8 — (4 +20)1* — 4 + 4o — o?
' 4 — 4o + o?
o
3,30 N=e——— g,
(3.30) 4 — 4o + oF
Nach dem Einsetzen in (3,27) bekommt man
(3,31)
! dt o — 2 ! ds
2 L\ : 4 N 4—da +o? 4 N\? *
'°<1w42> (l—tz)%<1—m212) °(1 —7)( ——z)
o o o
1 b 1 42\ 3
j . 4\ 4-4 *_[ [4t .
(1——t>(1—t2)5(1 —12) IR LN PR AP
2 2
o o o
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Fiihrt man noch die Bezeichnung

1 2 3
(3.32) z-( [ 1= Vi
T Jo 1 — i 2

OC?'

ein und setzt man den Ausdruck (3,31) in (3,26) ein, bekommt man nach einigen
kleinen Umformungen
3 -4 1
(3333) Joz(d): — 20— — iyﬁL*Z.
o o

Mit Hilfe der rekurrenten Formel (3,11) bekommt man der Reihe nach
(3,34)  Joa(o) =1 + do* + (1?5 - 23(2) Y - 3Z,

13 4 4do® — 120% 4 4 2242
Joa(d) = — 8ol 4+ o) — T L TSy TH A
’ 3cx 3a

205 70 35 50
Jos(@) = 1 + 362 + 160* +(6 3 a2—8a4>Y~-—(“+ ~-11>Z,

Die so erworbenen Ausdriicke fiir die Funktionen J ,y{«) sctzt man in das System
(2,17) ein. Die Ausdriicke fiir dic Funktionen Jy »y +4(e) braucht man zwar zur Be-
rechnung nach dem System (2,17) nicht, aber sie wurden mit Vorteil zur Kontrolle der
erworbenen Formeln verwendet. Auf diese Weise bekommt man Formeln zur Be-
rechnung aller erforderlichen Funktionen J,,(«). Bei den Funktionen J,,(«) mit einer

geraden Indexensumme ist es zweckmissiger die Formeln fiir o . J, nx - (@), zu
schreiben:

(3,35) aJgo =Y,
Jor = 1-3Y,
alyy =— Y+ 17,
voadgy=—2* -3 - Y+ Z,
Jio= 14+3Y- gz

Jos = 1 4 4a? +( 20(2)Y~3Z,
iy == (= 1) Y+ @+ 307) 2,

afyy =— do® — (4 ~~cx2)Y+( + 2z,

a.]o4=-—8a2(1+(x2) (2 + % —da) Y+ (5 + )2,

Ba= 1+ (E =3 Y- (=37,

Jia 1+ 1202 +(33 40%) Y (6+oc)Z

Jos = 1+ 360 + t6a* + (222 + 20 — -~ &+ ) Z,



Die Formeln (3,35) geben alle Funktionen Jk,.(a) als lineare Kombinationen von
zwei elliptischen Integralen Y und Z an. Aus den Gleichungen (3,17) und (3,32) folgt,
dass Y und Z vollstindige elliptische Integrale mit dem Modul

(3,36) =2

sind, fiir die gewdhnlich die Bezeichnung (vgl. [5], S. 74)

(3,37) Y:4K, z-1%g
T e
eingefiihrt wird. Fiir reelle Moduln werden diese elliptischen Integrale laufend tabel-
liert. In unseren Fillen charakterisiert o die geometrische Anordnung eines Schaufel-
gitters (Abb. 3) und ist durch die Glei-
+ chung

7 (3,38) o= i%e”i’l

gegeben. Dabei bedeutet #/I das Teilungs-

verhiltnis und A den Staffelungswinkel des

Gitters. Die Moduln sind also allgemein

komplex und da man die Tafeln elliptischer

Y Abb. 3. Ir?tegrale mit komplexen Moduln la.ufen.d

/ nicht zur Verfiigung hat, haben wir die

erforderlichen Werte selbst berechnen

miissen, was mit Hilfe bekannter Entwicklungen der 3-Funktionen geschah und

keine besondere Schwierigkeiten bereitete. Schreibt man die Verdnderliche « in
der Form

(3,39) ~ o = 2ie! 17

so sieht man, es wire von Vorteil, die Funktionen fiir solche Teilungsverhiltnisse t//
und Staffelungswinkel 4 zu tabellarisieren, damit sie im In ¢/l und A dquidistant seien,
denn dann wird man einheitliche Interpolationsformeln und anndhernd die gleiche

Interpolationsgenauigkeit im ganzen tabellarisierten Bereich erziclen. In der Tabelle 1
werden die Werte der elliptischen Integrale Y und Z fiir Teilungsverhiltnisse ¢/ = 7,

1/\/2, 1, \/2 und 2 und fiir die Staffelungswinkel A = 0, /6, /3 bzw. n/2 angefijhrt.

4, ZWEI NAHERUNGSVERFAHREN ZUR BERECHNUNG VON FUNKTIONEN
Jia(x) FUR GROSSE N =k + n

Mit anwachsendem N = k + n konvergieren die Funktionen J,(x) zur Null.
Durch die Formeln (3,35) werden sie aber als Differenz grosser Zahlen gegeben und
deshalb eignen sich diese Formeln fiir die praktische Berechnung im Falle der gro-
sseren N nicht. In diesem Paragraphen werden wir zwei Ndherungsverfahren zur Be-
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rechnung dieser Funktionen angeben. Wir beschrinken uns, wie vorher, nur auf
die Berechnung von J,,(); die restlichen Funktionen J,,(«) werden dann mit Hilfe
der Formeln (2,17) bestimmt. Das erste Verfahren eignet sich fiir 4 < n £ 9. Das
zweite Verfahren, das einfacher ist als das erste, eignet sich fiir n = 9. Fiir kleinere n
liefert das zweite Verfahren nicht so genaue Werte wie das erste, hauptséichlich in den
Fillen, wo die beiden Wurzeln z, und z, (3,7) und (3,8) nahe nebeneinander liegen.

a) Das erste Verfahren.

Wie es schon friiher (3,4) bis (3,8)
ausfiihrlich gezeigt wurde, liegen zwei
Wurzeln z; und z, des Polynoms X
innerhalb und die iibrigen zwei Wurzeln
zzund z, ausserhalb des Einheitskrei-
ses, Deshalb kann der Integrationsweg
im Integral (3,4)

@)-EBENE

(‘491) Jon = — —
lzl=1 Abb. 4.

auf die zweimal durchgelaufene Strecke

z,z, zusammengezogen werden. (Abb. 4. Beim Ubergang von einem Ufer der

Strecke z,z, auf das andere um den Punkt z, oder z, herum &ndert der Integrand nur

das Vorzeichen.):

4i [** 2" dz

T J., VX ’

Das Vorzeichen der Quadratwurzel im (4,2) u. w. ist durch die Bemerkung 1 (S. 432)
und durch die Deformation des Integrationswegs bestimmt.

(4’2) ‘]On = -

Auf der Strecke z,z, konvergieren die beiden Potenzreihen

z 2 \2
(4,3) vt hy_tzzzm 3fz=mmyo
(2—23)% (21—23)'y 2z —zy 8\zy — z3

_ _ 2
(4,4) _ i; = __l___} I:l _lz-z E(f___z}.) — ]
i (z — zy) (22 — 24)' 22y —zp 8\zy — 24
Der Konvergenzrad us der ersten Reihe ist |z; — z;|, der zweiten Reihe |z, — z,]

(vergl. Abb. 4 und Tab. 2) und deshalb kann man sich in den beiden Reihen nur auf
die ersten zwei Glieder beschrinken und schreiben

1 1

= X
(z — 23y (z — zo)t (21 — 23)t (2, — z4)}

« 1~EZ—Z1_£Z—22 =-l—(A+BZ),
2 4

2z, — z3 Iy — Z4

(4.5)
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Tabelle 1

‘ 1/l yl
P
3 0
CoV2 0
L 0
TN 0
AR
? !
| 2 7/6
3 7/6
\/2 /6
i 1 7/6
L 1J2 | a6
| 3 7[6
2 a3
3 7f3
V2 3
1 7/3
1 73
| 2 7f2
3 7/2
i \/2 | 72

1,89001266
1,82048870
1,80257260
1,66925370
1,49149836
1,28527534

1,93143322 —
1,87490150 -
1,85888860 —
1,7255400 —
1,52617926 —
1,29019066 —

2,05045290 —
2,06514666 —
2,06429376 —
1,96548288 —
1,64657080 -
1,27827354 —

2,14636402
2,30414018
2,36068120

3,8853931

3,8080434

3,7874755

3,6259757

3,3863642

3,0711567
10,09343712 3,9330366 — i0,0982735
i0,14774048 3,8776072 — i0,1618344
i0,16079422 3,8616250 — i0,1781527
i0,2429628 3,7211632 — i0,2955160
i0,30938080 3,4796569 — i0,4304740
10,33522300 3,135761 — i0,5426422
10,12287364 4,0550255 — i0,1181669
i0,23403128 4,0834410 — i0,2219815
10,26681190 4,0885958 — i0,2529649
i0,52664954 4,0708580 — i0,5312137
i0,73620548 3,8365598 - i0,9240092
i0,76414018 3,3561497 — i1,2259675

4,1385264

4,2712069

4,3148208

wo noch die Bezeichnungen

(4,6) A=

und

(4.7)

= +
(2 + 2a)* (2 + 20)* [4(0(2 + 20 4(a® — 20)
eingefiihrt wurden.

-2

-2

(zy — z3)t (2, — z4)* [z,

1 :|,
Z, — Z4

1

Nach (4,5) kann man also in das Integral (4,2) den Ausdruck

(4.8)
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A + Bz

;7)? - 4z — zl); (z = z,)*

.. 4 [‘] + ] + 1 22 :I =
(z, - 23)% (z, — 24)4‘ 2z, —2z3 2z,— 124
2 Za
(o2 + 20)* (2® — 20()‘}[ 4 + 2u o — 2ac)£:|
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1

Lot I A ’ &
2 k 0 i4,000000
310 i3,000000

V20 i2,828427
1|0 12,000000
112 o i1,414214
I o i1,000000
2 | =f6]  2,000000 4 i3,464100
3 |a/6!  1,500000 4 i2,598076
J2 | af6] 1414214 - i2,449490
1 Jmf6| 1,000000 -+ i1,732050
112 =f6 | 0,707107 + i1,224744
I /6] 0,5000000 -i i0,866025
2 | m[3| 3,464100 + i2,000000
3 |nf3] 2598076 -+ i1,500000
J2 a3 2,449490 -+ i1,414214
1 !=/3| 1,732050 -+ i1,000000
12 #[3|  1,224744 + i0,707107
1 |a/3| 0,866025 | i0,500000

L2 Imf2|  4,000000

[ 3 |=/2  3,000000

V2 n/zil 2,828427

Tabelle 2

Z

- 0,028263 + i0,116342
- 0,046939 -1~ i0,147749
— 0,051856 + i0,154689
— 0,089821 4 /0,197369

— 0,144400 - /0,238678

0,213849 | i0,272020
— 0,070323 -}- i0,083152
— 0,094101 -+ /0,101618
— 0,099749 + i0,105567
- 0,138790 1 i0,129160
~— 0,187860 -+ i0,151445

0,245856 -- i0,169773
— 0,093593 + 70,042829
- 0,119151 +4- j0,051374
- 0,125003 - /0,053176

— 0,163830 + i0,063790
— 0,210009 + i0,073708
0,262690 + i0,081921

- 0,101021
— 0,127017
- 0,132909

0,028263 - i0,116342
0,046939 -i- i0,147749
0,051856 + i0,154689
0,089821 + 70,197369
0,144400 + i0,238678
0,213849 - i0,272020

— 0,036567 - i0,131482
0,032424 - i0,180168
- 0,030067 + i0,191722
i0,267950

0,064481 +- i0,345730
0,159375 + i0,405204

— 0,120352 |- i0,102700
— 0,157875 + i0,164430
— 0,165316 + i0,182057
— 0,181391 + i0,329410
- 0,093522 -- i0,503971

0,073715 + i0,611614

— 0,171573
— 0,267949
— 0,297693

einsetzen, so dass dieses Integral
die Form:
(4.9)

i Zy Az" + an+1

JE2 BCEENTERPAT

annehmen wird.

Jow = —

Zuerst berechnet man das In-
tegral
i i z" dz‘
n)o(z—2) (2 - )b
Der Integrand dieses Integrals hat
im Endlichen Singularititen in
den Punkten z, und z,. Statt

lings der zweimal genommenen
Strecke z;z, (Abb. 5) kann man

(4,10)

N
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langs des Kreises C integrieren. Der Halbmesser des Kreises C sei R > 1. Auf dem
Kreise C kann man den Integranden in (4,10) in eine Potenzreihe nach den Potenzen
1/z7 entwickeln

Zn~1 het L 1

=z2""1'%Y q —.

(z =zt (z — z)* B (1 — zy/2) (1 = z,/2)} =0’z
Aus dieser Entwicklung ergibt sich dann

i z"dz i - dz
4,12 — = —(hz" ! a;,— = —a,.
(4.12) nfzz (z — z)¥(z = zy)t 2n§ ,Zo Y
c

Aus den Gleichungen (4,9) und (4,12) ergibt sich schon die Niherungsformel fiir J,,
(4,13) Joy = Aa, + Ba, .1,

(4,11)

wo a, die Koeffizienten der Potenzreihenentwicklung (4,11) sind. Diese Koeffizienten
sind durch die folgenden Formeln gegeben:

(414) a,=1,
a, = %(zl + 22),
ap = %(Zl + ZZ)2 — $z,z,,

a; = 156(21 + z5)% - 3(21 + 2) 2425,

ay = 128(21 +zy)t — ‘1 + 2, 22, + %(2122)2 )
as = 256(21 + z,)° — 32(21 + 2,)% 212, + ig(zl + 2;)(2122)",
g = 1203214(21 + 22) - i“;'g(‘l 2,)" 2,2, + 4 (21 + 22) (2121)2
- 15(“122) >
a; = 2402493(‘1 +2,) — g?;(zl + 25)° 2125 + 15a(21 + 22)%(2122)* —
(21 + ZZ)(ZI z,)°,

ag = 362473658(21 +z,)° — %(zl ':522)6 Z3Z; + %(4%3 Zy + Z2)4(2122)2_
- 128(21 + 22)%(z122)° + Tz"é(zlzz)4 )

ay = 33530(z1 + 22)° — Gose(z1 + 22)" 2172 + J04a(21 + 72)°(2122) —
- 1215565(21 + 2,)%(z 22)3 256(21 + 2,)(z122)"

Um sich eine Vorstellung iiber die Grossenordnung des Fehlers, mit dem die For.-
meln (4.13) behaftet sind, bilden zu kdnnen, fithrt man folgende Betrachtung durch:;
Nach (4,8) gilt

1 1

\—/; - (Z - él)%(z - 22)%

wo &(z) der Fehler der anndhernden Gleichung (4,5) ist; der Fehler des Naherungs.
wertes der Funktion J,, ist dann

(4,15) [i(A + Bz) + 5(2)] s
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S AL ) B
Tl (3 - ZI)%(Z - 2'2)ir

In diesem Integral fithrt man zuerst eine Transformation der Verdnderlichen z durch

(4’16) 5"0" = - dz .

(4.17) 2=z, + (z; — z,) 1,

mit der man fiir die Abschitzung des Fehlers folgende Bezichung bekommt
4 1 )z"6

(4.18) sl =2 [ 22Ny,
m)o (1 — )7

Es ist klar, dass die Werte von |z" §(z)] in der Umgebung der Punkte z, und z, den
grossten Einfluss auf den Wert des Integrals (4,18) haben werden und deshalb setzt
man im Integral (4,18)

(4,19) |z" 5(2)! ~ |z} 5(22)] + [|zH 5(21)| - |25 5(zz)|] t.
Nach der Durchfiihrung der integration bekommt man
(4,20) 18Jonl ~ 2[12] 8(z1)] + 125 8(z2)I] -

Es bleibt noch iibrig, die Werte von [(z;)| und |(z,)| abzuschédtzen. Nach (4,5) gilt
1

zy — z4\F 1z, -z
: i 2 a\'_ gL ,_E‘i
((zy = z3)* (22 — z,)Y| (Zx - Z4> 2z, — 24

|zy — 22|2 1 3 Iz, — Zz|2 1

z0 = z2)t(z2 = za)}] |z — 2y 64 Jo® + 20 o — 20 [0 — 22

(4,21) |5(zl)| =

3
B

und dhnlich fiir z,
3 |z, — z,]? 1

64 | + 2af* o0 = 2oF  |u® + 2o

(4,22) 18(z,)] =

Aus (4,20) ergibt sich dann die gesuchte Fehlerabschitzung

. 3 lzy — 22]2 ) Jz4|” [z, 2
4,23 [T ol ~ — . + .
(*23) ¢ 32 la? + 20 |0 — 20 [ |a? — 20f | + 29 )

b) Das zweite Verfahren.

Die Berechnung der Funktionswerte von Jo,(«) nach der Formel (4,13) erfolgt zwar
in den meisten Féllen mit ausreichender Genauigkeit, aber sie ist fiir grosse n ver-
hiltnismissig kompliziert. Deshalb wird hier ein anderes Verfahren angegeben, das
sich gerade fiir grosse n gut eignet.

2) Die Formel (4,23) wurde auf einigen Beispielen, bei denen die genauen Werte von J, be-
kannt waren, erprobt. Es stellte sich heraus, dass sie fiir eine Fehlerabschitzung die Werte angibt,
die um eine Grossenordnung grosser sind als die wirklichen Werte.
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Bei diesem Verfahren deformieren wir den Integrationsweg so, wie es auf der Abb. 6
aufgezeichnet ist. Dann kann man schreiben

2' o n : 2zt .0 d zzzn z
(4’24) JOn = - —I z'dz = = ﬂ ’\ { 7 Z - - d .
n ) JX Lo VX Jo VX

[z]=1

Die Vorzeichen der beiden Quadratwurzeln werden dhnlich wie im (4,2) durch die

Deformation des Integrationsweges

bestimmt.
@-EBENE Zur Berechnung des Integrals
(475) 4i [*1 " dz
” T Jo /X
7 5 7 nimmt man eine Potenzreihenentwick-
lung vor
(4,26)
l —_
— Abb. 6. (z — z) (z — z3) (2 — z,)*

= Ay + Bl(z —z)) + ...
Der Konvergenzradius dieser Reihe ist |z, — z,|. Wegen (3,5) gilt

(4,27) P S BN
VX oo 470 (2 + 20)
und
(4,28) B, = — X P M
’ 4(X ,)% Z=2y 1 421(062 + 20‘)% .

Jetzt setzt man die Entwicklung (4,26), in der man sich auf die zwei ersten Glieder
beschrinkt, in das Integral (4,25) ein

4' Z1 n B z1 Z"
(4.29) jj @dz 4’j [Ay + By(z — z)] dz .

T Jo ;7X nJo (z - z1)

Da der Konvergenzradius von (4,26) nur |z; — z,| gleichkommt, liefern die zwei
ersten Glieder der Reihe (4,26) annehmbar genaue Werte nur in kleiner Umgebung
des Punktes z;. Auf den Wert des Integrals (4,29) iiben infolge des Koeffizienten
2)(z — zl)% den liberwiegenden Einfluss nur die Werte des Integranden in der Umge-
bung des Punktes z, aus und deshalb gibt das Integral auf der rechten Seite von (4,29)
cinen angeniherten Wert des Integrals (4,25) und zwar auch in den Fillen, wo der
Koordinatenanfang ausserhalb des Konvergenzbereichs der Reihe (4,26) liegt.
Weiter fiihrt man im Integral (4,29) eine Transformation der Verdnderlichen z ein

(4}30) z = z4t;
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die so entstandenen Integrale kann man dann mit Hilfe der Gamma-Funktionen aus-
driicken

4! Zy n 4Z"+% 1 t"
_J qi?[Al b Bz = 2] dz = 2L j [A, = 2, By(1 — )] dt =

n)e(z— 2z, 0(1_0%
(431) _ 4yt [A1 l“(n-+ 1)}:(%) _ 2,8, IL(LI)S(%_)]
i I(n + 3) T(n +3)

Durch Einsetzen von (4,27) und (4,28) bekommt man nach kleinen Umformungen
4i [*rz"dz | 2" EH(n)? z | 1 24+ 3z, —o?
m)o VX wn(2n+ 1) (o + 20)t 243 4o + 200t |

Dic Berechnung des zweiten Integrals in (4,24) erfolgt ganz dhnlich, so dass die Nihe-
rungsformel fiir J,, lautet

(4.33) Jo, = 220 (p1)? % iz ‘:1 + 1 243z, — ocz:I _

n(2n + 1)! . (uz + 2a)* m+3 4(o® + 20)*
N T PR B Rl |
(o — 20)* 2n + 3 4o — 2a)t

Zweiter Teil

(4,32)

5. DIE BERECHNUNG VON KOEFFIZIENTEN A, UND A,», DER GESCHWIN-
DIGKEIT, DIE AUF EINER SCHAUFEL DURCH DIE AUF ZWEI BENACHBARTEN
SCHAUFELN VERTEILTEN WIRBELN INDUZIERT WIRD

Die Koeffizienten p,, v,, der induzierten Geschwindigkeit fiir die Schaufelgitter
mit schwach gewdlbten Profilen werden mit den Ausdriicken (1) in [2] gegeben, wenn
man dort zum Limes fiir  — 0 libergeht. Es ergibt sich

_2 & J’" "(cos 9 — cos x) (1 + cos ) dy dI
2.5 N L,
Tr=tJodo (cos 8 ~cosx)2+r2<1)e 2ia
2 J‘" " (cos & — cos y) sin ny sin y dy d3

2
Tor= 2t N
TrEtJodo (o5 9 — cos g)? + r? <7>e'2”‘

, 4i & (™ ["(cos & — cos y) cos kY1 + cos x) dy dI
Hio — iVgo = — > 3 j j ( %) ( %) dy
r=1Jo

20\% _4
®  (cos 9 — cos )t + r? (l) e 2

. 4i & (" (" (cos & — cos ) cos k3 sin ny sin y dy d9
Mpgn — Wgp = _‘Z Z - .
" r=1 odo

22 20\ —aia
(cos 3 — cos x)? + r e :

(5.1) Hoo — Voo =

A“On - lv(]n =
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Der Bestandteil dieser Koeffizienten, der von den zwei benachbarten Schaufeln her-
riithrt, ist durch das erste Glied dieser Summen gegeben

(5.2)

. 2i ("™ (cos 3 — cos x)(1 4 cos ) dy d9
Aubtoo — i Agvoo = — .__ZJ j ( All 2112 zd9
" JoJo (cos & — cos z)* + <7> e 2t
. i ["["(cos & — cosy)[cos(n+ 1)y — cos(n — 1) ] dy d9
Alum_,AlvO"LzH . 7)[cos (n + 1)1 - (n = 1)1
Tdodo (cos & — cos x)* + <7> e 2

4i J‘” "(cos 8 — cos z) cos k(1 + cos y) dy dI

Btk = Ao = = 5 o
0vo (cos & — cos x)* + (7) e 2

3

k]

Alukn - iAlvkn =
_ 72:12_-[ J‘ (cos § — cos y) cos k3[cos (n + 1) y — cos (n — 1) «] dy dg.
0JO

20\* s
(cos 8 — cos x)* + (l) e
Im weiteren wollen wir uns nur mit dem allgemeinen Fall A;p,, — i Ay, (d. i
k + 0 und n =% 0) beschiiftigen. Fiir die restlichen Fille, bei denen der Rechnungs-
vorgang derselbe ist, werden nur die resultierenden Formeln angegeben. Den Inte-
granden in (5,2) zerlegt man in die Summe von zwei Gliedern

. i " ("fcos kd|cos(n + 1)y —cos(n — 1
(5=3) Al#kn"Al"knz;;jj [ ( ) ( )X]+

T 2t _,
o Dl cosS—cosx—iTe”‘

4 cos k9[COS (11 + 1) ¥ — cos (" - 1) X] dy d$.

73

2t

cos 3 — cosy + 178
Fiithrt man noch die Bezeichnung (3,38)
(5.4) o= i2_l’ o
ein, so gilt nach (2,1)

. i

(5,5) Ay — P A, = — 5 [Jk.nu(“) - Jk,nﬂ(a) + Jk,n+1(*0‘) - Jk,n—l(_a)]'
Nach (2,12) und (2,13) folgt weiter

(5.6) Ay — i Agyy, = i[Jpnoi(0) = Jywea(2)] fiir k+n=2N+1,
’ 1k 0 fir k+n=2N.

I

446



Durch Zerlegen in den reellen und imaginiren Teil ergeben sich die endgiiltigen
Formeln, nach denen die numerische Berechnung erfolgte:

(5.7) Aikgo =1ImJg ., Ayvoo = Re Jy,
Ajpige_y0 == 2Imdg 201 - Apvapey0=—2Re Jg 1.
Ao =—2ImJy 5. Ayvayo  =—2ReJy,,
(5=8‘) Atbig 201 =0,
Aifizi -y 20-1 = IM (Jan-1.20 = Jak- 1‘2"-2)1
Aok, 2n -1 =0,
AVo anet =0,
Apvag—ian—1 = Re(Jop1 20 = Jou Lo 2) s

AVakan— =0,

(5.9) Ao, 20 =3Im(Joope1 = Jo2u1)-
Ao 1,200 =0,
A 2 = Im (‘Izk.7,n+l — ok 2n-1)
A(vo an = P Re(Jo 201 = Jo2u1) .
AiVaet 2n =0,
AVag 2 = Re (o 2me1 — Jak2n-1) -

Nach diesen Formeln und mit den Funktionswerten von J,,. die nach der im ersten
Teil dieser Arbeit erwiithnten Methode berechnet wurden, wurden die Werte der K oef-
i .. / '
fizienten A, und A, v, fur ¢/l = |, I/V/2, 1,2, ; 2und 4 = 0, n/6, /3 bzw. /2
ermittelt.

Die numerische Berechnung von Kocffizienten A, und A, v,, ist ziemlich kompli-
ziert und damit ist eine erhebliche Gefahr der numerischen Fehler eng verbunden. Es
war also eine wirksame Kontrolle der numerischen Berechnungen dusserst erforderlich.
Zu dieser Kontrolle hat man die Werte der induzierten Geschwindigkeit, die in der
Arbeit [6] berechnet wurden, verwendet. Mit der dort eingefiihrten Bezeichnung gilt
nidmlich

(5.10) IEOA,;(,‘,, cos k§ = Ay, . kZOAlvk,, cos k3 = A, f,,

und im speziellen fiir 3 = 0

ox

(5.1 Y Ay = — Im [z, + Z%:l Y Ay =
K=0 o k=0

}

I

70

o

[
K \._.J

+
Q It\rx‘]
—_

il

Z AI“kn = Im [(_1)" Z'; + z,é - ZAI"kn
KZo

k=0

Re [(— 1)" 2 + %],

wo zy und z, in Tabelle 2 angegeben sind.
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6. DIE BERECHNUNG DER KOEFFIZIENTEN DER INDUZIERTEN
GESCHWINDIGKEIT

Fiir grossere Teilungsverhiltnisse bzw. fiir grossere r kann man die in den Aus-
driicken (5,1) enthaltenen Integranden in Potenzreihen nach den Potenzen von 1/r%«?
entwickeln und danach die Integration nach y und 9 sowie dic Summe nach r durch-
fiihren. Oder man kann die Resultate der schon erwihnten Arbeit [6] beniitzen und
direckt an die Aufstellung von Formeln herantreten. Fiir den Einfluss des r-ten
Schaufelpaares gilt

(6,1) Y Ay cos kY = Ay, Y Ay, coskd =Af,,
o k=0

k

wo A,g,, und A, f,, mit den Ausdriicken (15) und (16) in der Arbeit [6] gegeben sind
(6,2) Ag, — iDf, = —iw] +wy), n=1,23 ..,
(6.3)

. —i(l+w + il +w
Arg)-o - lArf)'O = ( 1) ( 2)

(r?o® + 2roccos § — sin? 9%  (r?a® — 2racos § — sin? 9)*

In den Ausdriicken (6,2) und (6,3) bedeutet

(6,4)  wy, =cosd + ro T (rPa® £ 2recos § —sin? 9)F, [wyl <1, |wy <1,
wo die oberen Zeichen fiir w, und die untere fiir w, Geltung haben.

Fiir ziemlich grosse |ra| kann man die Ausdriicke fiir w; und w, in Potenzreihen
nach den Potenzen (roz)"‘" entwickeln

o) a2 3
(6.5) Wy, =cos 3+ ra F ra (I + 2 cos 9 En—{)) =

ro T‘ZOCZ

. 1 sin? 9 + 1 [cos & + sin® 21 1 /cos 3 + sin? 9 3+
= 4 raf- — . 20 Y z i
2 r¥a? 2\ ro 2rq? 2\ re 2r2u?
5/cos$ _ sin®9\*_ 7 /cos § _ sin? §\°
+ - T + 'TZ + - E— + "_'—27 + ... .
8\ ru 2rea 8\ rua 2rea

Nach einer einfachen Umformung bekommt man

Ed

(6,6) Y (A — 1Ay cos kY = Ag,y — i A S, =— i(w, + wy) =

+

i i i 25
= ‘zLj, cos & + ~4’—4 (; cos 3 + icog 3.9) + L (8 cos 9

reo ru 1‘60(6

1 i 49
+ 5_ cos 39 + i cos 58 ) + b &5 cos 3 + — cos 39 +
16 16 32 16

7
+ -—cos5%) + —— 1——c039+'?)—lscos&‘) + .
16 r 32
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Die Summe der Ausdriicke (6,6) fiir » von 1 bis oo gibt dann eine Beziehung fiir die
gesuchten Funktionswerte [y und v, an

{(2) cos 9 + L (4) . Ecos 9+ 1cos 39) +
2 o 4

(6’7) Z (ﬂm - i"kl) cos k3 = L
k=0 o 5

i 25 15 1 i, 245
+ — (6).{—cos 3 + —cos39 + —cosSI) + — {8).[=."cos 9 +
o’ (©) (8 16 16 ) o® ®) 32

1323
- C

4 7 i 315
+ P cos39 1+ cossg) ! {(10) . 0s & + ~cos 39) + ..,
16 16 a'® ’ 64 32 )

wo {(m) die Riemannsche Zetafunktion

(63) (ORI
r=11

ist. Durch Zerlegung der Gleichungen (6,7) auf einen reellen und einen imaginiren
Teil und durch Vergleich der Koeffizienten von cos k3 fiir die gleichen k auf den
beiden Seiten der Gleichung (6,7) bekommt man Reihen fiir die gesuchten p,; und
v;. Diese Reihen konvergieren fiir [o] = 21/l > 2. Um diese Reihen auch fiir die
dichteren Schaufelgitter anwenden zu kdénnen und dabei noch cine gute Konvergenz
gewihrleistet zu haben, wird man den Einfluss einiger naher Schaufelpaare nach den
genauen Formeln des vorangehenden Paragraphen berechnen und erst fiir die restli-
chen die Reihenentwicklungen verwenden.

Fir ¢/l = 2, % und \/2 wird nur der Einfluss des ersten Schaufelpaares nach den
genauen Formeln berechnet. Die Formeln fiir die Koeffizienten ,p, und ,v,, (die
vorangestellte Indexziffer 2 bedeutet, dass die Summe der Ausdriicke (6,6) erst von
r = 2 ab durchgefiihrt wurdc) crgeben sich aus der Gleichung (6,7), falls man darin
a(m) anstatt {(m) schreibt

(6.9) Lo(m) = gjz ;I;; ={(m)— 1.

Ganz dhnlich geht man auch bei der Berechnung aller iibrigen Koeffizienten ,u; ,
und ,v, , vor. Darum werden im weiteren nur die resultierenden Formeln angefiihrt.
In den Formeln wird ausserdem die Bezeichnung t = I/2t verwendet.

(6,10)  ,p00 = 0,644937% sin 24 — 0,185237* sin 41 + 0,10847° sin 61 —
— 0,078078 sin 84 <+ 0,0627'° sin 104 ;

allig = — 1,2898772 sin 22 + 0,370451* sin 44 — 0,21687° sin 64 +
+ 0,15617% sin 84 — 0,1237'% sin 104 ;

a0 = — 0,123487%* sin 44 + 0,10847° sin 64 — 0,09371% sin 84 +
+ 0,0827'° sin 104 ;
230 = 0,041167* sin 41 — 0,05427° sin 64 + 0,05627°% sin 81 —

— 0,0557"% sin 104 ;
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2Ha0
2150

2Ho1

2M1

2H21
2M31

2H4y
2H5s1

1Ho2

214
2M24
2M34
2l4a

2Hs4

2Hos
2Hys
2M2s
2M35
2H45

= 0,01087° sin 64 — 0,01877® sin 84 4 0,0247'° sin 104 ;
= — 0,00227% sin 64 + 0,00627% sin 84 — 0,0107'° sin 104 ;

= :

= 0,644937% sin 21 — 0,123497% sin 44 + 0,05427% sin 64 —
— 0,03127% sin 84 + 0,061¢'% sin 104 ;

=0:

= — (,020587* sin 41 + 0,01637° sin 64 — 0,01257% sin 81 +
+ 0,0107'° sin 104 ;

=0;

= 0,0011<° sin 64 — 0,00181® sin 84 + 0,0027'? sin 104 ;

= — 0,322477% sin 21 + 0,082331’4 sin 44 — 0.04067° sin 61 +
+ 0,02507% sin 84 — 0,0177'% sin 102 ;

=0;

0,061747* sin 42 — 0,04347° sin 64 + 0,031278 sin 84 —

— 0,0247"% sin 104 ;

=0

s

It

, = — 0,00547% sin 64 + 0,00717® sin 84 — 0,007¢'% sin 10 :

=0:

3=0;:
, = — 0.06177* sin 4/ + 0,0497° sin 64 — 0,0377% sin 82 +

+ 0,037'%sin 104 ;

A_,:O'

=0,0117%sin 64 — 0,0137% sin 84 + 0,017'% sin 104 ;

3 =03
;3 = — 0,0017% sin 84 ;

= 0,01037% sin 4/, — 0,0137° sin 61 + 0,012¢% sin 81 —
— 0,017'%sin 104 ;

=0;

— — 0,0117° sin 64 + 0,0147® sin 84 — 0,01<'%sin 102 ;

=0;

= 0,002 sin 8/ ;

=0

=0

= 0,0057° sin 64 — 0,0097% sin 84 + 0,017'° sin 104

-0;

= — 0,0027® sin 81 ;

=0,

Die Formeln fiir ,v, ergeben sich aus den Formeln fiir 2/, falls man darin cos m4
anstatt sin ml schreibt,
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Werden die Werte der Koeffizienten ,fi0, 21, 2142 auf fiinf Dezimalstellen und der .
Koeffizienten i3, 24, 2445 auf vier Dezimalstellen berechnet, dann iiben die ver-
nachlissigten Glieder keinen Einfluss mehr aus. Fiir kleinere Teilungsverhiltnisse
d. i. fiir /I = 1 und 1/\/2 unter Beibehaltung derselben Genauigkeit muss man die
Einwirkung von zwei Schaufelpaaren nach den exakten Formeln berechnen. Die
Formeln fur 3p, und 3v,, ergeben sich aus den Formeln (6,10), wenn man darin die
bei ™ vorhandenen Koeffizienten mit

§a3(m)
6,11 23\
(6,11) 0
multipliziert. Dabei gilt
(6.12) Calm) = rl . 2im

Fiir t/l = % wird schliesslich die Einwirkung von vier benachbarten Schaufelpaaren
nach den exakten Formeln berechnet. Die Formeln fiir sy, und 5v, , ergeben sich-
dhnlich wie die Formeln fiir 3/, und 3vy,, aus den Formeln (6,10) durch Multiplika-
tion der bei ™ vorhandenen Koeffizienten mit {s(m)/{,(m). Die Werte von §3(m)]
[G2(m) und {s(m)/§,(m) werden in Tabelle 3 angefiihrt.

Tabelle 3
m 2 1 4 1 6 | 8 | 10
e e ) R R i
Lym)]Ey(m) | 0,61236 0,24080 0,09906 0,04197 0,01812
s m)C,m) ‘ 0,34317 0,04338 0,00589 0,00084 1 0,00014
I

Die Teilungsverhiltnisse waren so gewihlt, dass fiir jedes Teilungsverhiltniss nur
die Einwirkung der ersten Schaufelpaares nach den exakten Formeln berechnet
werden musste. Bei kleineren Teilungsverhiltnissen, bei denen man die Einwirkung
von mehreren benachbarten Schaufelpaaren exakt zu berechnen brauchte, ist das
zweite Schaufelpaar dquivalent dem ersten Schaufelpaar mit doppeltem Teilungs-

~ verhdltnis usw.

Zur Kontrolle der numerischen Berechnung wurden, dhnlich wie im vorigen Para-
graphen, die Resultate der Arbeit [6] verwendet.

Die resultierenden Werte der Koeffizienten py, und v,, werden in den Tabellen 4
und 5 angefiihrt. Die K oeffizienten g, und v, sind in den Tabellen 4 und 5 nur fiir die
positiven 4 angefiihrt, denn fiir die negativen 1 gelten die Gleichungen

(6,13) ,ukn(_’l) =- Nkn(l) ’ vkn(—i) = vkn(}‘) .
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Tabelle 4

o
30°
60"
90"

o
30°

90"

o
30°
60°
90°

o°
30°
60°
90°

300
60°
90°

0°
30°
60°
90°

30°
60°
90°

0°
30°
60°
90°

30°
60°
90

30°
60°
90°

1

Wl -

10%ux0

—10224 —6820 —4127 —2057 —970 ; 2144

11889 7932 5026 2954
20448 13639 8233 4114
2835 1447 590 190
4451 1678 —18 —I155
-34 198 —141 57
~930—1008 —190 34
—231 —124 ~32 5
—941 —42 121 14
~94  —1 5 1
8 214 —18 —5
—5 8 t 0
326 —30 1. 1
14 2 - =
17 —42 50—
50—t —
—108 15—
—1 — — —
—20 7 - =
—1 . — —
33 -5 - -

— | —8814 —5405 — 3165 —1766 —946
- 5944 3066 2513 1477 —810 ' 7030 —4106 2221 —1121 —548

—528

i

|
i 17627 10809
1620 14061 8211

558

6329
4442

19391 4287 1057 —1115 —1416 —900
|

16

|
|
|
1

2793 1265
1524 413
-—2095 —2195
— 219 —196
—478 —236
—1201 43
—183 82
—165 —7
256 492
—51 —8
35 26

549 —46
T 2

35 4

24 —100

3 1

4 3
—189 27
2 —

—5 —1
—30 19
) —

61 —9

18 -3

496
20

-—1111

—109
—56
380

708 450
2641 1142
3533 1892
2242 1096
52822285
168 51
—35 —18
—255 48
480 84
45 15
0 4

105 19

—213 32
—6 1
6 i
11 2
39 3

1 0

0 0

1 0
—14
)} 0

0 0

1 0

3 0

10% ks
1 1
- - 202
2 V2 ! N
7362 4690 2808 1572 836
12449 7659 4118 1980 944
—511 —262 104 —33 —9
—899 287 23 28 9
23 13 3 1 0
127 1 —13 —1 0
1 -1 - —
31 4 |
|
|
i
|
|
S
8 -1 =



10210 6037
7793 4312

496 —225

—281 —70

392 448

17 3

20 t

—23 -59

It _

-3 .
—4 9
2

3413
2231
1096 —569 —1113

87
1
192

—2

1851 971
1104 539
— 835 —474
—240t —110t
L R
7 3

41 8
—74  —13
| 0

—1 0

1 0

—4 0

1911
2659

| - 282
| —259

26
41

—14

886
622

—90
162

oo

109012

—-2981 —2033 —1292
5345 —3662 -—2111

328
—127

—17
61

——

V2

~—1753
—1020

99
—-89

—2

l ool

27
—2

l ool

104,

—4462 2751 —1610 —894 —477
—3635 2112 --1125 —561

—1372

1783
805
-—2039

—214

645

—130

-3
30

~—253

759
158
—1523

10

I

|
[§]

374

281

=557

380

1267

91

— 25
—116

207

- @ O

—273

230
563

27 |
—10

39 |

At

—1

oo



Tabelle 4 (Forsetzung)

10910 10410 104101

V2

(S
<
)
)

L

30° — - — — —_ — — —_— — — —_ — R NI
60° 12 —1 — - | 19 3 S
90° — — — — e

[ — — — — = — — - — —
30° — — — — — — — . —
60° —10 1 — - U
90° - - - _

30° e - - = = =
60° | B U — 5 -1 = = -
90° | - = -

7. INTERPOLATION IN DEN TABELLEN DER KOEFFIZIENTEN s, UND v,

Die Koeffizienten py, und v, in der komplexen Form g, — iv,, kénnen als kom-
plexe Funktionen einer einzigen komplexen Verdnderlichen « angesehen werden.
Falls die Verinderliche o in der Form

(7’]) o = 2ielnl/l—i).
geschrieben wird, kann man statt der Verdnderlichen o die komplexe Verinderliche
(7,2) z = Int/l — i

betrachten. Die Punkte, in denen die Koeffizienten p,, und v,, tabellarisiert wurden,
d.i.t/l = ~21«, 1/\/2_, 1, \/2 und 2 und 1 = 0, 7/6, /3 bzw. n/2 (1 = 07, 30°, 60° bzw.
90°),%) sind in der Ebenc z dquidistant, wodurch die Anwendung der einheitlichen
Interpolationsformeln fiir den ganzen tabellarisierten Bereich erméglicht wird.
Braucht man die Werte der Koeffizienten g, und v, fiir andere /I und 2 als sie
tabellarisiert sind, wird eine Interpolation nach der Lagrangeschen Interpolations-
formel im komplexen Bereich aus vier Punkten durchgefiihrt, fiir die man die Ecken
des Rechtecks in der Ebene z = In 1/l — iA — in dessen Inneren der betrachtete Fall
liegt — wihlt. (Auf Abb. 7 ist der Fall ¢/l = 0,66; 2 = 51° abgebildet.) Die Werte

der Koeffizienten y, , und v, , sind dann mit folgenden Formeln gegeben

(7.3)  tn = @ty + Aty + s’ + agiiyy + byv + bovin + byvi! + bvi
v

_ 1 n m v 1 I 1
(74)  Viw = Q1 Vi + Q2Viw + a3V + agviy — by, — baiyn — bypyy, — byt

WO fUhp -+ phy und vh., ..., viy die tabellarisierten Werte in den Ecken des Interpola-
tionsrechtecks darstellen. :

3) In den Tabellen und in den Interpolationsformeln werden die Winkel in Winkelgraden
angegeben.
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Die Numerierung von Ecken (die romischen Indexe) ist dieselbe wie die Numerie-
rung der Quadranten in einer kartesianischen Ebene. Die Interpolationskoeffizienten
Ayy ..., by, ... sind in Tabelle 7 angefithrt.

Die Anordnung der Koeffizienten gy, ..., Vi, ... in den Tabellen 4, 5 und der
Interpolationskoeffizienten a,, ..., by, ... in der Tabelle 7 ist gleichliegend (Abb. 8
und 9) durchgefiihrt, so dass eine mechanische Durchfiihrung der Interpolation

moglich ist.

Beispiel. Es sind g, und v, fiir ein Schaufelgitter mit Teilungsverhiltnis /] =
= 0,66 und Staffelungswinkel A = 51° zu bestimmen. Die Interpolationskoeffizienten
liest man an der Tabelle 7 fiir t/l = 0,6598 und Al = 1 — A, = 51° — 30° = 21° ab.

a, = 0,1232; a, =0,1768; a3 = 02568 ; a, = 0,4432;
b, =— 0,1831; b, = 0,0284; by =- 00283 ; b, =0,1929.

In der Tabelle 4 liest man fiirk = Ound n = 0

10%ul, = — 3966, 10%u, = — 5944, 10*uld = — 10224, 10%u5y = — 6820,
10%vh, = — 4106, 10*vi, = —- 7030, 10%{8 = — 2144, 10*vy, = — 528.
Nach den Formeln (6,3) und (6,4) ergibt sich folglich
10M00 = — 3966 .0,1232 — 5944 . 0,1768 — 10224 . 0,2568 — 6820 . 0,4432 +

+ 4106 . 0,1831 — 7030 . 0,0284 + 2144 . 0,0283 — 528.0.1829 = — 6671 ,
10*v50 = — 4106.0,1232 — 7030 . 0,1768 — 2144 . 0,2568 — 528 . 0,4432 —

— 3966 .0,1831 + 5944 .0,0284 — 10224 .0,0283 + 6820.0,1829 = — 2133 .

Auf dieselbe Weise berechnet man die Werte von p,,, und v,, fiir alle k und n.
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&% 0,6598 09330
aA 113195 1,8661
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P 1» a, @y I'z £,
a, a, | & 4,

Abb. 9.

Die Koeffizienten ay, ..., by, ... in Tabelle 7 wurden nach der Lagrangeschen Inter-
polationsformel im komplexen Bereich durchgefiihrt. Die genaue Ableitung wird an
dieser Stelle weggelassen und man fiihrt nur die resultierenden Ausdriicke fiir even-
tuelle Berechnung dieser Koeffizienten in anderen Punkten als denjenigen, in denen
sie in der Tabelle 7 angefiihrt sind, an.

a; = 0,25 + 0,0495¢ + 0,2670y + 0,54328n ~ 0,2265&(¢2 — 3n%) —
- 0,]499;7(;77' — 352) s
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a, = 0,25 — 0,0495¢ + 0,2670n — 0,5432¢n + 0,22658(&% — 3p%) —
— 0,1499q(n* — 3&%),

ay = 0,25 — 0,0495¢ — 0,2670n + 0,5432&n + 0,22654(E% — 3p?) +
+ 0,1499n(n* — 3&7),

ay = 0,25 + 0,0495¢ — 0,2670n — 0,5432&n — 0,22655(E> — 3p?) +
+ 0,1499n(n* — 3¢%),

by =— 0,1061 — 0,2670¢ + 0,0495n — 0,2715(¢% — %) —
— 0,1499¢(&* — 35*) + 0,22654(n* — 3&%),

b, = 0,1061 — 0,2670¢ — 0,04955 + 032715(52 _ 712) _
— 0,1499¢(£2 — 377) — 0,2265n(n* — 3¢%),

by =— 0,1061 + 0,2670¢ — 0,0495n — 0,2715(¢* — #?) +
+ 0,1499¢(E2 — 3n%) — 0,22650(n* — 3&7),

by = 0,1061 + 0,2670¢ + 0,04957 + 0,2715(6% — y?) +

+ 0,1499&(&% — 3n?) + 0,2265n(n* — 3¢%),
wo

¢ = 7,3341[Log 1/l — Log (t/))o], 1 = 0,05559(2 — 4).%)

Tabelle 6
11 ‘ \f 1 ’ 1
—_— Log (t/Dg |- — — 20
von—bis ) von— bis l
1172 | —0,225773 | 0°~30° s |
1/{/2—-1 —0,075258 30°—60° | 45 |
1—/2 0,075258 | 60° —90° b5
J2-2 0,225773 \? }

8. ZUSAMMENFASSUNG

In der Arbeit wurde eine Methode fiir die Berechnung der Koeffizienten g, und
v, der induzierten Geschwindigkeiten fiir Schaufelgitter mit schwach gewdibten Schau-
fein abgeleitet. Diese Koeffizienten braucht man bei der Berechnung der Umstrd-
mung von Schaufelgittern nach der Methode [1]. Fiir Teilungsverhiltnisse t/I =

=%, 1/\/2, 1, \/2 und 2 und Staffelungswinkel A = 0°, 30°, 60° bzw. 90° hat man die
Werte dieser Koeffizienten tabellarisiert.

4) Log bedeutet den dekadischen Logarithmus, der Winkel A wird in Winkelgrad angegeben.
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—1

—I10

—7

0°
30°
60°

Py ; Die tabellarisierten Koeffizienten j,
und v, haben fiir dic Berechnung von
Schaufelgittern (sowohl fiir die Ldsung
der ersten Hauptaufgabe als auch fiir die
Losung der zweiten Hauptaufgabe)
grundsiitzliche Bedeutung. Deswegen wur-
den die Tabellen mit grosser Genauigkeit
berechnet, damit sie auch in extremen
Fillen brauchbar seien. Die numerischen
Berechnungen wurden sehr sorgliltig vor-

Y i genommen und neben den laufenden
e Kontrollen wurden noch sehr wirksame,
‘ LEE Tt yon der vorldufigen Berechnung unab-
| : hingige Schlusskontrollen verwendet, so
| dass numerische Fehler in den Tabellen

1

praktisch ausgeschlossen sind.

1

b f Die Komponenten der durch Quecllen
- induzierten Geschwindigkeit bekommt

man aus den Komponenten der durch
Wirbel induzierten Geschwindigkeit bloss
durch cin Vertauschen der Komponenten

* und durch Verinderung des Vorzeichens
o bei eincr von diesen. Deshalb kann man
die Tabellen auch fir die Berechnung von
Schaufelgitiern mit Schaufeln von endli-
cher (nicht vernachlissigbarer) Dicke ver-
P wenden.
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Tabelle 7

Interpolations

— e e e _ - . e | .
0,5000 0,5359 0,7579 0.5743 0,8123
1,0000 1,0718 1,5157 1,1487 1,6245
. SR — — ",-:: .
o 1,0000 0 0 0 0,7415 0,1123 —0,1731  0,1537 | 0,4976 0,2830 —0,2500  0,2403
! 0 0 0 0 0,0877 0,0585 —0,0478  0,0672 0.1170 0,1024 —0,0814  0,0911 ‘
|
} 30 0,8312 0.1189  0.1679 —0,0437 | 0,6448 0,1882 --0,0079  0,0631 0,4658 0,3087 —0,0986 0,1138 ‘
i —0,0189 0,0688 —0,0923 —0,0320 | 0,0718 ©,0952 —0,0932 0,0380 { 0,1112 0,1142 -—-0,0909 0,0757
i | :
b & 0,6665 0,2003  0,2818 —0,0608 | 0,5440 0,2350  0,1087  0,0045 i 0,4215 0,3136 00,0097 0,0248 :
[ —0,0003 0,1335 —0,1809 —0,0400 | 0,0850 0,1360 —0,1404  0,0272 ! 0,1264 0,1385 —0,1077 0,0732
; | ;
i
- 0,5102 0,2482 0,3477 —0,0578 | 0,4432 0,2568 0,182 --0,0283 | 0,3688 0,3018 0,0812 —0,0329 |
i 00518 0,898 —0,2595 —0,0305 | 0,1232 0,768 —0,1831 00284  0.IS82 0.1712 —0,1255 0,077
| |
} 120 0,3664 0,2670 0,3722 —0,0408 | 0,3465 0.2576  0,2212 —0,0417 1 0,3120 0,2775  0,1222 —0,0656
i 0,1330 0,2336 —0,3218 -—0,0096 | 0,1824 0,2135 —0,2150  0,0355 | 0,2025 0,2080 —0,1381 0,0815
i
5o 0,2392 02608 0,3614 —0,0163 | 0,2582 0,2418  0,2298 —0,0420 i 0,2552 0,2448 0,1391 —0,0797
! 0,2392 0,2608 —0,3614 0,0163 | 0,2582 02418 —0,2298  0,0420 | 0,2552 0,2448 —0,1391  0,0797 |
1 i
i |
18° 0,1330 0,2336 0,3218 0,0096 | 0,1824 0,2135 0,2150 —0,0355 | 0,2025 0,2080 0,1381 —0,0815
‘ 0,3664 0,2670 —0,3722 0,0408 | 0,3465 0,2576 —0,2212 0,0417  0,3120 0,2775 —0,1222  0,0656
! a1e 0,0518 0,1898 0,2595 0,0305} 0,1232 0,1768 0,1831 --0,0284 i 0,1582 0,1712 0,1255 —0,0772
! i 0,5102 0,2482 —0,3477 0,0578 | 0,4432 0,2568 —0,1829  0,0283 | 0,3688 0,3018 -—0,0812  0,0329
“ 240 | 0,0003 0,1335 0,1809 90,0400 | 0,0850 0,1360  0,1404 -0,0272 01264 0,1385 0,1077 —0,0732
i | 0,6665 0,2003 —0,2818 0,0608 | 0,5440 0,2350 —0,1087 —0,0045 } 0,4215 0,3136 —0,0097 —0,0248
E 270 ——0,0189 0,0688 0,0923 0,0320| 0,0718 0,0952 0,0932 —0,0380 | 0,1112 0,1142  0,0909 —0,0757 |
i 0,8312 0,1189 —0,1679 0,0437 | 0,6448 0,1882 0,0079 —0,0631 ‘ 0,4658 0,3087 0,0986 —0,1138 |
i 20 0 0 0 0 | 0,0877 0,0585 0,0478 —0,0672 | 0,170 0,1024 0,0814 —0,0911
i | 1,0000 © 0 0 | 07415 0,1123 0,1731 —0,1537 | 0,4976 0,2830 0,2500 —0,2403
i |
[ !

Families, Journal of Basic Engineering, Transactions of the ASME, Bd. 81 (1959), No. 3, S.
362—378.

[4] Petr K.: Poget integralni, JCMF, Praha 1931.

[5] Jahnke-Emde: Tafeln hoherer Funktionen, Leipzig 1952.

[6] Poldsek J.: Zur Berechnung der reibungslosen inkompressiblen Stromung fiir ebene Schaufel-
gitter, Zeitschrift fiir angew. Mathm. und Mech., Bd. 39 (1959), No. 12, S. 495— 501.

Vytah

VYPOCET KOEFICIENTU INDUKOVANYCH RYCHLOSTI]

PRO LOPATKOVE MRIZE SE SLABE PROHNUTYMI PROFILY
JAN PoLASEK

V préci [1] ,,Vypodet obtékani lopatkovych mfiZi s tenkymi silné prohnutymi

profily“ byla podana metoda vypodétu potencialniho obtékani lopatkovych mfizZi slo-
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koeffizienten

[ i e,
l 0,6156 0,8706 0,6598 0,9330 0,7071 1,0000
i 1,2311 1,7411 1,3195 1,8661 1,4142 2,0000
0,2830 0,4976 --0,2403  0,2500 ! 01123 0,7415 —0,1537  0,1731 0 1,0000 0 0
0,1024 0,170 —0,0911 0,084 | 0,0585 0,0877 --0,0672  0,0478 0 0 0 0
|
. 0,3087 0,4658 -—0,1138  0,0986 | 0,1882 0,6448 --0,0631  0,0079 | 0,1189 08312 0,0437 —0,1679
| 0,142 0,112 —00757  0,0909 | 0,0953 0,0718 —0,0380  0,0932 | 0,0688 —0,0189  0,0320  0,0923
i
03136 04215 --0,0248 —0,0097 . 0,2350 0,5440 - 0,0045 —0,1087 | 0,2003 0,6665 0,0608 —0,2818
. 0,1385 0,1264 —0,0732  0,1077 J 0,1360 0,0850 00272  0,1404 | 0,1335 --0,0003  0,0400  0,1809
i
0,3018 0,3688  0,0329 —0,0812 | 0,2568 0,4432  0,0283 -—0,1829 | 0,2482  0,5102  0,0578 —-0,3477
10,1712 0,1582 —0,0772  0,1255 | 0,1768 0,1232 .—0,0284  0,1831 | 0,1898 0,05{8 0,0305 0,2595
10,2775 03120  0,0656 —0,1222 | 0,2576 0,3465  0,0417 —0,2212 | 0,2670 0,3664  0,0408 —0,3722
[ 0,2080 0,2025 —0,0815  0,1381 | 02135 0,1824 —0,0355 0,2150( 0,2336  0,1330  0,0096 0,3218
00,2448 0,2552 0,0797 —0,1391 | 0,2418  0,2582 0,0420 —0,2298‘ 0,2608  0,2392  0,0163 —0,3614
| 02448 0,2552 00797  0,1391 | 2418 0,2582 —0,0420  0,2298 | 0,2608 0,2392 —0,0163  0,3614
\( 0,2080 0,2025  0,0815 —0,1381 | 02135 0,1824  0,0355 —0,2150 | 0,2336  0,1330 —0,0096 —0,3218 “
j 02775 03120 00656  0,1222 | 0,2576 0,3465 —0,0417 0,2212" 0,2670  0,3664 —0,0408  0,3722 |
: |
. 0,1712 0,1582  0,0772 —0,1255 | 0,1768 0,1232  0,0284 —0,1831 | 0,1898 0,058 -—0,0305 —0,2595 |
| 03018 0,3688 00329  0,0812 | 02568 04432 -—0,0283  0,1829 | 02482 10,5102 —0.0578 0,3477 |
| 01385 0,1264 00732 —0,1077 | 0,1360 0,0850 00272 —0,1404 | 0,1335 —0,0003 -—0,0400 —0,1809
}‘ 0,3136 0,4215  0,0248  0,0097 | 0,23350 0,5440  0,0045  0,1087 | 0,2003  0,6665 —0,0608 0,2818
| ! I
[ 01142 01112 00757 —0,0909 | 0,0952 00718  0,0330 --0,0932  0.0688 --0,0189 —0,0320 ~-0,0923 |
| 03087 04658 01138 —0,0986, 0,1882 0,6448  0,0630 —0,0079 | 0,1189 0,8312 —0,0437  0,1679 |
| |
| 0,1024 0,1170 00911 --0,0814 | 00585 00877  0,0672 —0,0478 0 0 0 0|
| 02830 04976  0,2403 —0,2500 | 0,1123 0,7415  0,1537 —0,1731 0 1,0000 0 0l
I |

Zenych z tenkych libovolné prohnutych profild. Pro praktické pouZivani této metody
bylo nutné doplnit ji tabulkami koeficienta y,, a v,,. Tyto koeficienty zavisi na tfech
geometrickych parametrech: pomérné roztedi t/l, Ghlu nastaveni 1 a prohnuti pro-
fili w. V této praci je vypracovana metoda a jsou provedeny numerické vypodty
koeficientl y, a v, pro malo prohnuté profily, tj. pro w = 0. Piipad w > 0 bude
zpracovan pozdéji.

Prace je rozdélena na dvé &asti. V prvni &asti jsou odvozeny potiebné funkéni za-
vislosti vyjadiujici funkce J,,(«) (2,1) komplexni proménné « pomoci uplnych eliptic-
kych integrald (3,35). Pro numericky vypodet hodnot funkei J,,(«) s velkymi koe-
ficienty k, n jsou odvozeny pfiblizné vzorce (4,13) a (4,33). V druhé &asti je pouZito
téchto vysledki k numerickému vypoétu koeficienttli , a v,,. Vypoclet se provadi ve
dvou krocich, nejprve se stanovi prispévek jednoho nebo nékolika sousednich pari
lopatek (5,7)—(5,9) a pak se k nému pfictou prispévky od viech ostatnich lopatek, pro
které jsou odvozeny dobie konvergujici rozvoje (6,10). V tabulkdch 4 a 5 jsou uvedeny
hodnoty koeficient(i y, a v, pro t/l = 4, 1/\/2, I, \/2, 2aproi = 0,n/6,n/3 resp. n/2.
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Tato volba tabelovanych hodnot umozituje jednoduchou interpolaci v celém tabelo-
vaném oboru, pii CemZ se vyuZije skutecnosti, Ze vyrazy p,, — iv,, jsou komplexnimi
funkcemi jediné komplexni proménné In t/l — iA.

Pe3ome

PACYET KOR®PULIMEHTOB UHAYLUUPOBAHHLIX CKOPOCTEN
JJ1s JIOMTATOCUHBIX PEUIETOK CO CHEIKA TIPOIHYTBIMU
NPOOUIIAMHN

SIH MOJIAIIEK (Jan Polasek)

B pabote [1] ,,Pacyet obrekanus lonaTouHBIX PEIIETOK ¢ TOHKMMHU BECbMA NPo-
THYTBIMH HpoQuasMu‘’ OBl paccMOTPeH MeTOJ pacueTa NOTCHUHAILHOro olTeka-
HUS JIOMATOUHBIX NPOQUICH ¢ TOHKUMH TPOU3BOJBHO NIPOTHYTBIMH NPOQHIBIAMY.
Jisi pakTHUeCKOro JPUMCHEHHST 3TOrO METOHA TpeAcTaBWiach HeodX0IUMMOCTD
cocTaBuTh Tabauubl KOIDGUUUCHTOB |, U V. DTH KOPPUUHEHTHL 3aBuCAT
OT TPeX CICNYIOUIMX FCOMCTPHUYECKUX NAPAMETPOB: OTHOCUTCILHOrO wara (/[ yrna
YCTAHOBKK A W mporuda npoduneit ». B nactosieil pabote paccMaTpnbaeTcst MeTOA
W MPON3BOAATCSH YUCIOBbIC PacueThl KOIPQUIMUEHTOB Ly, M ¥y, A% CACTKa NPOrHy-
ToIX fipouaeit, 1. ¢. ang w = 0. Cnysail o > 0 Oyact pazpaboTaH nosxe.

Hacrosias pabora pacnajaercst Ha JBc 4actu. B 1epBoil uacTu mpueBousics
HCOOXOIHMBIE (PYHKLMOHAJIbHBIE 3ABUCHMOCTH, Bhipaxatoine Gynkimn J,,(a) (2.1)
KOMTMJIEKCHOW TepeMCHHON o NPU MOMOHIK MOJIHBIX AMTHITHYECKMX HHTErPajos
(3.35). [Last 4ncnoBeIx pacycton 3nadenuil GpyHkumii J,, ¢ 6oabummn kospduiuenta-
Mu k, n npusencHsl npubankennsie Qgopmynb (4.13) n (4.33). Bo sropoi wactu
PaGoTbl NONYYEHHBIC PE3YNBTATHI HCTMOJB3YIOTCA Ul YYCIIOBBIX pacueTos Ko3(n-
UMEHTOB i, M Vv,,. PacueT ocyuiecTBAseTCS B JiBa NpHCMA, CHAYana onpe/iensercs
BJMSHUC O/IHON MM HECKOJLKUX CMeskHBIX Tlap sonatox (5.7) —(5.9), a satem k nosy-
YEHHBIM PE3yJbTATaM FPHUOABIISFOTCS BIMSHUS BCEX OCTAJILHBLIX JIONATOK, AJIA KO-
TOPBIX BHIBEMIEHBI psiabl ¢ Xopouweil cxomnmoctrio (6.10). B tabnuuax 4 u 5 npnso-
ISTCS 3HAUEeHUs KOIQPUIUMEHTOB [y, U vy, 1si 1]l = ,12,’ l/\/2i 1, \/2, 2upng A =0,
7/6, ©/3, 7/2. Takoit sBpIbOp TabENMUPOBAHHBIX 3HAYEHUH JaeT BO3MOXKHOCTL MPO-
BCCTH TPOCTYIO MHTEPHOJALMIO BO BCeM IMana3oHe TabennpoBanus, npHYeM
UCMIONB3YETCS TO OOCTOSITENLCTBO, YTO BBIPANKEHUS iy, — iV, ABJISIOTCS KOMIUIEKC-
HBLIMH (QYHKUHAMH €IMHCTBEHHOM KOMIJIekcHON mepeMeHHoil In t/l — id.
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