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SVAZEK 7 (1962) APLIKACE MATEMATIKY &isLo 4

O POUZITI VYRAZU o + p"

VACLAV VODICKA
(Doslo dne 25. kvétna 1961.)
V rhznych otazkach ¢isté i aplikované matematiky md znadny vyznam
vyraza® - ", Clanek ukazuje na fadé typickych p¥ikladi zajimavé dasledky,

k nimZ dospéjeme tak, Ze chapeme zminény vyraz jako symetrickou funkci
velicin «, f3.

1. ODVOZENI ZAKLADNICH VZORCU

a) Ukolem tohoto odstavce je vyjadiit symetrickou funkci

(1) o= fy=0o"+ ", n=0,+1, 42 ..,0f+0
veli€in o, f s pomoci zakladnich symetrickych funkci

e p=o+f, q=0f

téch veli¢in. ProtoZe zfejmé plati

(3) S_p=4q"s,, n=0,+%1,+2, ...,

stadi fesit pravé zminénou wlohu jen pro cela n = 0.

Postupné vyjadfeni potenénich soultl s,, # = 0, 1, 2, ... s pomoci veli¢in p, ¢ se
snadno provadi s pouzitim zakladnich hodnot s, = 2, s, = p a ocividnych reku-
rentnich vztahl
(4 Sprz ~ PSpry + gs, =0, n=0,1,2,...

b) Obecny vzorec pro s, (n = 0, n celé) jako funkei veli¢in p, g najdeme s pomoci
Waringovy formule, kterou nyni uvadime pouze v tom rozsahu a za téch predpokladd,
jichZ budeme potfebovat pfi dalsich Gvahach.

Ma-li rovnice

n
(5) Yax"t =0, ayaay...a, 0, mzl
n=0

kofeny x,, X,, ..., X, a zavedeme-li oznaceni

(5.1) = X7+ x5+ ..+ XD,

[N
~1
3]



plati tzv. Waringovy vzorce

A+ Ay oo+ Ay, — 1) Bghe g
(6) _l.,«uzz(x4]2+ T R R <

Sy ) — ST
n A A A ( ao) m

, o n=1,2,3...;

s¢ita se pres viechny soustavy celych nezapornych &isel 44, 45, 45, ..., 4, s vlastnosti
(6.1) Ay + 24, + 32+ ...+ md, =n

¢) Pfi m = 2 dostaneme s oznaenim a, =

— pdy. dy = qu, podle (6) pro viechna
n=1273..

1 . (Ay + 2, = 1)
N X" + Xn — —1 Az 1 2 11 ,1’
n( i) = 2= 20 Ay

V kazdém s¢itanci pFitom je podle (6.1)

A+ 22, =n
a proto lze psati dale

! s — 1) 21
(7) (x,+x2)»2( )Z ' prT gt
i2=0 A,! (n - 2,12)‘
Gaussova celistva ¢ast [n/2] &isla n/2 je oviem ur€ena predpisem
(7.1) [7/2] = nj2 pro n suda, [n/2] = }(n — 1) pro n licha.
PiSeme-li « misto x,, ff misto x, a uvaZime-li, Ze pak je
a da,
p=—-1t=x,+x,=a+p, q=-2=2x,x,=0aff,

dg dg

dava nam vzorec (7) pravé zadané vyjadieni

[n/2Y ¢ 1+ — )
(8) 5, = o+ IBH = n Z ( l) (Il /1> pnAZXq)»

i=on— A A

potenénich souctir s, s pomoci veli¢in (2).

Omezujici predpoklady, pti nichZ jsme napsali Waringovy vzorce (6), omezuiji plat-
nost prave ziskané formule (8) zprvu jen na piipad pg + 0 a na hodnoty n = 1,2,
3, ... Clenaf se viak snadno presvédci pfimym vypoétem o tom, Ze plati vyjadfeni (8)
pFi kazdém celém n = 1 i v ptipadé pg = 0. Ke vzorci spravnému pro viechna cela
n = 0 pak dospgjeme tim, Ze piseme formuli (8) ve tvaru

2 -2 =1 n—
8.1 Sy = o + L ,_] 4 - u'—Zqu .
(8.1) =2 [( s ) <n~2l>]p

Symboly (;) ve vzorcich (8), (8.1) oviem znamenaji obvykla kombinacni Cisla.

K

Z jejich viastnosti pfipominame vyslovng jen formuli

,4
8.2 =1, r=—1,0,1,2 ...
(82) (0)
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Souhrnem pfedeslych uvah a zaroveii fedenim ulohy formulované v odst. a) je
zakladni

Véta 1. Za oznaceni (2) platf pro libovolnd a, B pFi vsech celych n 2 | vzorec (8)
r

0
pisem (8.2). Za prFedpokladu «ff & 0 miZeme pocitat vyrazy s, = o + B* i pro celd

a pri kazdém celém n = 0 formule (8.1); vyznam symbolu ( ) je pFitom urcéen pred-
zdpornd n a to podle vzorcit
(8.3) S, =q"s_,, n=—1,-=2 =3 ..

Dalsi tivahy budou uZ vénovany pouziti pravé odvozené zakladni véty v riznych
otazkach ¢isté i aplikované matematiky.

2. NEKTERE IDENTITY
Specialni volbou hodnot «, § dostavame ze vzorci (8), (8.1) zajimavé vztahy. N&-
které z nich se vyskytuji v literatufe pomérné zfidka.
a) Proa = cos® ¢, = sin g je p = 1, g = +sin® 2¢ a formule (8) nabude tvaru
1 . 21 (—1)t AN
9) - (cos* @ + sin® @) = ~—(— ) " sin?4 2¢ .
n isodn—2)\ 1
Dosadime-li sem ¢ = iTL’, vychazi vztah
21 (=1 /n— A 1
(0-1) ) —E('—)" ) BT
i=o 4 (n — X) A 2" n

ktery ma vyznam v teorii Cebysevovych polynomi — viz dale bod c).

Bez zajimavosti neni ani disledek, k némuZ vede na§ zékladni vzorec (8) pro
o = cos® @, f = — sin? ¢. Dostaneme

(10) cos® @ + (= 1)"sin? o WA 1 n— 2 €2 20
ncos" 2¢ Ao 4 n— )\ 4

a podobné identity bychom mohli napsat i s hyperbolickymi funkcemi.
b) Dosadime-li do vzorce (8) f = 1/x pii libovolném o =+ 0, vychazi

a4+ 1 2y (1Y /n — X 2 24
(”) 2 n 2 ( )_ 2
nfe? + 1) [ Ton— 2\ 4 ot + 1

a odtud napf. pro « = " znamy vztah

[n/2] —1) _ 3
(11.1) cosng U (1) <n A) 1

2 Thcos" g iS04 n — )\ A JcosPe

¢) Pfimé pouZiti ma nas zakladni vzorec (8) pfi vyjadieni CebySevovych polynomg
v normalnim tvaru, tj. podle rostoucich mocnin proménné x. Obvykle se k tomu po.
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uziva prislugné diferencialni rovnice, formule (8) viak dava ptimo

(12)  T,(x) = cos (n arccos x) = % {{x + J(x* = D" + [x - J(x2 - Ny =

71
— le_ln['g] (_ ]))_ n— )“ xn—Z}. :
=0 4’1(11 —A) A

pro x = 1 odtud dostavame opét dfivejsi skutednost (9.1).
d) P¥i dal§ich uvahach budeme potfebovat vyjadtit vyrazy
[r/2]
(13) S, =Y g%,_2,, r=0,1,2,...
p=0
s pomoci veli¢in p, q. PouZijeme k tomu vzorce (841)~

Uvazime-li, Ze je za danych pomsri vzdy ¢ + [5(r — 20)] = [r/2], mame podle
(8.1) pfedné

[4(r=2p)] P A =20 — 1 r—AiA— 20
Spm2p = — 1) + ) Py =
2 ,-_;, ( )K r—2k—20 ) (r—zx—laﬂp 1
_ 2] F—Kk—o—1 F—K—9 ok ok
=(_”])Pq /Z(_l)x + P 2q .
Pyt r— 2k r— 2k

Soudet v tomto vyrazu je vSak mozZno vésti uz od hodnoty k = 0, jeZto jsou pro
0 £ k < p kombinaéni &isla v ném figurujici rovna vesmés nule. Mame tedy dale

0 2 r—rx-—o0-—1 F—K-—g "
qQ°Si-zp = (=1)" L (= 1) + P
k=0 r— 2K r— 2K

a formule (13) lze psat ve tvaru

tr/21 b2 /r—Kx—0—1 r— —
Sr:Z("l)K pr ZKqKZ(__l)L [( N Q )+( Q)],
k=0 p=0 r — 2« y r — 2«

r=20,1,2,...
Vnitini soucet ma hodnotu

ORI GLERE

a predeslé vzorce pro S, nabudou tvaru
[r/2]

S.- — Z(_])x <r - Ic) p,—zqu + (;])[r/Z) Tr ,
k=0 K
[r/2} _ . _
Tr=2(-——1)” (r [r/2] o 1) prTg%, r=0,12 ...

Kx=0 r — 2K

Nyni viak nahlédneme snadno, Ze jsou pro lich4 r vSechna kombinaéni &isla figuru-
jici ve vyraze T, rovna nule a proto je pii kazdém lichém r také T, = 0. Pii sudych
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r = 0je mezi kombinaénimi ¢isly z vyrazu 7, pouze jedno riizné od nuly, totiz kombi-
naéni &islo ze s¢itance odpovidajiciho hodnot& x = [r/2]. Pro suda r tedy mame
T, = (= 1)ir2gir21

r ) .

Celkem tudiz vychazi

T = (wl)"/2 q"'? cos® g[, r=0,1,2, ...

a vy$e uvedené vzorce pro vyrazy S, nabudou kone¢ného tvaru

1r/21 o rm W2 o ,
(14) S, =Y g%, 2, = (1) ¢"* "% cos 5 + Z(l)"( )p" “q
p=0 K=0 K

r=20,1,2,...

3. LUCASOVY POSLOUPNOSTL

a) Jde tu o posloupnosti definované za pfedpoklad& « — B + 0, aff + 0 pfedpisem
ar _ /}r
«—f

(15) L, = F=0, 41, 42, ...

a dllezité tfeba v geodesii (Bergstrandova triangulagni metoda), v teorii diferenénich
rovnic a vitbec pfi mnoha otazkach, jez se tykaji tzv. fetézovych procest.

Z defini¢niho vzorce (15) je vidét, Ze jsou Lucasova &isla L, symetrickymi funkcemi
veliGin «, B a proto se dajf vyjadrit s pomoci zékladnich symetrickych funkei (2). To je
tkolem nynéjsiho odstavce.

b) Predeviim je jasné, Ze plati vztahy
(16) L.,=—¢q7"L,, r=0,+£1,+42, ..

a proto se miiZzeme v daldim omezit jen na &isla L, s celymi nezdpornymi indexy r-
Jejich postupny vypodet se nejsnaze provadi s pomoci zakladnich hodnot L, = 0,
L, = 1 z rekurentnich relaci

(17) Livs — plyyy + gL, =0, r=0,1,2, ...

Timto zplsobem jsme ziskali tabulku vyrazt Ly, Ly, L,, ..., Ly

(171 Ly=0., L =1, Ly,=p, Ly=p*—¢q, Ly=p’—2pq,
Ls = p*—=3p’q + 4%, Le=p> —4p°q +3pg*, L,=p°—5pq +
+06p7g7 — ¢*, Ly =p" —6p°q + 10p°¢* — dpg®, Lo = p® —Tp°q +
+ 15p*g? — 10p%g> + g*, Lo = p° — 8p’g + 21p°g* — 20p*q® + 5pg™.

¢} Nyni se obratime ke zminénému hlavnimu tkolu, totiZ k vyjadfeni libovolného
Lucasova ¢&isla s pomoci veli¢in p, g. Zaéneme s &isly L., r =0, 1,2, ..., ktera
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miZeme snadno napsat s pomoci potenénich soudtl s, = o" + i, n =0,1,2, ...
Staci totiz provést déleni naznagené v defini¢nim ptedpisu (15) a vychazi
pp /2]
L.y = — ¢"* cos? o + Zq”s,_zﬂ, r=0,1,2,...

ya p=0

Pouzijeme-li nyni pfedesi¢ho vysledku (14) a pfipojime-li jesté hodnotu L, = 0,
dostavame vyjadieni

[r/2) K )
(18) Ly=0., L,H=Z(—1)“<' }>p""l"'q"', P=0,1,2, ...

kazd¢ého Lucasova &isla s nezapornym indexem s pomoci vyrazd p, g; ¢isla L, sc za-
pornymi indexy r se pfevedou na veli¢iny (18) s pomoci formuli (16).

Souhrnem pravé provedenych tGvah je

Véta 2. Lucasova Cisla L, = L(a, B), definovand pro (« — B) aff + 0 pFedpisem
(15), se vyjadiuji pfi nezdpornych indexech r s pomoci veli¢in (2) podle vzorci (18).
Obdobné vyjddreni ¢isel L, se zdpornym indexem se pFevede na pFipad ¢isel s inde-
xem kladnym s pomoci vztahi (16).

4. HOMOGENN{ DIFERENCN{ PROBLEMY 2. RADU

Souvislost predeSlych tivah s teorif i s pouzitim diferenCnich rovnic je zfejma uz
z d¥ivéjSich rekurentnich vztahil (4) a (17), V tomto odstavci si blize v§imneme za-
kladniho problému linearni diferenéni rovnice 2. fadu a s konstantnimi koeficienty.
V technické praxi se feseni zpravidla vyjadfuje trigonometrickymi ¢i hyperbolickymi
funkcemi. UkaZeme, jak je moZno s pouzZitim predchozich vysledkd vyjadrit fefeni
pfimo s pomoci koeficientl ptisluiné rovnice a s pomoci danych po&ateénich hodnot.

a) Jak uz povédéno, bude pfedmétem nasich tvah problém, ktery lze obecné for-
mulovat vztahy

(]9) Vet2 = PVx+1 + qyy = 01 X = Ow _._*_13 i2, LR
Yo = Ay Y= 0,

h < k jsou libovolna cela &isla, a,, a, dané konstanty a p, g rovné? dané konstanty
s vlastnosti

(19.1) a/(p* — 44) £ 0. .
Urcime-li vyrazy «, f§ ze vztahf (2), tj. podle vzorch
(20) v =5[p + V(0 = 4a)]. B =30 - V07 - 4],

ma obecné feSeni diferendni rovnice (19) tvar
(21) yo= Cot + Cofc.
Pro konstanty Ci, C, vyjdou v nadem ptipadé z podminek (19) rovnice

Co" + Cop* = a,, Cod*+ Cofff =aq,.



Determinant D této soustavy ma hodnotu — viz (15) —
D = o'f* — Bt = BB — ok M) = — (a — ) g"Ly_,
a pro zminéné konstanty C,, C, dostdvame
DC, = aff — ap', DC, = — ad + ad®.
Dosazenim do vzorce (21) vyjde s pouZitim Lucasovych cisel (1 5) fegeni y, problému

(19) ve tvaru

(22) Ve = LL~ (—awg* "Ly + ayL,), x=0,%1, 42, ...
k—h

Praveé ziskany vysledek vyjadfime s prihlédnutim k vété 2 predeslého odstavce za-

kladni

Vétou 3. PFi oznaceni (20) a za pFedpokladii (19.1) Ize FeSeni diferenéniho problé-
mu (19) vyjddFit s pomoci Lucasovych (isel (15) podle vzorce (22). Odiud pak s po-
uzitim véty 2 snadno vyjddrime Feseni v, tlohy (19) s pomoci koeficienti p, q vychozi
diferenéni rovnice (19) a s pomoci danych konstant ay, a,.

b) Proh =0,k =1, a, =2, a, = p odpovida problém (19) nasi zakladni loze
o potencnich souctech s, = a* + % — viz diivEjsi vztahy (1) a (4). Vzorec (22) nam
tedy dava vyjadrent

(23) s,=0" 4+ f=pL,—2qL, ;, x=0,4+1, +2,...
vyrazlt s, s pomoci Lucasovych &isel L, = L (o, f§).
¢) Také n-fadovy kontinuant (n = 1)
\pg, 0, .., 0, o|
"], g -..,0,0
(24) Ky = Kulp. ) = \ ...............

‘o 0.0, ... p. q|
0,0,0 ..,1,p

bezprostiedn& souvisi s tlohou (19). Plati totiZ rekurentni vzorce
(24.1) K,i2 — pKyy1 + 9K, =0, n=1,273, ..

a kromé toho je zfejmé K, = p, K, = p* — q.

Podle formuli (22) a (17) tedy vychazi pro viechna cela n z 2
Ky ==pgly— + (P = @) Loy = = qL,_; + pL =Lyi1;

vvvvvv

(18) Ize tudiz psati

/21 A
(25) Kip:q) = Lyv1 = L(—l)( . >P” g, n=123 .
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S teorii kontinuantdl Gizce souvisi tieba znama Fibonacciova posloupnost

2) iy
(26) F":(_|)"K"(——1,—I)=Z( ) n=1,23,..
K

k=0
a dale i Cebysevovy polynomy 7,(x) = cos (i arccos x), které se daji vyjadiit ve tvaru

(27) T(x) = K,(2x, 1) = xK,_;(2x, 1), n=234, ..

5. NEHOMOGENNI DIFERENCNI PROBLEMY 2. RADU
a) Nyni se budeme zabyvat jest& nehomogenni diferen&ni tlohou

(28) Jes2 = plesr Y afy = A+ Bx, x=0 %1 +2, ...,
fh =y, _fk = 4y

A, B jsou libovolné konstanty, p, g rovnéZ konstanty s vlastnostmi
(28.1) g0, p>—4g+0, p—q—1+0,
h < k jsou n&jaka dvé celd &isla, a,, a, dané konstanty.

Obecné feSeni rovnice (28) zni

(29) f= C,O(x + O, + F(x) a+f=p, af=gq,
@) F) = s [0 = p ) A+ (2 ) B] ¢ B
(1 —p+ l—p+gqg

Pro integracni konstanty Cy, C, dostavame v naSem pfipadé z danych hodnot
1y = a,, [, = a, rovnice
Cio" + Coff" = a, — F(h), Cia* + Cyofff = a, — F(k),
jichZ feSenim a dosazenim do vztahu (29) dospivame obdobnym vypogtem jako pfi
homogenni uloze (19) k fefeni
1
(30) .f.\' = - (,[ak - F(k)] Lx*h - [ah - F(h)] qkﬂth*k} + F(X) ’

k—h
x=0,+1, £2,...

daného diferenéniho pmblému (28).

Cisla s vesmés nezapornymi indexy, Tim dosianemc feseni (30) v novém tvaru

Irx

B0 f= '“E’* {lan — F] Ly, — [a, — F)] Li_.} + F(x), x<h,
fe = L {lax = FIOT Loy + [ay — F(W)] ¢* "Ly= ) + F(x), h = x <k,
fo=- L {lax = F] L,y — [a, — F(W)] ¢* "L} + F(x), k <x;

tisla L, Ize pfitom pocitat podle predpisu (18), vyraz F(x) je definovan formulf (29. l).

279



b) Jako priklad technického problému, kde lze pouZit piedeslych vysledka, uva-
dime ¢asty pripad spojitého nosniku celkové délky nfa na n + 1 stejné od sebe vzda-
lenych podporach. Nosnik necht nese lichobéZnikové obtiZeni intensity

s

(32) ‘1(5) = o + (‘iu - qy) 7, 0
< n

Pro ohybové momenty M, v mistech podpor lze odvodit obvyklou elementarnj

cestou Clapeyronovu rovnici

1
(33) Mx + 41“/]>~'+1 + A{x+2 = - 2[(10 + (qn ‘Io) T :IZZ

A

s < nl.

IIA

x=0,1,2,....n—2.

Pfitom ovS§em musi platit My = M, = 0.
S pouZitim hodnot

1 [ P .
p=—4, g=1, A= ~—[qo+-(qn—qo)]lz, B = — (g, = qo) I,
2 n 2n

h=0, k=n, a,=0, a,=0

dava pak prostfedni skupina vzorcd (31) pFimo Fefeni

1 .
(34) M, = — o [FOO)L,-, + F(n) L] + F(x),
I 1 )
F(x) = ——[qg0+ (g, — qo) (x +2) [*, x=0,1,2,..,n
12 n
naseho problému; Lucasova ¢&isla maji v tomto pFipadé hodnoty
=11 F— K — 1
(34]) LO :O, Lr: Z (_l)r—K—l4r~2K~l( >, o= ],2,3,...
k=0 K

Reseni (34) je mo#no psati také ve tvaru

1 2
(35/\ l_ M - J,:q() {/n CIO)} Ln x + [qn + - (qn - IIO):I Lx} -
n
ft/o——]r(q,,~q0)(x+2). x=0,1,2,..,n
n

Zvlastni piipady. a) Jde-li 0 nosnik s rovnomérnym zatiZenim o cefkové hodnoté Q,
dostaneme ze vzorce (35) znamy vysledek

(36) M, = lg/[ (L, + L,_,) — IJ Xx=01,2,..,n.
n

b) Také pii trojuhelnikovém zatizeni o celkové hodnoté Q dava formule (35) dosti
znamy vysledek

(37) M, = oL {L [2L, «+(n +2)L,] ~ x — 2}, x=0,1,2,....n.
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Pezrome
K MPUJTOXEHNWUAM BBIPAXKEHUSA o + f°
BALIJIAB BOJMYKA (Vaclav Vodicka)

B sxyprae ZAMM 35(1955), No 12 umeercs Gopmyna s pasiokeHHs BbIpaske-
U o + fi" IO OCTENCHHBIM CTCTICHAM off Tpu yeaosuu, yto o + ff = 1. He B3upast
Ha TO, YTO HTO OTPAHHYCHUC HECYLICCTBEHHO, SIBJISICTCS BLILLE NPUBCACHHLI MpuMep
CaMBbIM TIPOCTBIM M3 YacTHbIX ciyuacB yxe 200 jet w3sectuoil dopmysibl Bapnura
(Waring, Miscellanea analytica, 1762), Haxo[slcHi NPUMCHCHHE B TCOPUH CHMMe-
Tpuueckux GHyHKUUHA. DTH BOMPOCH U UX MHOTOCTOPOHHEE NIPUMCHCHIE B PA3TUYHBIX
JACUMILIMHAX TEOPETUYECKOH M MPUKIALHOH MATEMATHKU HC SIBJSIIOTCS, KaK Ka-
KeTesd, OGU.[CI'BBCC'I'HHMH. C()()]')ZlHHI)Iﬁ B HaC’l'()ﬂUlCﬁ CTaTLE MaTepual o KOMIIJICK-
CY 9THX BONPOCOB, NPEAHAZHAYCHHDLIA IS WIDKCHEPOB, MOXCT JATh MHUTATCILIO
JIOCTATOYHO XOpOollee NPEICTABRJICHUC O JalibHEHUINX BO3MOKHOCTAX MPUJIOKEHHI.

Zusammenfassung

ZUR ANWENDUNG DES AUSDRUCKES " + f"
VACLAV VODICKA

In der ZAMM, Bd. 35, H. 12, Dez. 1955, befindet sich eine Formel zur Entwickiung
des Ausdruckes o" + f” nach fortschreitenden Potenzen von «ff und zwar unter der
Voraussetzung ¢ + ff = 1. Abgesehen davon, dass diese Einschrinkung unwesentlich
ist, erscheint das oben erwihnte Ergebnis als der allereinfachste Spezialfali der schon
200 Jahre alten Waringschen Formel (Waring, Miscellanca analytica, 1762) aus der
Theorie symmetrischer Funktionen. Diese Sachen und ihre vielseitige Bedeutung in
verschiedenen Fragen der reinen und angewandten Mathematik scheinen jedoch in
technischen Kreisen nicht allgemein bekannt zu sein. In einer fiir Ingenicure be-
stimmten Auswahl von Tatsachen aus dem ndmlichen Fragenkomplex bringt unser
Aufsatz hoffentlich eine hinreichende Vorstellung von etwaiger weiterer Anwendungs-
moglichkeit.
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