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SVAZEK 7 (1962) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 6

ZUR EQUIVALENZ ,,STERN-DREIECK*

VAcLAV DOLEZAL

(Eingegangen am 13. November 1961.)

In dieser Arbeit werden die Fragen der Equivalenz Stern-Vieleck, wenn
diese aus parametrischen Zweipclen gebildet sind, untersucht; es werden
Bedingungen abgeleitet, unter welchen die Equivalenz besteht.

Aus der klassischen Theorie der linearen Wechselstromschaltungen (mit konstanten
Elementen) ist gut bekannt, dass zu jedem Stern & ein Vicleck B derart gebildet
werden kann, dass 98 sich nach aussen gerade so wie & verhilt, Umgekehrt, zu jedem
Dreieck © gibt es einen Stern &, welcher dem Dreiecke D nach dem Verhalten nach
aussen equivalent ist. Es entsteht die Frage, ob diese Behauptungen auch fiir para-
metrische Systeme gelten. Es sei schon hier angegeben, dass diesc Frage im allgemei-
nen verneint werden muss. Trotzdem lassen sich einfache Bedingungen ableiten, unter
welchen die oben beschriebene Equivalenz besteht.

Im Weiteren wird vorausgesetzt, dass der Leser mit manchen Tatsachen der Arbeit
[1], wenigstens mit dem Admittanzbegriff vertraut ist. Zuerst scien cinige Hilfs-
begriffe eingefiihrt.

Es sei n = 2 eine ganze Zahl; der parametrische n-Pol N (d. h. ein aus zeitlich
verinderlichen Elementen gebildetes System, welches durch n Klemmen Ky, K, ...
..., K, nach aussen einschaltbar ist) soll normal heissen, wenn es eine Quadratmatrix Y,
deren Elemente dem Operatorensysteme U gehoren (vergl. mit [1]), derart gibt, dass
zwischen dem Vektor i, dessen Elemente die durch Klemmen K, K, ..., K, fliessen-
den Strome darstellen, und dem Vektor u, dessen Elemente die auf K, K, ..., K,
herrschenden Potentiale sind, die Beziehung

(1) i= Yu

besteht. Dabei wird Y die ,,Admittanzmatrix* von N genannt,

Zwei n-Pole M, M, sollen equivalent heissen, wenn sic normal sind und ihre
Admittanzmatrizen identisch sind.

Der parametrische n-Pol wird n-Stern genannt, wenn er aus Zweipolen 3, 3,, ...
.., 3, in der aus Abb. 1. erkennbaren Weise gebildet ist. Der parametrische n-Pol
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wird n-Eck genannt, wenn er aus Zweipolen 34, i < k= 1,2,..., n laut Abb. 2.
gebildet ist.

Jetzt kann man schon folgende Behauptung aussprechen:

Esseien 34, 35, ..., 3, parametrische Zweipole, welche die Admittanzen Ay, A,, ...
n

., A, besitzen, wobei . A; einen reguldren Operator darstellt; dann gilt: Der aus
i=1
den Zweipolen 3, 3,, ..., 3, gebildete n-Stern ist normal, wobei fiir die entsprechen-
de Admittanzmatrix Y = [ Y,] die Gleichungen

) Yo = — AZA, fir i+k;ik=12..,n
Yi=A, —AZA,, i=12..n,

Z = (L)

gelten.

Abb. 1. Abb. 2.

Tatséchlich, bezeichnet man mit u,, u,, ..., u, die auf Klemmen K, K,, ..., K,
herrschenden Potentiale, mit u, das auf dem der Zweipolen 34, 3, ..., 3, gemein-
sammen Knoten K, herrschende Potential, und mit iy, i,, ..., i, die die Klemmen
K,, K,. ..., K, durchfliessenden Stréme, so kann man laut der Admittanzdefinition
schreiben

3) iy = Afue —ug), k=12,

Da nach dem zweiten Kirchhoffschen Gesetze die Gleichung sz = 0 fiir den
Knoten K, gelten muss, so ergibt sich laut (3) k=1

(4) . (kZ::IAk) Ug =k21f4k“k s

n

woraus uy = Z Yy A, folgt. Setzt man fiir u, in (3) ein, so ergeben sich unmittelbar
k=1

die Gleichungen (2).
Man beachte, dass die Matrix Y allgemein nicht symmetrisch ist.
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Analog kann man behaupten:

Es seien 34, i < k = 1,2,..., n die parametrischen Zweipole, welche die Admit-
tanzen A, besitzen. Das aus den Zweipolen 3y gebildete n~-Eck ist dann normal,
und fiir die entsprechende Admittanzmatrix Y = [ Y] gilt

(5) Yo=—Ay fir i+k;i k=12 ..n,
}7“.: Z Aiﬂ’ i=1,2,.-.,n,
p=1ogki

wo A, = A, fiir i > k gesetzt wurde.

Wirklich, wenn u,, i, die Bedeutung des Potentials bzw. des Stromes der Klemme K,
hat, so gilt
(6) =3 Aglue—u,),

p=1, %k
woraus die Gleichungen (5) unmittelbar folgen.
“Man beachte gleichzeitig, dass die Admittanzmatrix des n-Eckes immer symmet-
risch ist. ’

Widmen wir jetzt unsere Aufmerksamkeit den Fragen der Equivalenz! Vor allem
sei folgender Hilfsbegriff eingefiihrt: Das System {X,} von Operatoren soll subkom-
mutativ heissen, wenn 1) jeder Operator X,e{X,} reguldr ist, 2) fiir beliebige drei
Operatoren X, X;, X, € {X,} die Gleichung

(7) XaXl;le = X)’Xﬂ_lxa
besteht. Man beachte, dass (7) durch
(®) XXX = XXX -

ersetzt werden kann. '

Bemerkung. Der Begriff der ,,Subkommutativitdt* ist offensichtlich schwicher
als der Kommutativititsbegriff. Wirklich, ist das System {X,} kommutativ, d. h. wenn
X Xy = XX, fiir je zwei Elemente X,, X, gilt, so sicht man leicht ein, dass {X,}
auch subkommutativ ist, (vorausgesetzt, dass X, reguliir sind.) Das Umgekehrte gilt
jedoch nicht; nimmt man ndmlich das System S = {X,, X,, X3}, wo X; = X, und
X,X; + X,X, in Betracht, so ist es klar, dass (7) erfiillt ist, und dass das System S

_ nicht kommutativ ist. .

Jetzt kann man schon den folgenden einfachen Satz aussprechen:
Satz 1. Es seien A, i = 1,2,...,n die Admittanzen der Zweipole, aus welchen

n
der n-Stern & gebildet ist, und es existiere Z = (Y, A))"". Wenn fiir jedes Paar
i,k =1,2,...,n die Gleichung =1

(©) AZA, = AZA,
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gilt, so gibt es ein n-Eck B, welches dem n-Sterne @ equivalent ist. Fiir die Admit-
tanzen Ay der das n-Eck B bildenden Zweipole 3 gilt dann

(10) Ay = AZA,, i<k=12..n.

Ausserdem gilt: Die Bedingung (9) ist erfiillt, wenn {A;}, i =1,2,...,n ein sub-
kommutatives System bildet.

Der Beweis ist einleuchtend; bildet man das n-Eck 3 mit den Zweipoladmittanzen
Jaut (10), so ist klar, (vegl. mit (2), (5)), dass alle sich entsprechenden Elemente der
Admittanzmatrizen von & bzw. B, mit Ausnahme der diagonalen, gleich sind. Laut
(5) gilt jedoch

n

Yi= ) A= Y AZA, = AZ ZIA" —A) = A, — AZA;,
e

p=1,u¥1i p=1,p+i

womit die Gleichheit der diagonalen Elemente und somit auch die Equivalenz bewie-
sen ist. Wenn jetzt {4,}, i = 1, 2, ..., n subkommutativ ist und wéhlt man irgendzwei
Indizes i, k, so folgt aus (8) dass 47 "A,;4, ' = A7 'A4;A]" gilt; addiert man diese
Gleichungen fiir j=1,2,...,n, so ergibt sich A;'Z7'4;' = A;'Z27'4]Y,
w. z. b. w.

Wie im klassischen Falle, so auch bei den parametrischen Systemen kann man nicht
erwartes, dass zu einem n-Eck immer ein equivalenter n-Stern existiert; es ist ndmlich
klar, dass ein n-Eck durch n(n — 1)/2 Elemente, wihrend ein n-Stern nur durch
n Elemente beschrieben ist. Die Gleichheit der Elementenanzahl findet nur fir n = 3
statt. Es sei also jetzt dieser Fall ndher betrachtet. Da gilt folgende Behauptung:

Satz 2. Es seien Ay,, Ass, A5y die Admittanzen der Zweipole, welche das Dreieck
D bilden. Wenn {A,,, Ay3, A3} ein subkommutatives System ist und W = A7} +
+ A73 + A5 einen regulidren Operator darstellt, so gibt es einen 3-Stern &,
welcher dem Dreiecke D equivalent ist. Fiir die Admittanzen der D bildenden Zwei-

pole gilt dann
(11) 4, = AIZWASI , Ay = A3 WA, A; = A31WA23-

Beweis: Vor allem ist klar, dass {A4,,, A,3, A3, W'} ein subkommutatives
System bildet. Hieraus folgt, dass auch die durch (11} definicrten Operatoren
{A4,, A;, A3} ein subkommutatives System bilden. Tatsichlich, 4, A,, A5 sind of-
fensichtlich reguldr; ferner kann man schreiben

A1A£1A3 = szWA.nA;le: 1/12_31/131"]1//423 =
= A31WA12A1-2] W—IA‘2“31A23WA31 = Ay WA, .

Analog bekommt man A;4, A, = A, WA,,, woraus 4,4, 'A; = A,4; ' A, folgt.
Weitere zwei Gleichungen ergeben sich durch zyklischen Wechsel der Indizes.
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Setzt man jetzt A = A, + A, + A,, so gilt:
(12) A*’AA Do AT 4 AT+ AT AAY
= AW TUATY + AW ALY + AW A121A31W/473A12W "Ay =
= A{ZIW“‘AM F AW A AL IW_]A“AHWAZ‘&AZJ WAL =
= Aiz ‘(A31 + Aza + Alzl) = Aqz

Durch zyklischen Wechsel folgt

(13) AFUAATY = AjE . AFMAATY = A5

Aus (12) folgt weiter, dass A ein reguldrer Operator ist. Laut (12), (13) kann man also
schreiben

(14) AA A, = A, AATYAy = Ay, AATTAL = Ay
Betrachten wir jetzt den 3-Stern & der aus Zweipolen 3y, 3,3, 3; mit Admittanzen
A, Ayl A, geblljet ist. & ist offensichtlich normal; aus der Subkommutativitit von

Ay, Ay, A3} und aus (14) folgt jedech Jaut Satz 1, dass & dem Dreiecke D equivalent
{4, 4,
ist, w. z. b. w.

Bemerkung. Setzt man voraus, dass die Admittanzen 4,3, A3, A3, der Zweipole
irgendeines Dreiecks ® reguldr sind, so sieht man leicht ein, dass die Bedingung
iiber die Subkommutativitit von {4,,, A,3, A3} fir die Equivalenz wesentlich ist.
Tatsdchlich, setzen wir voraus, dass ein soiches Dreieck D etnem 3-Stern equivalent
ist, d. h. dass es Admittanzen A,, 4,, 45 gibt, fiir welche a) der Operator Z =
= (A, + A, + A;)7 " existiert, b) die Gleichungen
(15) A ZA, = A, ZA, = Ay,

A, ZA5 = A7 A, = Ay,

AZA, = A\ ZA; = Ay,
bestehen. Aus (15) folgt zuerst, dass A,, 4,, A5 regulidre Operatoren sind. Ferner
kann man schreiben

A2 A5y Ayy = A\ZAA 'ZTVATYALZA = A ZA, .

Ahnlicherweise folgt 43, 4,5 4,, = A,ZA,; durch zyklischen Wechsel ergeben sich
weitere zwei Gleichungen, welche gemeinsam mit der vorhergehenden die Subkom-
mutativitdt des Systems {A4,,, 4,3, 43, } ausdriicken.

Zum Schluss méchte ich hiermit dem Herrn Dr. J. Kubrewicz aus Warschau,
welcher mich zu den eben angegebenen Unteruchungen angeregt hatte, meinen herzli-
chen Dank aussprechen.

Literatur

{11 Dolezal V.: Uber die Anwendung von Operatorén in der Theorie der linearen dynamischen
Systeme. Aplikace matematiky 1961, Nr. 1.

461



Vytah
O EKVIVALENCI ,, HVEZDA-TROJUHELNIK*

VACLAY DOLEZAL

V praci jsou odvozeny podminky ekvivalence ,,hvézda-mnohothelnik®, jsou-li
tyto vytvofeny z parametrickych dvojpdla. Je ukadzano, Ze ke kazdé hvézdé existuje
ekvivalentni mnohothelnik, jestlize admitance dvojpdli hvézdy tvofi subkomutativni
systém, tj. jestliZe spliiuji jisté oslabené podminky komutativity a regularity. Dale je
dokazano, Ze ke kazdému trojuhelniku existuje ekvivalentni hvézda, jestliZe admitance
dvojpdli trojahelnika tvofi subkomutativni systém. Zavérem je pak poukazano na to,
Ze pozadované podminky subkomutativity jsou v jistém smyslu nutnymi podminkami.

Pe3rome
Ob DKBUBAJIEHTHOCTH ,,3BE3A — TPEVI'OJIBHUK*

BAIUIAB IOJIEXKAJI (Vaclav Dolezal)

B paboTe BBIBEIEHBL YCJIOBUS U 3KBUBAJICHTHOCTH ,,3B€3/1a — MHOI'OYIOJIbHUK,
Korjia mocieHde oOpa30BaHbl MapaMeT pUHECKUMHU ABYXnoJitocHukamu. ITokasaHo,
Y10 K JII00O0H 3Be3/ie CyleCTBYET IKBUBAJICHTHBIA MHOTOYT OJIbHUK, €CJIM 2 MU TAHChI
JBYXMOJIFOCHHKOB 3Be3bl 00Pa3yloT cyOKOMMYTATUBHYIO CHCTEMY, T. €. €CJIM OHH
YAOBJIETBOPSIOT HEKOTOPBIM OCJAOJCHHBIM YCJIOBHUSM KOMMYTATHMBHOCTH H pery-
JspHocTH. Jlaliee 1oka3aHo, 4To K JIFOOOMY TPeyroJabHHKY CyLLeCTBYeT IKBUBAJICHT-
Hasl 3Be3/1a, €CJIM AJAMHTAHCEl IBYXIIOJFOCHUKOB TPCYroJbHUKA 00pa3yror cyOKoM-
MYTaTHUBHYIO CHCTEMY. B 3aK/TIOUEHME [I0KA3AHO, YTO HAJIATAEMBIC YCIOBHS CyOKOM-
MYTaTHBHOCTH SIBJISIIOTCSA B ONPENEICHHOM CMBICIIE HEOOXOIUMBIMU YCIOBHUSIMIL.

Adresa autora: InZ. Vdclav Dolezal C. Sc., Matematicky ustav CSAV, Zitna 25, Praha 1.
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