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SVAZEK 8 (1963) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 1

O NEKTERYCH ZAKLADNICH VLASTNOSTECH
KIRCHHOFFOVYCH SITI

VAcLAV DOLEZAL, ZDENEK VOREL
(Doslo dne 15. dnora 1962.)

Clanek je vénovén nékterym novych vysledkim teorie Kirchhoffovych
siti. 'V prvé Casti jsou zavedeny pojmy regularity sité, zejména regularity
v ¢asové a frekvenéni oblasti, je ukazdno, kterak tyto pojmy mezi sebou sou-
visi a kone¢né uvedeny nutné a postaéujici podminky pro jednotlivé regula-
rity. Ve druh¢ Casti je sledovdna stabilita feSeni Kirchhoffovy sité podle
pocatecnich podminek a podle zdroji, a problém kompatibility pocatecnich
podminek. Ve treti ¢dsti je ukdzdno, kterak je moZno soustavu integrodife-
rencidlnich rovnic, popisujici chovani sité v ¢asové oblasti, pievést k normalni
vektorové diferencialni rovnici x> = Ax + w; téchto vysledkd je pak pouZito
k zevrubnému rozboru podminek kompatibility.

0. UVOD

Osvétleme si nejdiive povahu problém, kterymi se budeme zabyvat! Ctenal ma
jist& hrubou pfedstavu o tom, co je to Kirchhoffova (elektrickd) sit; jak znamo, timto
nazvem oznalujeme soustavu, utvofenou vzajemnym propojenim Casové nezavislych
odpori, civek a kondensator(, do které muzeme vkladat zdroje elektromotorické
sily. Pfedstavme si, Ze mame danu n&jakou konkrétni sif, a mame ji feSit, tj. mame
stanovit proudy, které tekou jednotlivymi prvky R, L, C (vStvemi sit&), jsou-li udany
vlcZené zdroje, pfipadné pedatecni hodnoty proud a nabojil na kondensatorech. Je
znamo, Ze proudy v siti musi spolu se zdroji spliiovat jisté rovnice, kieré se nazyvaji
Kirchhoffovy zakony.

Predné podivejme se na to, co rozumime réenim ,,fesit sit*. Na tuto véc mizZeme
pohliZct s nékolika rlznych hledisck, ktera nyni rozebereme.

A) Pfedpokladejme, %e nas zajima proudovy reZim v siti v tom piipadd, kdy vloZené
zdroje maji jakykoliv obecny Casovy pribéh. Zde fikame, Ze sif vysetfujeme v éasové
oblasti (t-oblasti). V tomto pfipadé vede formulace Kirchhoffovych zikont na sou-
stavu linearnich integrodiferencialnich rovnic s konstantnimi koeficienty. (Formuluje
se okamZita napéfova resp. proudova bilance.)
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B) Jindy hledame proudy v ,,symbolickém tvaru®, tj. Kirchhoffovy zakony formu-
Iujeme tak, Ze za zdanlivé odpory prvki R, L, C béfeme racionalni funkce R, Lp,
(Cp)~*; dloha pak vede na soustavu linearnich algebraickych rovnic, jejichZ koefi-
cienty (a i fefeni) jsou racionalnimi funkcemi proménné p. Pfitom proménné p
udéluje se fysikalni vyznam ,,komplexni frekvence®, a ziskané fefeni se pak obvykle
nazyva fefeni v frekvenéni oblasti (p-oblasti).

C) Koneéné je moZno pohliZet na problém fefeni je$té s tohoto stanoviska
(w-oblast): necht w > 0 je pevny kruhovy kmitoget, (na piiklad v silnoproudé elek-
trotechnice je nejéastéji w = 2n. 5()), a predpokladejme, Ze vSechny elektromotorické
sily vieZené do sitd maji ¢asovy priibéh tvaru E, cos (wt + o), kde E,, @, jsou kon-
stanty; hledejme ,,ustaleny** proudovy reZim v siti, tj. hledejme takové proudy v siti,
které maji rovn&Zz priibeh I, cos (wt + ). Je znamo, (viz ostatng dale), 7e formulace
Kirchhoffovych zakontl v tomto piipadé (pfi peviém kmito&tu) vede na soustavu
algebraickych rovnic s &iselnymi (komplexnimi) kocficienty.

Je lehko vidét, Ze napriklad pojem FeSeni v t-oblasti je néco podstatng jiného neZ
feSeni v p-oblasti nebo v w-oblasti. Nyni vznikaji tyto dileZité otazky:

1) Regime-li n&jakou konkrétni sit N (v n&které z uvedenych oblasti), existuje pak
feleni (tj. proudy), resp. je pro kaZdou soustavu zdroji urdeno piistuiné feeni
jednoznaéné? Nastava-li posledni pfipad, budeme sit N nazyvat rcgularni (v asové
oblastj, frekvenéni oblasti, atd., podle toho, které pojeti mame na mysli).

2) Jak pozname, aniZ bychom provadéli feSeni piislu§nych rovnic, Ze N je regular-
ni? Poznamenejme, Ze vyznam této otazky neni jen teoreticky; feSi-li se totiz sleZité
sité na pocitacich strojich, musi byt pfedem zarudena existence resp. unicita FeSeni.

3) Konetné miZeme kiast otazku: jaké jsou souvislosti mezi pojmy regularity
v jednotlivych oblastech, tj. je-li napfiklad N regularni v w-oblasti pro n&jaké w, je té
regularni v ¢asové oblasti?

Tyto problémy jsou diskutovany a zodpovézeny v prvé ¢asti ¢lanku.

Druhd ¢ast ¢lanku je vnovana hlubsimu rozboru vlastnosti siti v asové oblasti,
a to otazkam stability feSeni, a otdzce kompatibility pocatecnich podminek. Prvou
otdzkou ptame se v podstaté na to, jak se chovaji prubéhy proudi, zménime-li poca-
teéni podminky resp. pribéhy vioZenych elektromotorickych sil, tj. zda proudy
nezméni zasadne svij prabéh, kdyz malo zménime pocatecui podminky nebo elektro-
motorické sily.

Otazka kompatibility znaéi pak nalezeni podminek, které musi splilovat pocateéni
hodnoty proud s podatecnimi naboji na kondensatorech a pocatecnimi hodnotami
elektromotorickych sil, aby pritb&hy proudii v siti spojité vysly z pfedepsanych poca-
te¢nich hodnot. (Je znamo, Ze v jistém smyslu neni obecn8 moZné predepsat podatedni
hodnoty proudii a nabojt zcela }ibovolné.)

Konedné ve tfeti ¢asti ¢lanku bude ukazano, Ze rovnice sité v ¢asové oblasti (sou-
stava integrodiferencidlnich rovnic) Ize pfevésti na normalni soustavu diferencidlnich
rovnic, tj. na vektorovou rovnici x’ = Ax + w (4 je konstantni matice). Rozbor této
okolnosti umoZiiuje pak vyslovit dalsi nutné a postacujici podminky kompatibility.
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1. REGULARITA SITI

Precisujme nyni vSechny véci, o kterych jsme hovotili v uvodu. K tomu ¢ili zavedme
nejdiive n&které pomocné pojmy. Pro popis topologie sit€ (j. pospojovani jednotli-
vych prvki) se hodi pojem orientovaného grafu. M&jme néjakou konegnou neprazd-
nou mncfinu H = {hy, h,, ..., b}, jejiZ prvky nazveme hranami, a kone€nou ne-
prazdnou mncZinu U = {u, u,, ..., u,}, jejiz prvky nazveme uzly; necht je dale dana
matice a = [a,] o r Fadcich a s sloupcich, pfiemZ 1) prvky ay, nabyvaji pouze hod-
not 1, —1, 0, 2) v kazdém fadku matice a je pravé jeden prvek roven 1 a pravé jeden
prvek roven — 1, 3) v kaZdém sloupci a je aspoii jeden prvek rlzny od nuly. Prifadi-
me-li i-tému Fadku matice a prvek h,;e H, i = 1,2, ..., r a j-tému sloupci matice a
prvek u;e U, j = 1,2, ..., s, odpovida kazdé hrang h; pravé jeden uzel u;, pro ktery
a;; = — 1, a prave jeden uzel u,, pro ktery a, = 1. Uzel u; nazyvime zacate¢nim,
u; koncovym uzlem hrany h;. Trojici G = (H, U, d) nazveme pak orientovanym
grafem, a matici a incidenéni (nebo strukturélni) matici grafu G.

Vypustime-li n&ékteré prvky z H a nékteré prvky z U tak, Ze vypusténim odpovidaji-
cich fadkl a sloupcl v matici a dostaneme matici, kterd spliiuje opét podminky

)—3), vznikne tak graf, ktery nazyvAme podgrafem grafu G.
Konkrétni grafy znazoriinjeme dobfe znamym zplsobem, jehoZ pfiklad je patrny
z obr. 1a, kde incidenéni matice je

-1, 1, O
oo, =1, 1
-1 0, 1|’
1,0, —1
Graf, uvedeny na obr. 1b, je zfejmé jeho

podgrafem s incidenéni matici

a) b) . 0, —1, 1
Obr. 1. a= 1 01l

Bud nyni G orientovany graf; podgraf Lgrafu G nazveme obvodem, jestliZe po zmé-
né orientace nékterych hran v L Ize v§echny hrany z Lsrovnat v takovou posloupnost
L=1{h, hy ....h,}, % h;, & hy pro j + k, koncovy uzel hrany h, je zacatetnim
uzlem hrany h,~m“ prom=1,2,...,n — 1 a koncovy uzel hrany h; je zacatednim

uzlem hrany h;,. Formalng budeme takovy obvod zapisovat vyrazem Y. ¢;h;, kde ¢;

it

=1
poloZime rovno 1, jestlize hrana h; se vyskytuje v posloupnosti Lse stejnou orientaci
jako v L, —1 pro opaénou orientaci a kone¢né rovno nule, kdy? sc hrana h; v I,
nevyskytuje. Tak napfiklad z obr. la je patrno, Ze soustava hy, h,, hy tvofi obvod,
nebof posloupnost {hs, —h,, —h,} ma shora uvedenou vlastnost. (Znaménko minus
oznaluje preorientovani hrany). UvaZovany obvod zapiSeme tedy jako — hy — h, +
+ hs.
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Pro zjednodugeni dal§ich tvah budeme pouZivat vektorovou symboliku. Bud
h* = [hy, hyy ..., h,], hye H. (Carka oznaduje transponovéni; méa tedy vektor h za
prvky viechny hrany grafu G.) Formalné m{Zeme tedy kaZdy obvod psat ve tvaru c'h,
kde ¢ je r-dimensionélni vektor, sestaveny z Cisel c;.

Lze snadno dokazat, Ze je-li ¢'h n&jaky obvod, Ze pak plati a'c = 0.

V dal§im budeme potfebovat ponékud zobecnit pojem obvodu. Cyklem nazveme
kazdy vyraz ¢'h, kde vektor ¢ je realnym FeSenim rovnice a'c = 0. (Jsou tedy prvky
vektoru ¢ realna &isla, ne nutng celd.) Je ziejmé, Ze kaZdy obvod je soucasng cyklem.
Obracené lze dokazat, Ze kaZdy cykl je linedrni kombinaci obvodu, tj. je-li ¢'h cykl,
Ize najit obvody dih, dyh, ..., d,htak, e c = a;d; + a,d, + ... + a,d,, kde o, jsou
rcalna d&isla. Tak naptiklad pro graf z obr. 1a je h, + h, — %h; + —;“'—h4 cyklem;
pritom ziejmé plati [I, 1, =3, 2] = [1,1, —=1,0] + 2[0,0, 1, 1], kde h;, + h, —
— hs, hy + h, jsou obvody.

Budte nyni cih, i = 1,2, ..., n cykly; fekneme, Ze cih, c5h, ..., ¢,h tvofi soustavu
linearnd nezavislych cykl, pravé kdyZz z rovnosti aye, + ey + ... + 2,¢, =0
plyne o; = 0,i=1,2,...,n. Koneiné fekneme, Ze c}h, cyh, ..., c,h tvoii tplnou
soustavu linedrng nezavislych cykli, jestlize ¢yh, ¢yh, ..., ¢;h tvoii soustavu lincarné
nezavislych cykli, ptiCemZ pro kazdy cykl ¢'h existuji &isla fiy, B, ..., f, tak, Ze
¢ = ficy + Bacy + ...+ Bucy

Nyni miZeme jiZ definovat pojem Kirchhoffovy sité (dale K-sit&). Bud G oriento-
vany graf o » hranich a R, L, S budte realné ¢tvercové matice r-tého fadu; K-siti N
nazveme pak Ctvefici (G, R, L, S). Jestlize nadto matice R, L, S jsou positivné semi-
definitni,!) pfi¢emZ R a S jsou diagonalni, budeme N nazyvat pasivni K-siti.

Vsimnéme si fysikalniho smyslu uvedené definice! Ziejmé pomoci grafu G je popsa-
no vzajemné propojeni elementli K-sit§; matici R budeme pojimat jako matici ,,vza-
jemnych odpord®, tj. prvek R; bude pfedstavovat vzajemny odpor hran h;, h,.
Podobné Lbude pfedstavovat matici vzajemnych indukénosti, a S matici pfevratnych
hodnot vzajemnych kapacit. Bude-li se jednat o pasivni K-sit, pak z definice plyne
jednak to, Ze v siti existuji pouze ,,vlastni* odpory a kapacity; podminky positivni
semidefinitnosti, tj. x'Rx = 0, x'Lx = 0, x'Sx = 0 nccharakterisuji pak nic jiného,

_neZ zndmy fysikdlni fakt, Ze tepelnd (Jouleova), magneticka a clektrostatickd energie
v siti je nezapornd at jsou poméry v siti jakékoliv, tj. ,,pasivitu® sit€. Naproti tomu,
obecnéjsi pojem K-sité pripousti napiiklad i zaporné odpory, takZe zahrnuje 1 sité,
které se v clektrotechnice nazyvaji aktivni.

Pristupme nyni k vySctfovani siti v Casové oblasti! M&jme tedy danu n&jakou K-sit
N = (G, R, L,S) a nechf E(1) je vektor, jehoZ prvky jsou funkce definované pro
t =2 0, které piedstavuji prabéhy elektromotorickych sil v jednotlivych vétvich sité.
(V souhlasu s terminologii elektrotechniky budeme pouZivat téZ termin ,,vétev,
kterému v abstrakci odpovida piisluina hirana grafu sit.)

1y Redlnou &tvercovou matici M r-tého ¥adu nazveme positivné semidefinitni, jestlize 1) M je
symetrickd a 2) pro kazdy redlny r-dimensionalni vektor x plati x' Mx = 0.
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Ozname (1) vektor, jehoZ prvky predstavuji priibéhy proudii v jednotlivych
vétvich sité N, jsou-li clektromotorické sily representovany vektorem E(r). Potom
podle prvniho Kirchhoffova zakona ma platit pro kazdy obvod d'h rovnice

T1* w¥m0+L%9+s(ﬁmyh+%»:wqm

kde prvky vektoru g, predstavuji hodnoty podatedniho naboje na kondensatorech
v jednotlivych vétvich. Podobné, formulujeme-1i druhy Kirchhofftv zdkon, dostaneme
rovnici

T 2% a'I()=0.

Dale byva predepsano, jaké maji byt ,,pofateéni hodnoty* proudit v nékterych vét-
vich.

Rozeberme nynf podrobnéji popis problému rovnicemi T 1* a T 2*! V§imn&me si
predné otdzky pocatecnich hodnot; z fysikalni zkuSenosti je ziejmé, Ze nema smys]
predepisovat pocatetni hodnotu proudu pro ty vétve, které ,,nikam nevedou®, (tj.
vétve, které nepatfi do Zadného obvodu), a rovnéZ pro vétve, které nejsou induktivné
vazany s Zadnou jinou vétvi a jejichZ vlastni indukénost je nulova. Abychom si viak
témito vécmi problém zbyteéné nekomplikovali, postavme se na stanovisko, Ze danou
sit sestavime z jejich vétvi v okamzZiku t = 0, a tedy Ze ,,pocateéni hodnoty* maji
vyznam jednotlivych veliin (proudd, nébojﬁ) v ckamZiku t&sné pfed sestavenim;
budeme tedy predpekladat, Ze je dana pocateéni hodnota proudu v kaZdé vétvi. Vektor
majici za sloZky tyto hodnoty, oznaéme [.

Dale vznika otazka, co vlastné rozumime ,,pocatedni hodnotou®, tj. specielné jaky
je vztah mezi vektorem I(t) a I,. Odpovéd nam dava piedstava, Ze vektor proudi
I(1) by mél ,spojité vyjit* z potateniho vektoru Iy, tj. Ze vektor I(t) by mél byt
spujity v bodg ¢ = 0 (zprava) a tedy by existovala limita I(0) = 11m I(t) ptitem#
by platilo 1(0) = I,. =

Koneéné z rov. T 1* je zfcjmé, Ze v ni vystupuje Slen L[dI(r)/d(], tj. bylo by vhodné
pe¥adovat, aby vektor I(t1) mél v kazdém bod& ¢ = 0 derivaci.

Provedeme-li matematicky rozbor pozaddvku na feSeni I(1), které jsme pravé
uvedli, zjistime, Ze tyto pceZadavky jsou velmi silné, a tedy jen v ,,malo pfipadech*
existuje feSeni I(t), které je vSechny spliiuje.

Aby si ftenak mohl ulinit lepsi predstavu o téchto vécech, uvedme jednoduchy
piiklad. UvaZzujme K-sit, jejiZ schema je uvedeno na obr. 2, a pfedpokladejme, Ze jak
pocatecni hodnoty proudl tak i pofateéni ndboj na kondensitoru jsou nulové.
Zvolime-li obvody hy + h,, hy + hy mtZeme podle T 1* psat rovnici

t
(1]) 1]+212+J‘12d’5291+92,
0

11+213+2913=e1+e3.
dt
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Podle T 2* pak plati I, — I, — I; = 0. Pro jednoduchost pfedpokladejme jeSt€, Ze
je e; = e; = 0, a stanovme feSeni I, I, I3! Soustavy tvaru (1.1) ¥ei se v praxi
oby&ejné Laplaccovou transformaci; zvolime-li tuto mctodu, kde klademe
L(dI4fdt) = p#(I5) — I,(0+) a poloZime-li I;(0+) =0 (pfedepsana polatetni
hodnota), dostaneme znamym zplisobem napfiklad pro 1,(?)
rovnici

(1.2) I1(0) = lei(t) + fot(t ~ ey dr,

kde oft) = — 0,0495 exp (—0,391) + 0,161 exp (—1,27).

Je-linyni e, (t) spojita v €0, o) aje-li ¢,(0+) = 1, pak zrov-
(1.2) vyplyva 1,(0+)= é, coZ oviem ner{ pfedepsand nulova
hodnota. To vSak neni v rozporu s fysikalnimi predstavami,
nebotf vinu na tomto faktu ma zfejmé ta okolnost, Ze na-
péti e,(1) ,,zalina® ihned hodnotou 1, a nevychdzi z nulové
hodnoty, ktera odpovida klidovému stavu sité. Obr. 2.

Viimnéme si nyni toho faktu, %e¢ nema-li funkce e,(?)

v nékterém bod¥ 1, > 0 derivaci, Zc pak ani J,(f) nema v 1, derivaci. (Srv. s rov-
nici (1.2)!) Nalezené FeSeni I,(1), I,(1), I;(t) tedy viibec nesplituje vyde uvedené
podminky. Poznamenejme jeSt&, Ze 1,(1), I,(1), 15(t) skutedn& predstavuji Fedeni, tak
jak je budeme definovat pozdgji, a které odpovida fysikalni skuteénosti.

Z uvedeného vyplyva, Ze nebude zbyvat nic jiného, neZ predstavu ,,feSeni vyjde
spojité z pocateénich hodnot nahradit pojmem obcenéj$im, a existenci derivace
feSeni v kazdém bodé€ opustit, resp. nahradit ji rovnéz obecn&j$im pojmem. Ukazuje
se, Ze vhodnym aparatem k dosaZeni vytceného cile je teorie distribuci, ktera nadto

jesté umeZiiuje zpracovat spolehlivé i problémy, kdy vlicZené clektromotorické sily
obsahuji impulsy.

Povézme si proto nejdiive néco o distribucich! Distribuce jsou zobecnénim pojmu
funkce. Lze je definovat rtzaym zplsobem; ncbudeme zde uvadét presné znéni
definic, ale soustfedime se prevaZzné na formalnf stranku jejich pouZiti. Podrobngjsi
poudeni nalezne &tenaf v praci [2], [3].

Pfedné uvedme, Ze ka’da lokdlng& integrovatelna funkce je distribuci; tedy
napiitklad Hy(t) (Hy({) =1 pro t = T, H{(t) =0 pro t < T), cost, 1*, cxpt,
exp (exp 1*) jsou distribucemi. Takové distribuce nazyvaji se regularnimi. Existuji
viak distribuce, které nejsou regularni; takovou je napfiklad Diracova distribuce dy,
ktera je precisaci pfedstavy o jednotkovém impulsu, plsobicim v ase t = T.

V dal§im budeme uZivat pouze tfidu D téch distribuci, které jsou rovny nule na
(— o0, 0). Patii tedy do D vicchny lokalng integrovatelné funkce, které jsou skoro
viude rovné nule na (— oo, 0), dale je Hy, §,€ D pro T = 0.

UzZ na tomto misté zddraznéme, %e distribuce tvofi lincarni systém, tj. %¢ s nimi
muiZeme provadét viechny linearni operace zcela shodng, jako s funkcemi. To znagi
napfiklad, Ze jsou-li f, g distribuce, « &islo, potom f + g, of jsou rovnéZ distribucemi.

35



Pfitom operace séitini a ndsobku &islem maji tu vlastnost, Ze jsou-li specielné f, g
funkcemi, pak ,,distributivni soucet resp. ndsobek je roven obylejnému soutu
resp. nasobku. Pfitom plati znamé vzorce f + g = g + f,

of +g)=of +ag, oBf) = (ap)f apod.

(Podtrhnéme, Z¢ nemaji smysl nelinearni operace 6, . oy, dg atd.)

Pro distribuce lze dile zavést pojem derivace; snadno se pak dokaZe, Ze kazda
distribuce f ma derivaci f', kterd je rovn&Z distribuci. Odtud vyplyva, Ze kaZdd
distribuce md derivace vSech Fddi. Soucasné plati, Ze v pfipadé, kdy f je regularni
a pfislusna funkce f(f) ma viude v (— o0, o0) (obydejnou) derivaci f'(f), Ze potom
distributivni derivace f* je opét regularni a je rovna f'(f). Pfedstavuje tedy distributivni
derivace zobecnéni derivace oby&ejné. Pro distributivni derivaci plati opét znamy
vzorec (o fy + a,f5) = oy fy + o f3. Dale lze dokéazat dileZity vzorec Hy = 6.

Pro distribuce ze systému D lze kone¢n& zavést pojem primitivni distribuce f(°7);
piitom pro kaZdou fe D plati vzorec (/)" = (fCV) = f. Specialng tedy je
Hyp = 64V, Je-li fe D regularni distribuce, pak téZ f~V je regularni a je rovna
fo f(z) dr; je tedy primitivni distribuce zobecnénim urditého integralu.

Nyni miZeme jiZ pfikrogit k definovani pojmu (distributivniho) FeSeni K-sité a regu-
larity. Zavedme je§té réeni: je-li x néjaky r-dimensionalni vektor, jehoZ prvky patfi
do mnoZiny M, budeme fikat ,,x je vektor nad M*“.

Bud N = (G, R, L, S) K-sit, a nechf a je incidenéni matice grafu G; je-li E r-dimen-
sionarni vektor nad D a I,, g, r-dimensionalni &iselné vektory, potom r-dimensicnalni
vektor I nad D nazveme feSenim N v €asové oblasti pFisluSnym vektorim E, I, ¢,
jsou-li splnény nasledujici podminky:

T SMRI + L(I' = Iydg) + ST + goHo)} = ¢'E
pro kazdy cykl ¢'h grafu G,
T2: a'l=0.

K-sit N nazveme regularni v ¢asové oblasti (t-regularni), jestlize ke kazdé trojici
E, I, g, je piisluiny vektor I uren jednoznaéné.

Poznamka: V8imnéme si, Ze rov. T 1 je v podstat& rovnici T 1%, na jejiZ pravé strand
stoji misto E €len E + LIyd,. Je tedy vliv pocateéni podminky I, stejny, jako vliv
LHimpulst LI, v elektromotorickych silach, které ,,vyZenou* proudy na piislu§né
pocateéni hodnoty. Rovnice T 1 se od T 1* 1i§] jestd tim, Ze plati pro kazdy cykl c'h;
je viak ziejmé, Ze kdybychom poZadovali platnost T 1 jen pro kaZdy obvod d'h. Ze
by odtud plynula ihned jeji platnost pro kazdy cykl. (Vzpomefime, Ze kazdy cykl je
linearni kombinaci obvodi.)

Vénujme jesté nékolik slov tomu, jaky vyznam mé definice pojmu feSeni rovnicemi
T 1, T 2. Predng, jak uvidime pozdéji, zaruuje definice T 1, T 2 existenci fe$eni pro
kazdou trojici E, I, q,, spliiuji-li matice a, R, L, S jisté, pomérné slabé podminky.
Podtrhné€me, Ze pak fefeni existuje pro kazdé E,nikoli jen pro ty vektory E, které maji
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,,dobré vlastnosti, jak by tomu bylo, kdybychom vychazeli z rovnic T 1%, T 2*
a Zadali spojitost I(f) apod. (Srovnej s uvedenym pfikladem sit& z obr. 21) Dale lze
snadno ukazat, Ze jestliZe néjakd sit N md FeSeni ve smyslu rovnic T 1*, T 2¥, Ze toto
(,,klasické“) FeSent je zdroveri FeSenim i ve smyslu definice T 1, T 2. Kone&né lze doka-
zat, Ze feSeni podle T 1, T 2 ma jisté vlastnosti spojité zavislosti na E; odtud pak je
mozno snadno vyvodit, Ze nami zavedeny pojem feSeni podle T 1, T 2 skutené vysti-
huje fysikalni podstatu véci, a Ze tedy definice podle T 1, T 2 neni zvolena jen pro

e

pohodiné matematické zpracovani problému. (Bliz§f poudeni o tom nalezne Stenaf
v[31)

Pojem t-regularity ziejmé znadi fysikalné to, Ze af jsou pribéhy vloZenych clektro-
motorickych sil a hodnoty pocateénich podminek jakékoli, je proudovy reZim v siti
uréen jednoznacné, tj. proudy se rozvinou jen jednim, zcela urcitym zpisobem.

Zavedme nyni dal§i pojem regularity K-sité! Bud R systém vSech racionalnich
funkci proménné p, které maji realné koeficienty.

Bud N = (G, R, L, S) K-sif; N nazveme regularni ve frekvenéni oblasti (ncbo
p—regulz’trni), jestlize pro kazdy r-dimensionalni vektor E nad R existuje jediny r-di-
mensionalni vektor I nad R tak, %e jsou splnény podminky:

F1: ¢c(R+ pL+p 'S)I=CcE
pro kazdy cykl ¢*h grafu G,
F 2: a'l=0.

Viimnéme si opét fysikalniho smyslu vyslovené definice! Pojimame-li proménnou
p jako komplexni kmitodet, pak zfejmé kazdy prvek pL; matice pL ma vyznam
impedance vzijemné induk&nosti L, (vlastni induk&nosti pro i = k); analogicky
prvky matice p~1S maji vyznam impedance kondensatori, a prvky R vyznam impe-
dance odporii. Podminky F 1, F 2 nepfedstavuji tedy nic jiného, neZ formulaci Kirch-
hoffovych zakoni v symbolickém tvaru.

Pristupme nyni k vykladu souvislosti mezi t-regularitou a p-regularitou! Pifedné
uvedme, Ze pro ,,skoro viechny* distribuce ze systému D lze definovat pojem Lapla-
ceova obrazu, a to tak, Ze v piipad®, kdy fe D je regularni, je Z(f) = £{f(1)}
(tj. definovany obraz je roven obyéejnému Laplaccovu obrazu). Ptitom plati obdobné
vzorce jako pro Laplaceovu transformaci funkef, napiiklad je Z(of + ﬂg) =
= aZ(f) + BL(9), L(f") = pL(f), L(f") = p~*2(f), £(3o) =1 a koneen&
z rovnosti Z(f) = Z(g) plyne f = g.

Transformujeme-li rovnice T 1, T 2, dostaneme

(1.3) (R + pL+ p~1S) Z(I) = ¢'(#(E) + LI, — p~'Sqy),
aZ()=0.

Poznamka: V8imné&me si, Ze rov. (1.3) dostaneme téZ tak, Ze transformujeme formalné
rovnice T 1*, T 2%, kde klademe £(dI(1)/dt) = pL(I) — I,, t. tak, jako kdybychom
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pocéitali znamym zpiisobem s funkcemi a nikoli s distribucemi. Této okolnosti miZeme
vyuZit pfi vypoctu kenkrétnich pripadi.

Z rovnic (1.3) vyplyva, Ze v podstaté nejde o nic jiného, neZ o rovnice F 1, F 2.
Jezto pak Laplaceova transformace zprostfedkuje jedno-jednoznadné pfifazeni
distribuce — obraz, plyne odtud, %c rovnice F 1, F 2 budou mit pro kazdy vektor E
jednozna&né feSeni pravé tehdy, kdy tuto vlastnost budou mit i rovnice T 1, T 2.

Poznamenejme jesté, Ze Laplaccova transformace neni zrovna nejelegantngj$im
a dostatetné obecnym aparatem k cxaktnimu rozboru pravé naznacenych souvislosti.
Jeji nevyhodou je napfiklad to, Ze regularni distribuce f = H, exp t* u# nemé obraz,
takZe souvislost mezi F 1, F2 a T 1, T 2 bychom mohli sledovat jen pro ty pfipady,
kdy prvky vektoru E nad D maji obrazy. Vhodnym apariatem k tomuto cili jsou
Heavisideovy operatory; poudeni o tom viz naptiklad v préci [2].

Shrneme-li naznacené skuteCnosti, dospivame tak k nasledujicimu tvrzeni: (Jcho
dtikaz viz [1].)

Véta 1.1. K-sit' N je t-reguldrni tehdy a jen tehdy, kdyZ je p-reguldrni.

Jinymi slovy, véta 1.1 tvrdi, Ze podafi-li se nam jednoznaéné roziesit algebraickou
soustavu rovnic F 1, F 2 pro kazdé E nad R, Ze potom téZ soustava ,,integrodiferen-
cialnich* rovnic T 1, T 2 ma pro kaZzdé E, I, g, jediné feSeni. Proto budeme v dal§im
misto oznageni ,,p-, t-regularni‘‘ uZivat pouze oznaceni ,,regularni*.

Mezi - a p-oblasti existuji dalsi izké souvislosti; plati totiZ nasledujici

Véta 1.2, Bud N reguldrni K-sit; bud ddle E r~dimensiondIni{ &iselny vektor a I(p)
prislusné FeSeni N v p-oblasti (I(p) je vektor nad R). Potom pro kaZdé (komplexni)
&islo p % 0, pro které md vektor I(p) smysl, jevektor J = I(p) Hy exp (pt) Fesenim
N v asové oblasti, které odpovidd vektoru elektromotorickych sil E = EH, exp (pt)
a poédte¢nim podminkam J, = I(p), g5 = I(p)/p-

Dalsi souvislost, pouZivajici pojmu Laplaceovy transformace distribuci, je obsaZena
ve tvrzeni:

Véta 1.3. Bud N reguldrni K-sit: bud ddle E, r-dimensiondlni vektor, E, =
=[0,0,...,0,1,0,...,0] (jednotka stoji na k-tém misté), a I(p) pfislusné FeSeni N
v p-oblasti. Pak plati: je-li e e D, potom pro FeSeni J sité N v t-oblasti, pFislusné
vektoru elektromotorickych sil Eye a nulovym pocdtecnim podminkdm (Jo = q, = 0)
plati £(J) = L(p) Z(e).

Predchozi véta zfejmé neni nic jiného, neZ precisaci znamého pravidla o vztahu
mezi signalem, odezvou a pfenosovou funkei.

Z hlediska aplikaci v elektrotechnice je diileZita nasledujici, dalsi definice regularity:
Bud N = (G, R, L, S) K-sif. Bud w > 0. N se nazyva w-regulacni, jestlize ke kaZdému
komplexnimu r-dimensionalnimu vektoru E existuje jediny komplexni r-dimensionalni
vektor I tak, Ze jsou splnény podminky

Ql: ¢'(R + ioL+ (iw)™* S)I = ¢'E
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pro kazdy cykl ¢'h grafu G,
Q2: a'l =0.

Podivejme se nejdiive na fysikalni vyznam vyslovené definice! Mgjme tedy danu
n&jakou K-sif N; pfedpokladejme, Ze viechny vloZené elektromotorické sily maji
pribéh e, = E, cos (wt + @), k = 1,2, ..., r (o, Ei, ¢ jsou redlnd &isla) a hledejme
Lustalené proudy, tj. predpokladejme, Ze tyto maji opét tvar i, = I, cos (wt + ).
Vektor elektromotorickych sil e moZno zfejmé psat ve tvaru e = Re E exp (iwf),
kde E je obecnd komplexni vektor, a stejné tak pro vektor proudd i moZno klast
i = Relcxp (iot). Jezto viak difdt = Re iwl exp (iot) a vektor qq je moZno volit
tak, Ze [4i(t) dtv + go = Re (iw) ™' I exp (iwt), dostaneme dosazenim do T 1*:

(14)  ¢{RRele™t + LReiwle + S Re (io) ' 1™} = ¢' Re Ee'* .

Jezto viak ¢ je rediny vektor a R, L, S jsou redlné matice, je lehko vidét, Ze rov. (1.4)
je ckvivalentni rovnici

¢{R + ioL + (io)" ' S}I = 'E,

co% viak je Q1. Podobng dosazenim do T 2* mame ' Re I exp (iof) = 0, a jeto a
je realna matice, plyne stejnym zpdsobem a'l = 0, tj. 2 2. MiZeme tedy fici tolik:
pro zvolené w > 0 znadi w-regularita K-sité N, Ze v N panuje sinusovy reZim proudil
o kmito¢tu w, jsou-li viechny zdroje sinusové s tymZ kmitoétem, ale jinak s libovolny-
mi amplitudami a fazemi. Jinymi slovy, v N nenastivaji rcsonance pro zvoleny
kmitocet w.

Abychom mohli odvodit explicitni kriteria regularity K-siti, (srv. [1]), upravime
rovnice F 1, F 2. (Staci uvaZovat jen tyto rovnice, nebot jak uZ vime, jsou ekvivalentni
rovnicim T 1, T 2). ProtoZe pro kazdy cykl ¢'h grafu G plati a'c = 0, miiZeme psat
¢ = Xv, kde sloupce matice X tvofi néjakou uplnou soustavu linearné nezavislych
fefeni rovnice a'x = 0, a kde v je &selny vektor dimense n (n je polet sloupcii
matice X).

Stejnym zpiisobem z rovnice F 2 plyne, Ze
(1.5) I=Xw,
kde w je n-dimensionalni vektor, jehoZ prvky jsou racionalnimi funkcemi promé&nné p

(je vektorem nad R). Odtud snadno vyplyva, dosadime-li za c a za Iz (1.5), Ze F 1, F 2
jsou ekvivalentni rovnici

(1.6) X'(R + pL+ p7'S) Xw = X'E.

Vsimneme-li si koneéng, Ze rov. Q1 dostaneme z I 1 formalné tak, Ze klademe
p = iw, vidime, Ze kriterium pro w-regularitu dostaneme z kriteria regularity for-
malni substituci p = iw. JeZto o unicitd fefeni rovnice (1.6) rozhoduje &tvercova
matice X'(R + pL+ p~'S) X, dospivame tak tvrzeni:

39



Véta 1.4, Bud N = (G, R, L, S) K-sit, a incidenéni matice grafu G. Bud ddle X
Ciselnd matice, jejiz sloupce tvori nékterou uplnou soustavu linedrné nezdvislych
FeSeni rovnice a'x = 0, a necht Z(p) = R + Lp + Sp~'. Potom plati

a) N je reguldrni tehdy a jen tehdy, kdy?

(1.7) det X'Z(p) X £ 0,
(nem’ roven nule identicky)

b) N je w-reguldrni pro zvolené @ > 0 tehdy a jen tehdy, kdy? &islo
(1.8) det X'Z(iw) X 0.

Utifime na tomto misté jednu dileZitou poznamku. Jak vime, ¢'h je pro kazdé
feSeni rovnice a'c = 0 cyklem; cyklem je viak téZ kazdy obvod grafu G. JeZto podle
tvrzeni vty lze za X vzit libovolnou matici, jejiZ sloupce tvoii uplnou soustavu
linearné nezévislych feSeni rovnice a'x = 0, mUZeme za X vzit onu matici, jejiZ
sloupce odpovidaji ipIné soustavé linearné nezavislych obvodi grafu G. To ma ten
prakticky vyznam, Ze v konkrétnich pfipadech miZeme matici X sestavit ihned
z naértu grafu G (pokud oviem tento nenf sloZitym neplanarnim grafem.) Tak v pii-

* klad€ z obr. 1 tvoii hy + h, — hj, h; + h, uplnou soustavu linearné nezavislych
obvodi; miZeme tedy ihned psat

Uy
1, 0
0
X = ’

-1, 1

h, h, 0,1
Z véty 1.4 snadno vyplyva souvis-
lost mezi regularitou a w-regularitou

Obr. 3. iy K-sité. Plati totiZ

Véta 1.5. Je-li K-sit N w-reguldrni pro nékteré w > 0, pak N je reguldrni.

Vskutku, podivame-li se znovu na tvrzeni véty 1.4, vidime toto: det X'Z(p) X je
zfejmé racionalnf funkci proménné p; je-li N w-regularni pro nékteré w > 0,1j. je-li
det X'Z(iw) X # 0, nemiiZe byt funkce det X'Z(p) X identicky rovna nule. Odtud
zaroveni vyplyva, Ze tvrzeni véty 1.5 nelze obratit. To ostatné ukazuje i nasledujici
jednoduchy piiklad; uvazujme K-sit N (dokonce pasivni), kter je spolu se svym gra-
fem znazornéna na obr. 3. Ve frekvenéni oblasti miZeme podle F 1, F 2 psat rovnice

p ', + pl, = E; + E;, (proobvod h, + h,),

— 1, + 1, =0, (prouzelu,).

Jejich fefeni je I, = I, = (E; + E3) p/(p* + 1), a tedy sif N, je regularni. N, viak
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neni w-regularni pro = 1; poloZime-li totiZ w = 1, mame podle Q 1, Q 2 soustavu
—il, +il,=E, + E,, —1,+1,=0,

ktera zfejmé nema feseni, pokud E; + E, # 0.

Poznamka: Nechf ¢tenaf neni pfedchozim pfikladem sveden k domnénce, Ze uvazo-
vani sit N, nema4 fefeni v t-oblasti, jestlize E, + E, = sin ¢! ReSeni pfirozené existuje
(N, je regularni), nema vak tvar A4 sin (¢ + V).

Abychom mohli uvést dalsi kritéria regularity, provedme nasledujici Gvahu. Lze
ukazat (srv. [1]), Ze soustava F 1, F 2 je ekvivalentni soustavé

(1.9) Z(pyI + aV=E,
' a'll =0

v tom smyslu, Ze ke kaZdému fedeni I soustavy F 1, F 2 existuje s-dimensionalni vektor
¥ nad R (s je podet uzld grafu sitg) takovy, Ze I, V je fe§enim soustavy (1.9) a obrécens,
tj. je-li I, V¥eSenim (1.9), potom vektor I je fedenim rovnic F 1, F 2. Zvolme dale n&ja-
kou tplnou soustavu & linearn& nezavislych sloupcid incidenéni matice a; vypustime-ji
Z a viechny sloupce, které nepatii do &, dostaneme matici d. D4 se dokdzat, Ze je-li T
jediné feseni rovnic F 1, F 2, potom Vv (1.9) je urfeno jednoznadng, predepideme-li
tém sloZkdm vektoru ¥, které odpovidaji sloupcim vypusténym z a nulovou hod-
notu.

Fysikaln& vyjadiuje soustava (1.9) rovnovahu napéti v jednotlivych vétvich sité:
rozdil elektromotorické sily vleZené do vétve a ubytku napéti na impedanci vétve
se rovna potencidlnimu rozdilu mezi koncovym a pocateénim uzlem vétve. (Maji tedy
slozky vektoru V vyznam potencilu v jednotlivych uzlech.) Vypusténi linearné zavis-
Iych sloupctt z matice a znadi pak uzeméni jednoho uzlu v kazdé komponenté sité.
(O komponentach zminime se bliZe pozdgji.)

Odtud je ziejmé, Ze regularita sité je ekvivalentni s jednoznaénou fesitelnosti
soustavy

(1.10) Z(p)l +diV = E,
dI=0.

PouZijeme-li navic jesté formalni souvislosti mezi regularitou a w-regularitou, miZeme
vyslovit tvrzeni:

Véta 1.6. Bud N = (G, R, L, S) K-sit, a incidenéni matice grafu G; bud ddle d
matice, jejiz sloupce tvofi viplnou soustavu linedrné nezdvislych sloupci matice a.
Necht Z(p) = R + Lp + Sp™'; pak plati:

a) N je reguldrni tehdy a jen tehdy, kdy?

(1.11) det [?@.5.‘?] +0.

d {0
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b) N je w-reguldrni pro zvolené w > O tehdy a jen tehdy, kdyZ fislo

(1.12) det Z(xw)d +0.
d 10

V dal§im budeme potfebovat jeste tuto nutnou a postacujici podminku w-regularity
K-sité:

Véta 1.7. Bud N = (G, R, L, S) K-sit, w > 0. Potom N neni w-reguldrni tehdy
a jen tehdy, kdyZ existuje obvod d*h =Y dh; + 0 a FeSenf I =[I,I,,..., L]

i=1

rovnic @ 1, Q 2, kde klademe E = 0, takové, Ze I; + 0 pravé kdyz d; £ 0.

Fysikalné tika véta 1.7 zhruba toto: w-regularita sité je ekvivalentni s tim, Ze v Zad-
ném obvodu sit& bez zdroji napéti nemuZe trvale téci proud (,mé,me na mysli sinusové
pribghy napdti a proudil) s kruhovym kmitodtem .

A%z dosud hovofili jsme vét§inou o obecnych K-sitich. VS§imnéme si nyni bliZe
pasivnich K-siti. Okolnost, Ze matice R, L, S, pfislu§né pasivni K-siti, jsou positivné
semidefinitni, umeZiuje vyslovit podminky regularity v mnohem jednodussi formé,
neZ jsou véty 1.5, 1.6, 1.7. NeZ tyto podminky uvedeme, zmifime se alespon nékolika
slovy o matematickém pozadi téchto skute€nosti! Jak jsme vidéli, pro pojem regu-
larity hraje d{ileZitou roli matice Z(p) = R + Lp + Sp~'. Jsou-li nyni matice R, L, S
positivné semidefinitni, pak je ziejmé, Ze pro kazdé komplexni &islo p, které ma klad-
nou realnou &st, je téZ ¢iselnd matice Re (R 4+ Lp + Sp~') positivng semidefinitni.
Tato okolnost vede k definovani jisté t¥idy matic A(p), jejichZ prvky jsou racionalnimi
funkcemi p s realnymi koeficienty, pro které Re A(p) je positivni semidefinitni matici
pro kazdé Re p > 0. (Z(p) tedy patii do této t¥idy.) Rozbor vlastnosti takovych matic
A(p) poskytuje pak etné uZiteGné vysledky, zejména podminky, za kterych existuje
A~ Y(p). Tyto vlastnosti nebudeme zde blize uvadét ((tenaf je nalezne v [1]), ale
podame hned nékteré vysledky jejich aplikaci na problematiku pasivnich K-siti.
Tak lIze dokazat, Ze plati:

Véta 1.8. Pasivni K-sif (G, R, L, S) je reguldrni tehdy a jen tehdy, kdyZ pro kazdy
nenulovy cykl ¢*h grafu G plati
(1.13) R+ L+S)c>0.

Véta 1.9. Pasivni K-sit (G, R, L, S) je requldrni tehdy a jen tehdy, kdy¥ pro kazdy
nenulovy cykl ¢*'h grafu G je splnéna aspoi jedna z podminek.

(1.14) c'Rc >0, cLe>0, ¢'Se>0.

Viimnéme si blize toho, jaky je fysikalni vyznam tvrzeni véty 1.9! Jak vime, je-li
¢'h cykl, vyhovuje vektor ¢ rovnici a'¢ = 0. MiiZeme tedy na ¢ pohliZet jako na vektor
proudii (tfeba stejnosmérnych), které mohou téci v siti, nepfihliZime-li k jejim cle-
mentim R, L, C, ale jen k jeji struktufe. Podobné miiZeme na ¢ pohliZet jako na vektor
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naboji na kondensatorech, které by byly zatazeny v kaZdé vétvi sité a byly nabity
proudy, které mohou téci danou strukturou. (Vzpomeiime, %e plati g = [5i() dz.)
Potom vsak &islo ¢'Re ma vyznam Jouleova tepla, vyvinutého v odporech sité za 1 sec.,
je-li rozdéleni proudt dano vektorem ¢, a ¢'Lec ma vyznam magnetické energie civek.
Obdobng &islo ¢'Se ma vyznam elektrostatické energie kondensatort, jejichZ naboje
jsou dany vektorem ¢. Véta 1.9 tedy wvrdi, Ze pasivni K-sif je regularni pravé tchdy,
kdyz pro jakékoli rozdéleni proudi a nabojd,
dané strukturou sité, je aspoll jedna z uvaZo-
vanych energii kladna,

Uvedme si jeS$té jednoduchy priklad. Mame
rozhodnout, zda K-sit N,, jejiZ schéma je uvede-
no na obr. 4 (ktera je ziejmé pasivni), je regu-
tarni. Je lehko vidét, Ze graf, uvedeny na obr. 1,
je grafem sité N,. Ze schématu je patrno, Ze¢

2,0, 9, 0
0,3 0, 0
R+L+S= 0,0, 1, -1
0,0, -1, 1 Obr. 4.

Uvazime-li cykl hy + hy, pro ktery ¢' =[0,0, 1, 1], snadno se presveédCime, Ze
(R + L+ S)c¢ = 0. Podle véty 1.8 sit N, tedy neni regularmni.

Poznamenejme, Ze ve vétach 1.8, 1.9 neni obecn& moZno nahradit slovo ,,cykl“
slovem ,,obvod*. Tato okolnost ma sviij pivod v tom, Ze matice L obecné neni
diagonalni. Zavedeme-li v8§ak tento pfedpoklad, pak plati:

Véta 1.10. Bud N = (G, R, L, S) pasivni K-sit, a necht L je diagondlni; pak N je
reguldrni tehdy a jen tehdy, kdyz pro kaZdy (nenulov)”) obvod d*h plati jedna z pod-
minek

(1.15) d'Rd >0, d'Ld>0, d'Sd>0.

Vsimnéme si nyni této okolnosti: jsou-li matice R, L, S positivné semidefinitni
a diagonalni, nutné plati R;; 2 0, L;; 20, S;; = 0,i =1, ..., r. Jeito viak d'Rd =
r
= Y R;d? a podobn& pro L, S, vyplyva z (1.15), Ze vétu 1.10 miZeme formulovat
i=1
v nésledujici jednoduché formé:

Bud N pasivni K-sit, ve které nejsou vzdjemné induktioni vazby; potom N je regu-
ldrni tehdy a jen tehdy, kdyZ v kazdém jejim obvodu je zaFazen aspoii jeden odpor,
nebo kondensdtor, nebo civka. (Pr“irozene“ nenulové.)

Otazku regularity pasivni K-sit& Ize rozhodnout i Cisté algebraickymi metodami;
plati totiZ nésledujici
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Véta 1.11. Bud N = (G, R, L, S) pasivni K-sit, a incidenéni matice grafu G; pak N
je reguldrni tehdy a jen tehdy, kdyZ hodnost matice

(1.16) [aiR{L!S]
je rovna poctu jejich Fadki. Nadto plati, e misto matice (1.16) lze vzit matici
(1.17) [ai R+ L+ S].
Tak v pfikladé sit& N, z obr. 4, ma matice (1.17) tvar
(1.18) ~1,1, 0,2,0, o, 0]
Ll B _?J-
1, 0, -1, 0, 0, -1, 1

Z (1.18) je lehko vidgt, Ze kaZdy sloupec matice M je linedrni kombinaci &tvrtého,
patého a Sestého sloupce (které jsou linearn& nezavislé), takZze rank M =3 < 4
a tedy podle véty 1.11 sit N, neni regularni.

Uvedme ryni nékteré podminky pro to, aby sit byla w-regularni pro kazdé w > 0.
Je-li N = (G, R, L, S) n&jaka pasivni K-sif, fekneme, Ze N je disipativni K-sit, jestlize
pro kaZdy nenulovy obvod d‘h plati d'Rd > 0, tj. jestlize v kazdém obvodu sit&
se vyskytuje alespon jeden nenulovy ohmicky odpor.

Podivejme se zdroven na to, co zna¢i uvedena podminka fysikalné! Predné lze
ukézat, Ze uvedena podminka je ekvivalentni podmince ¢'R¢ > 0 pro kaZdy nenulovy
cykl ¢'h. JeZto viak vektor ¢ moZno interpretovat (srv. vyse) jako vektor okamZitych
hodnot proudi, znadi to, Ze af je v disipativni siti jakékoliv nenulovérozdéleni proudi,
vZdy se energie spotfebovava v Jouleovo teplo.

Pak Ize dokazat (srv. [1]), Ze plati

Véta 1.12. KaZdd disipativni K-sit' je w-reguldrni pro kaZdé o > 0.

Viimnéme si soucasné, ze podle véty 1.5 pak plati, Ze kaZdd disipativni sit je zdro-
ver reguldrni.

V [4] bylo dokazano, Zc sit je w-regularni pro kazdé w > 0, jakmile matice R
ma v diagonale vesmés kladné prvky. Fysikaln€ to znamena, Ze v kazdé vétvi sité
je zapojen kladny ohmicky odpor. V préci [1] byl tento pfedpoklad oslaben podle
véty 1.12, tj. k tomu, aby sit byla w-regularni pro kazdé o > 0, staci pouze to, aby
v kazdém obvodu sité byl zapojen kladny ohmicky odpor. Nasledujici tvrzeni ukazuje
Ze v oslabovani uvedené postacujici podminky jiZ nelze timto smérem pokradovat.

Véta 1.13. Bud G orientovany graf, R diagondlni matice s nezdpornymi proky.
r

Existuje-li nenulovy obvod d'h =Y, d:h;, pro néj d'Rd = 0, potom ke kazdému
i=1

@ > 0 lze najit diagondlni matice L, S s nezdpornymi proky takové, Ze pasivni K-sit

(G, R, L, S) neni w-reguldrni, pfi éemz L;; > 0, S;; > 0, jakmile d; + 0.
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Jako ptiklad vySetfujme sit N na obr. 5. R, je dané kladné ¢islo, L,, Cy, L, C; jsou
zatim neurdend kladna &isla. N je zfejmé pasivni K-sif, jejiZ obvod h, — h; neobsahuje
ohmicky odpor. Necht je dano @ > 0. Zvolme kapacity a induk&nosti sité tak, aby
platilo: C;L;0} = CyL,03 = 1. Podle véty 1.7 N neni w-regularni, protese I =
=[I1;,0, =I,]', kde I, je libovolné komplexni &islo, je zfejmé feSenim sité N pro
E = 0. Tento piiklad, kromé toho, Ze ilustruje vétu 1.13, zaroven ukazuje, Ze k w-re-
gularit€ sité pro kazdé w > 0 nestadi, aby pro kazdy obvod z né&jaké uplné soustavy

4

linearné nezévislych obvodi platilo Y’ diR;; > 0, tj. aby v ka?dém takovém obvodu
i=1

byl zapojen kladny ohmicky odpor. Skutetng, obvody h, hy
hy — hy, h, — hy tvofi Gplnou soustavu linedrné nezavislych
obvodi, v kazdém z nich je zapojen odpor R, > 0, a pfesto
N neni w-regularni pro kazdé w > 0.

Zavedme nyai nékolik pojmi, které jsou b&Zné v teorii

grafll a jsou nezbytné pro dalsi vyklad. Nechf je dan graf G L,

a jeho podgraf G*. G* se nazyva fetézcem, kdyZ viechny

hrary z G* miZeme srovnat (po piipadném pieoriento-

vani) v takovou posloupnost {h;,, ..., h; }, Ze h; + h, pro Obr. 5.
Jj + k a koncovy uzel hrany h; _ je zacitecnim uzlem hrany

h, . pro m=1,..,n— 1. (Zfejm& kaZdy obvod je Fetézcem.)

Graf G se nazyva souvisly, kdyZ kaZzdé jeho dva uzly mlZeme spojit fetézcem.
Maximalni souvisly podgraf G* grafu G se nazyva komponenta grafu G (maximalni
v tom smyslu, Ze jakmile G je souvisly podgraf obsabujici G*, potom G = G¥).

Koneéné souvisly podgraf G* grafu G takovy, Ze neobsahuje obvody, se nazyva
stromem.

Snadno se dokéaZe véta, ktera charakterizuje disipativnost sit8.

Véta 1.14. Bud N = (G, R, L, S) pasivni K-sit. Nutnd a postacujici podminka pro
to, aby N byla disipativni, je, aby existoval podgraf Gy grafu G s témito vlastnostmi:

1) Komponenty podgrafu G, jsou stromy.

2) Jakmile vétev h; grafu G nepatii do G,, potom R;; > 0.

Fyzikalni smysl véty 1.14 spodiva v nasledujicim: Skuteénost, Ze v kaZzdém obvodu
souvislé sité je zapojen ohmicky odpor, je ekvivalentni s tim, Ze vSechny vétve, které
neobsahuji ohmicky odpor, tvofi strom. (U sloZit&jsich graf zjistime, zda dany pod-
graf je stromem, tak, Ze se presvéd&ime, je-li poet uzli podgrafu roven poctu hran
zvét§enému o jednicku (srv. [4]).)

Napf. sif na obr. S neni disipativni, protoZe podgraf sestivajici z vétvi h, a h; neni
stromeim.

Poznamka: Ctenafi se mozna bude zdat, % z praktického hlediska je nadnesena

ta okolnost, Ze uvaZzujeme obecné sité, jejichZ grafy nejsou souvislé. Nenf viak tomu
tak; existuji i velmi ,,rozumné** pfipady siti, jejichZ grafy nejsou souvislé, pfi¢emZ vsak
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mezi jednotlivymi Castmi sité existuji induktivni vazby. Je zfejmé, Ze takovou sit neni
moZno vySetfovat tak, Ze by se vySetfovala kazda jeji ¢ast oddélené.

Uvedme jesté jednu nutnou a postacujici podminku pro w-regularitu pasivni K-sitg,
ktera je jakymsi zjednodugenim podminky (1.12).

Tuto podminku odvodime tak, Ze postupné zjednoduSujeme soustavu rovnic
(1.19) Z(io)I1 + aV =0,

a'l =0,

kde Z(iw) = R + ioL + (iw)"' S, I, V je komplexni vektor proudi ve vétvich resp.
potencidld v uzlech a a je incidenéni matice grafu dané sité. P¥i tom podstatng vyuZi-
vame toho, Ze v siti bez zdroj( elektromotorickych sil nemiiZe trvale téci proud v téch
vétvich, kde je zapojen ohmicky odpor. Tim z prvni soustavy rovnic (1.19) vymizi
ty, které odpovidaji vétvim s ohmickymi odpory a bez vzajemnych indukénosti. Dale
zmendime podet neznamych v rovnicich (1.19) tim, %c proudy a potencialni rozdily
ve vétvich s ohmickymi odpory poloZime rovny nule, a Ze v kazdé komponenté sité
uzemnime jeden uzel, jehoZ potencidl poloZime rovnym nule. Tak soustavu (1.19)
ptevedeme na ekvivalentni soustavu

(1.20) Bx=0.

Presngji feceno, matice B je definovana takto: Budiz N = (G, R, L, S) pasivii K-sit,
a nech( a je incidenéni matice grafu G. Budiz G, podgraf G s touto vlastnosti: hrana h;
patif do G, pravé tehdy, kdyZ? R;; > 0, L;; = 0 pro i #j, i,j = 1,...,r. Necht
Gy, j=1,2,...,ry, jsou komponenty grafu G,. Pro kazdé j = 1,2, ..., ry seCteme
viechny sloupce matice a, pro n&Z odpovidajici uzly lezi v G4;. Sloupce, které vznik-
nou timto s¢itdnim, oznaéme by, ..., b,. Oznatme dale b = (171, v b by e
by i), kde by 4 jo=1,..., 1y, jsou sloupee matice a odpovidajici tém uzlim
grafu G, které nepatfi do G,. -

V kazdé komponenté G grafu G zvolme jeden uzel u, , j = 1, ..., r3. Vynechame-li
v matici b ty sloupce, které odpovidaji uzltm u,, j = 1, ..., r3, dostaneme matici
b = (b,,..., b,) (miiZe sc stat, #e mnozina sloupct matice b bude prazdna, tj. r, = 0).

Oznaéme a matici, kterou dostaneme z matice a vypusténim sloupcii, které odpovi-

dajiuzlimu,,j=1,...,r,.
Zb
a o |

kde Z = R + iwL — io™'S, i-ty Fadek a i-ty sloupec i = 1, ..., r, jakmile R;; > 0,
L;; = Oproj + i, a vypuslme z ni i-ty sloupec, jakmile R;; > 0.

Koneén€ vypustme v matici

Matici, kterou jsme tak dostali, ozna¢me B. Pak plati tvrzeni:

Véta 1.15. Bud N = (G, R, L,S) pasivni K-sit, Z = R + ivL — iw™'S, o > 0.
Potom N je w-reguldrni prdvé tehdy, jsou-li sloupce matice B linedrné nezdvislé
nebo je-li mnoZina sloupet matice B prdazdnd.
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Vratme se jesté k siti na obr. 5; sestrojime-li pro tento p¥ipad matici B, dostancme:

i(wL; — o™ 'CTY) 0
B = 0 (wLy — w™'C3Y)
~1 —1

Je zfejmé, Ze sloupce matice B budou linearné nezavislé pravé tehdy, bude-li aspoit
jeden z prvnich dvou Fadkd matice B rizny od nuly, tj. bude-li splnéna aspoii jedna
z nerovnosti L;C w* % 1, LyCyw? # 1 (stv. s piikladem za vétou 1.13).

Dale je vidét z konstrukce matice B, Ze pfi daném grafu sité je B tim jednodussi,
¢im vice ohmickych odpord a ¢im méné vzajemnych indukénosti sit obsahuje. Tak
napt. pro sit bez vzijemnych indukénosti, ktera ma v kazdé vétvi kladny ohmicky
odpor, je mnoZina sloupcit matice B prazdna.

Dosud jsme se zabyvali podminkami fesitelnosti rovnic Ty, T, pfip. Fy, F, pfip.
Q,, Q,, které se viechny vztahuji na vétvové proudy. AvSak v praksi se sité Castéji
fedi metodami ,,smyCkovych proudd nebo ,,uzlovych napéti. UkaZeme nyni, za
jakych podminek existuje jediné feseni pro smyckové proudy nebo uzlova napéti.

Vyjdeme-li z rovnic Fy, F, (stejné bychom mohli vyjit z Ty, T, nebo Q, @,), je
vektor w smyckovych proudiit dan rovnici I = Xw, kde sloupce matice X odpovidaji
n&jaké uplné soustavé linearnd nezdvisiych obvoda a I je r-dimensiondlni vektor
(nad R) vétvovych proudis. Protoe sloupee matice X jsou linearné nezavislé, odpovida
kaZdému Feeni I sité pravé jedno fedeni w a obracené, kazdému w odpovida prave
jedno I. Odtud ihued plyne, Ze regularita sité je ekvivalentni s tim, Ze existuje jediné
fedeni sité metodou smycékovych proudi.

Metoda uzlovych napéti vychazi z rovnic (1.10), kde I je r-dimensionalni vektor
vétvovych proudit (nad R), E r-dimensionalni vektor elektromotorickych sil (nad R),
d je matice sestavena z lincdrné nezavislych sloupcit matice a, jejichZ pocet je s — p*,
kde p* je pocet komponent grafu dané sitg, a slozky s — p*-dimensionalniho vektoru 7
(nad R) pfedstavuji uzlova napéii. Pfedpokladejme, Ze det Z(p) = 0, tedy Ze existuje
Z~'(p). Potom z prvni rovnice soustavy (1.10) miZeme vypogitat

(1.21) I=2Z""p)(E— dV)
a dosadit jej do druhé rovnice. Tim dostaneme pro V rovnici
(1.22) d'Z"\p)dV = d'Z (p)E.

Snadno se presvédeime, e kazdé fefeni I, V soustavy rovnic (r.21), (1.22) je zaro-
vedl Fefenim soustavy (1.10) a obracend. Z toho plyne, Ze ma-li soustava (1. 10) jediné
fefeni IV, je toto jedinym Felenim i pro soustavu (1.21), (1.22) a obréacené. Tedy za
predpokladu det Z(p) # 0 rovnice (1.21), (1.22) budou mit jediné fefeni nad R
pravé tehdy, kdyz det d'Z~'(p)d # 0. Odtud ihned plyne, %e det d'Z7'(p)d % O
pravé tehdy, je-li sif regularni.
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2. STABILITA A KOMPATIBILITA

Pristupme nyni k nékterym otizkam zavislosti FeSeni K-sité€ v ¢asové oblasti na
vloZenych zdrojich a pocateénich podminkach, tj. k problémim stability FeSeni
a kompatibility po&ateénich podminek. Nejdfive zavedme néktera oznaleni. Vektor x
(r-dimensionélni) nad D nazveme C-vektorem, jestlize jej miZeme vyjadfit ve tvaru

k
(2.1) x=Y asy + %,

i=0
kde k = 0 je celé Cislo, a;, i =1, ..., k, jsou konstantni vektory a kde slozky X,
vektoru ¥ jsou regularni distribuce, pfiem# odpovidajici funkce X,(1) jsou spojité
v intervalu <0, oo). Fyzikalné si miZeme tedy sleZky vektoru x predstavit jako veli-
&iny, jejichZ Casovy pribeéh je dan spojitou funkci, pfiéemz v bodé t = 0 jsou soustfe-
dény impulsy. Dale budeme x nazyvat regularnim C-vektorem, jestliZe je moZno x
predstavit ve tvaru (2.1), kde vymizi vechna a; (x tedy neobsahuje impulsy).
Je-li x n&jaky C-vektor, kladme pro t = 0

¢2) I = max (=01
Je-li konetnd c¢ ngjaky &iselny vektor o slozkach ¢y, ¢y, ..., ¢, kladme |c| =
= max [|c]].

i=1,...,r

Bud nyni N né&jaka pasivni K-sif a necht I je jeji feSeni v t-oblasti, pfislu§né vektoru
elektromotorickych sil E nad D a po¢alednim podminkam I,, g,. ReSeni I nazveme
stabilnim podle podatenich podminek, jestlize jsou splnény nasledujici podminky:
ke kazdému & > 0 existuje & > 0 tak, e pro kazdé YeSeni I* (v t-oblasti) odpovidajici
vektoru E a potatednim podminkam I5, g, které splituji nerovnosti |I, — I5]| < 6,
lg0 = a3] < 6, je I — I* C-vektor a plati |[I — I*|, < & pro kazdé t = 0. Jestlize
nadto plati |[I — I*||, = 0 pro t - o0, nazveme feseni I asymptoticky stabilni.

Dile definujme: Bud E regularni C-vektor; feSeni I odpovidajici vektortum E, I, g4
nazveme stabilnim podle zdrojil, jestliZe ke kaZdému ¢ > 0 existuje § > 0 tak, Ze
jsou splnény tyto podminky: pro kazdé feseni I* odpovidajici vektorm E*, I, qo,
kde E* je regularni C-vektor spliiujici nerovnost ”E — E*|, < & pro kazdé t = 0,
plati |I — I*|, < & pro kazdé 1 = 0.

Stabilita feSeni I podle pocateénich podminek zfejmé fyzikalng znadi to, Ze zmé-
nime-li malo poéateéni podminky, potom téZ pribsh viech proudil v siti se na celé
Casové ose rovnéZ zméni malo. Jde-li dokonce o asymptotickou stabilitu, znamena
to, Ze s rostoucim Casem se pribéhy proudit bliZi pribéhiim, odpovidajicim plivodnim
pocateénim podminkam; analogicky stabilita feSeni podle zdroji znadi, Ze zménime-li

na celé Casové ose malo pribéhy elektromotorickych sil, Ze totéZ plati o pritbézich
proudii.

Pomoci metod, zaloZenych na vlastnostech matic A(p), pro néz Re A(p) je positivné
semidefinitni pro Re p > 0 (srv. vyse), lze dokazat platnost nasledujicich tvrzeni

(srv. [1]):
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Véta 2.1. KaZdé refeni reguldrni pasivni K-sité je stabilni podle pocdtecnich
podminek.

Véta 2.2. Kazdé feSeni disipativni K-sité je asymptoticky stabilni, a zdroveri je
stabilni podle zdroji.

Poznamenejme, 7e predpoklad disipativity nelze pro zachovani stability podle
zdrojit vypustit. To ukazuje piikiad sité N, na obr. 3, ktera neni disipativni. PoloZi-
me-li Ey = E, =0, q; =0, I, =1,, =0, pak fefeni je zieqm& I, =1, = 0.
Vezmeme-li viak ET = E¥ = A sin t a nulové poéateéni podminky, dostaneme snadno
It =13 = A1tsin t; odtud viak je zfejmé, e at zvolime 4 > 0 jakkoliv malé, vidy je
moZno najit tak velké 1 > 0, Ze | — I*|, > M, kde M > 0 je libovolné ptedem zvo-
lené dislo.

Piistupme nyni k problému kompatibility! Vyslovime nejprve definici. Bud N
regularni pasivni K-sif; trojici (E, Iy, qo) budeme nazyvat kompatibilni, jestliZe ji
piislusné feseni 7 sitd N je regularnim C-vektorem,pro ktery plati J(0,) = I, (symbol
1(04) zna&i lim I(r)). Fyzikalng¢ neznamena tedy kompatibilita nic jiného, neZ Ze

t—0+

proudy v siti vyjdou spojité z predepsanych pocateénich hodnot. Pojmem kompati-
bility vracime se tak k otazkam, které jsme rozebirali ivodem paragrafu 1. Zde oviem
nam uZ neptijde o problém definice fe$eni, nybrZ o nalezeni podminek pro vektory
E, Iy, qo, za kterych pfislu§né fefeni bude mit ,,pFijemnou vlastnost 1(0,) = I,.

Je-liN = (G, R, L, S) regularni pasivni K-sit, a inciden¢ni matice grafu G, ozname
opét X matici, jejiZ sloupce tvori uplnou soustavu linedrné nezavislych feSeni rovnice
a'x = 0,abud Z (p) = R + Lp + Sp™'. Matici A(p), definovanou rovnici

(2.3) Alp) = X(X'Z(p) X)"' X,

budeme nazyvat admitanéni matici sit€¢ N. (Tato matice existuje, srv. s vétou [.4.)
Koneeng fekneme, Ze A(p) neméa pdl v nckoneénu, jestlize kazdy jeji prvek (coZ je
racionalnf funkce p) nema v nekoneénu pol. (Poznamenejme jesté, Ze pomoci matice
A(p) je mozno snadno napsat vzorec pro feSeni I, odpovidajici trojici (E, Iy, go);
plati totiz 2(I) = A(p) Z(E + LI6, — SqoH,).)

Nyni mtZeme jiZ vyslovit vétu:

Véta 2.3. Bud (G, R, L, S) reguldrni pasivni K sit, A(p) jeji admitanéni matice;
bud ddle E reguldrni C-vektor, E' (distributivni derivace) C-vektor, a necht E, =
= E(0,), E; = F(0,),kde F = E' ~ Ey8,. Potom trojice (E, I,, q,) je kompatibilni
tehdy a jen tehdy, kdyz plati
(2.4) lim A(p) {E; + E;p~' + LIyp ~ Sqo} = Io .

p=®©

Nadto plati: Jestlife matice A(p) nemd pél v nekoneénu, pak lze vypustit predpoklad,

Ze E' je C-vektor, a v rovnici (2.4) Ize vynechat ¢len Ep™'.
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Pfedchozi vétu doplnime jeSt& tvrzenim:

Véta2.4.Bud (G, R, L,S) pasivni K-sit,a necht pro kazdy nenulovy cykl ¢*h grafu G
plati (L + R) ¢ > 0; potom admitanni matice A(p) nemd pdl v nekonecnu.

Tato véta ve spojeni s pfedchozi ukazuje, Ze je-li pro sif uvaZovaného typu kom-
patibilni trojice (E, Iy, qo), Z¢ je kompatibilni té% kaZda trojice (E*, I, o), pro
kterou E(0,) = E*(0,), tj. kompatibilita nezavisi na tom, kterak napti zdroj&
narfistaji s dasem z po&atedni hodnoty E(0.).

Z obecné véty 2.3 lze odvodit nékteré specialni, ale dileZité dasledky. Tak napf.
plati nasledujici tvrzeni:

Véta 2.5. Bud (G, R, L, S) pasivni K-sit a necht pro kafdy nenulovy cykl c‘h
grafu G plati ¢'Le > 0; je-li E reguldrni C-vektor, pak kaZdd trojice (E, I, g,), kde
vektor 1y spliiuje podminku a‘'l, = 0 (a je incidenéni matice G), je kompatibilni.

(Fyzikalni smysl podminek ¢'Le > 0 a d I, = 0 je &tenafi jisté jasny.)

3. ROVNICE K-SITE VYRESENE VZHLEDEM K NEJVYSSI DERIVACI

V tomto odstavci ukaZeme, Ze rovnice Tj, T, z odstavee 1 1ze prevést na normalni
systém obylejnych linearnich diferenicalnich rovnic s konstantnimi koeficienty, tj.
systém vyfeSeny vzhledem k nejvy$8i derivaci. Tim bude didna moZnost pouZit pii
vySetfovani siti metod, znAmych z teorie obyéejnych diferencialnich rovnic.

Bud D systém viech Schwartzovych distribuci na (— o0, c0) (na rozdil od distribuci
z t¥idy D zavedenych v 1. odstavei nemusi byt rovny nule v intervalu (— oo, 0)).
Necht N = (G, R, L, S) je pasivni K-sif, a jeji inciden&ni matice. Bud ¢' = [ey, ..., ¢,],
e;eDproi=1,2..,7rbudq =[qy,....q,], ;€ D, feSeni soustavy obycejnych
diferencidlnich rovnic

(3.1) ¢(Lg" + Rq' + Sq —¢€) =0,

alqg=0,
pro kazdy realny cykl ¢*h grafu G; ¢’ znamené derivaci (podle asu r) v distributivnim
smyshu.

Viimnéme si vztahu mezi rovnicemi (3.1) a Ty, T,. Formalng rovnice Ty, T, dosta-
neme z (3.1) tak, Ze poloZime E + LI, — SqoH, = e, I = ¢', a pfedpokladame, Ze
prvky vektord e, g patii do D. Fyzikalné e znadi vektor elektromotorickych sil, které
jsou rovny nule na intervalu (— oo, 0), zmengeny o napéti na kapacitach v okamZiku
t = 0 a zvét8eny o impuls napéti LI,d,, kterého je zapotfebi k tomu, aby proud
nasko¢il z nuly na pfedepsanou pocateéni hodnotu I, v Case t = 0; slozky vektoru g
pak znamenaji naboj, ktery prosel jednotlivymi vétvemi od okamziku ¢ = 0.

Je-li X realna matice, jejiZz sloupce tvofi néjakou iiplnou soustavu n linedrné neza-
vislych feSeni rovnice

(3.2) a'x =0,
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da se obdobné jako v paragrafu 1 ukazat, Ze soustava (3.1) je ekvivalentni soustavé
(3.3) X'LXw" + X'RXw'+ X'SXw = X'e,
kde w' = [wy, ..., w,], w;e D, g = Xw.

Lze ukazat, Ze plati

Véta 3.1. Matici X miZeme zvolit tak. Ze (3.3) se rozpadne na soustavu

(3.4) U'LUu" + U'RUu" + U'RVY + U'SXw = U'e,
(3.5) V'RUu' + V'RVY + V'SXw = V'e,
(3.6) Y'SUu + Y'SVo + Y'SYy = Y'e,

v

kde w' = [u', v, y‘],_u‘ = [uy,en iy, ], w; €D, v =Jv, ..., v}, v;eD, y' =
= [V Vs Vi=D, ky + k, + ky=n, X =[U,V.Y], U je matice o k,
sloupcich, V matice o k, sloupcich, Y matice o k4 sloupcich, pFi éems U'LU, V'RV,
Y'SY jsou diagondlni matice s kladnymi proky na diagondle.

Fyzikalni vyznam matic U, V, Y je tento: vybereme viechay cykly ¢'h grafu dané
sité takové, ¥e ¢'Le > 0. Ty tvofi linedrni podprostor v mnoZing viech cyklii. Mezi
nimi zvolime jistym zpisobem fGiplnou soustavu k, linearné nezavislych cyklafu'T'h,. ..
oo [u*] ks vektory u', ..., u*t pak tvoii sloupce matice U. Je ziejmé, Ze kazdé
okamZité hodnot& proudd v siti odpovida n&jaky cykl. Je-li tedy v siii ¢'Le = 0
pro kaZdy cykl ¢'h znamena to, Ze magneticka energie sité je rovna nule pfi ibovol-
nych pripustnych proudech. (Tento pifpad miZe nastat i tehdy, je-li L nenulova
matice; pak oviem vSechny induk&nosti v kazdém cyklu sc navzajem rusi v uéinku,
tj. pii pritoku proudu cyklem se nevytvofi magnetické pole.) Pro takové sité jek, = 0,
mnoZina sloupcii matice U je tedy prazdna (tj. matice U se v rovnicich (3.5). (3.6)
nevyskytuje) a rovnice (3.4) vibec vymizi.

Dale z téch cykld, pro néz je ¢'Lc = 0, vybereme vSechny takové, pro které plati
¢'Re > 0, tedy které obsahuji kladny ohmicky odpor. Mezi t&mi opét jistym zplso-
bem zvolime tplnou soustavu linearné nezavislych cykla [o']" h. ..., [V*]" h a sesta-
vime matici V= [v!, ..., **].

Koneéné zvolime specialnim zpisobem Gplnou soustavu linearné nezavislych cykli
mezi t&mi cykly ¢'h, pro které je ¢'Le = ¢'Re = 0, tj. s touto vlastnosti: Protéka-
1i cyklem c'h v jistém okamZiku proud c, je energic magnetického pole vytvofeného
timto proudem rovna nule, Jouleovo teplo piislu§né tomuto proudu rovno nule a jen
elektrostatické pole kondensatort v cyklu ¢'h maZe representovat kladnou hodnotu
energic. Tim dostaneme matici Y o k3 sloupcich.

Véta 3.1 nam jiZ umoZni prevést soustavu (3.3) na normalni systém. Je-li k, + 0,
ky = ky = 0, potom w = u, X = U a rovnice (3.3) je ekvivalentni s rovnici (3.4).
Rovnici (3.4) miZeme vyfeSit vzhledem k u”, nebot det U'LU = 0. Odtud jix lze
snadno dokonéit pfevedeni na normalni systém. Je-li ky + 0, k, £ 0, ky =0,
miZeme (3.5) vyfesit vzhledem k ¢', nebot det V'RV # 0 podle véty 3.1. Dosadime-li
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za v’ vypocéteny vyraz do rovnice (3.4), milZeme soustavu jiz snadno pievést na nor-
malni tvar. Budiz ky # 0, k, % 0, ks # 0. Z rovnice (3.6) vypogitame y (ncbot
det Y'SY # 0)a dosadime je do rovnice (3.4) a (3.5). Dale jiz postupujeme jako v pred-
chozim ptipad€. Postup v piipadech, kdy k; = 0, je zfejmy. Plati tedy

Véta 3.2. Bud N = (G, R, L, S) reguldrni pasivni K-sit. Pak miiZeme matici X
zvolit tak, Ze (3.3) Ize psdt jako normdlini systém

(3.7) & =EE+7
kde & =[¢&y, ..., & 41,)s E:€ D, E je konstantni redlnd matice typu (2k, + k,) x
X (2k1 + kz)a N = [771’ oo Magy 4 kz]’ n;eD.

Véta 3.1 umoZiiuje formulovat dalsi nutnou a postacujici podminku pro kompati-
bilitu sité, ktera byla dokdzana v [1].

Véta 3.3. Bud N = (G, R, L, S) reguldrni pasivni K-sit a bud X = [U, V, Y]
matice z véty 3.1. Budiz E v T1 lokdlné integrovatelnd vektorovd funkee (ij. integro-
vatelnd v kazdém omezeném intervalu), E(1) = 0 pro t <0, a bud V'E reguldrni
C-vektor, Y'E' reguldrni C-vektor. Potom trojice (E, Iy, qo) je kompatibilni prdvé
tehdy, kdyZ jsou splnény tyto podminky:

1) aly=0; 2)(Y'E)(0) — Y'Sq, = 0; 3) Y'SI, = (Y'E')(0) = 0;
4) V'R(UI, + VI,) = (V'E)(0) — V'Sq, ,

kde I, 1,, I, jsou jednoznaéné urdeny vztahem Iy, = Ul + VI, + YI, (nebor matice

LU, V, Y] md sloupcové maximdlni hodnost). Symbol (V'E) (0) zna¢i vektor lim V" E(r)
104

(limita existuje podle pfedpokladu, Ze V'E je reguldrni C-vektor), a stejny smysl md

(Y'E) (0), (Y'E) (0).

Fyzikalné uvedené podminky znamenaji zhruba toto: 1) Algebraicky soudet viech
proudi tekouci do kteréhokoliv uzlu sité je v okamziku t = 0 roven nule. Pro kazdy
cykl ¢'h, pro ktery zarovent ¢'Le = 0 a ¢'Re = 0, plati, Ze 2) soudet napéti na kapaci-
tach v okamZiku { = 0 se rovna soudtu elektromotorickych sil a 3) soudet derivaci
napéti na kapacitach v okamziku ¢ = 0 se rovna souctu derivaci elektromotorickych
sil. 4) Pro kaZdy cykl ¢'h, pro ktery ¢'Le¢ = 0 a zarovefi ¢'Re > 0, plati v okamZiku
t = 0, Ze soudet ubytkl napéti na ohmickych odporech zvétSeny o soulet elektro-
statickych nap&ti na kondensatorech se rovna soudtu elektromotorickych sil (lze
totiz ukazat [1], ze V'RY = 0, takie V'R(UI, + VI,) = V'RI,).

Z uvedeného plyne, Ze podminek svazujicich veliCiny E, I,, g, je tim méng, ¢im
sit obsahuje vice cykla s induk¢énostmi. Tak napf. neexistuji-li v siti cykly, pro které
by zaroveti platilo ¢'Le = 0 a ¢'Re = 0, odpadnou podminky 2) a 3). Neexistuji-l
cykly, pro které by z&rovei platilo ¢'Le = 0 a ¢'Re > 0, odpadne podminka 4).

Z véty 3.3 dale plyne, Ze I, miZeme volit libovolng (1o je fysikalng plausibilni,
protoZe I, uréuje proud tekouci v cyklech s indukénostmi; v takovych cyklech nedini
pocatecni podminky potiZe vzhledem k ubytku napéti na indukénostech, ktery neni
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pfedepsan pocatenimi podminkami a ktery se tedy v okamZiku t = 0 ,,samovolng
nastavi® na takovou hodnotu, aby byly splnény Kirchhoffovy zé.kony), I, vypolitame
z podminky 4) a I, z podminky 3) (to je moZné, protoZe matice V'RV a Y'SY jsou
diagonalni s kladnymi prvky na diagonale).
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Pezrome

O HEKOTOPEIX OCHOBHUX CBOMCTBAX CETEN KUPXT'ODA

BALUTAB JOJEXAIJI, 3JEHEK BOPEJI (Véclav Dolezal, Zden&k Vorel)

B cratee BroauTcs monstue cetH Kupxroda kak MHOXECTBa, COCTOSHIErO W3
OPHEHTUPOBAHHOTO rpada H Tpex KBAAPaTHBIX MmaTpuit R, L, S, koropele npen-
CTABJISIIOT CONPOTHBCHUS, WHIYKTHBHOCTH M JJACTaHUWW BeTBeH. 3aTemM onpene-
JISIETCS TIOHSITHE PelIeHusl CeTH B -, p-, H w-obJiacTsix; ecin 00eCHeYeHo CYIUecTBO-
BaHME W CAMHCTBCHHOCTL pewicHus B f-, (p-, w-)oOiacTn, TO CeTh HA3LIBAETCS (-,
(p-, w-)perynapuoit. 3aTeM MCCACAYIOTCS B34MMHBIE COOTHOILEHUSI MEX/Iy BBE/CH-
HBIMU 00JIACTSAMM, W TPUBOIATCA HEKOTOPLIE TEOPEMBI, NAIOLIEe SIBHBIC YCJIOBHS
VT PEryisipHOCTH. B 4acTHOCTH, 9T YCIOBHS HOApOOHEe pacCMOTPEHBI JIs mac-
CHUBHBIX ceTeil, T. e. Juisl ceTeif, MaTpulbl R, L, S KOTOPBHIX MOJOXKUTEALHO NOJY-
ONPENCIIEHDbI. I[Z'UIGB ﬂpI/IBeﬂeHbl JIOCTATOYHBIC YCJIOBUA J1Jisk yC’lOl\f’!‘llABOCTH pemeuml
ceTH 110 JIsmyHoBy M JIis COBMECTHMOCTH HAYaJIbHBIX YCIIOBHUI.

Hakouen pacemarpusaercst GoJiee noapobHo cuctema uuTerpo-auddepenimans-
HBIX YpaBHEHHH, ONMHCHIBAIOLIUX NMOBEACHUE CETH B 1-06J1aCTH; ITOKA3aHO, YTO Hal-
JIEKAIMM BBIGOPOM KOHTYPOB rpada CeTH 3Ta CUCTeMa CBOJMTCS K HOPMAJIbHOM
cucreMe OOBbIKHOBEHHBIX AU depeHIHaIbHBIX YpaBHEHHH, UMEIOMMX 0006UICHHbIE
¢yrximu Bapua B mpaepix yactsx. Ha OCHOBaHMM 3THX PAacCyXACHMIT 110J1yYeHbI
HEKOTOPbIe HEOOXOIUMBIE H HOCTATOYHBIE YCTIOBHS [J11 COBMECTHMOCTH HAYAJIBHBIX.
YCIIOBHIL.
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Summary

ON SOME FUNDAMENTAL PROPERTIES OF KIRCHHOFF
NETWORKS

VACLAV DOLEZAL, ZDENEK VOREL

In the present paper, the concept of a Kirchhoff network is introduced as a
quadruple consisting of an oriented graph and three square matrices R, L. S
representing branch resistances, inductances and elastances respectively. Then the
solution of a network in the t-, p-, w-domains is defined; if existence and unique-
ness of solutions in one of the -, p- or w-domains is guaranteed, then the net-
work will be called -, p-, w-regular, respecticely. Relations between the domains
just mentioned are studied and some theorems presented, stating explicit conditions for
regularity. These conditions arc examined in greater detail for the so-called passive
networks, i. e. for networks with R, L, S positive semidefinite.

Further, sufficient conditions for the stability of network solutions in the sense
of Liapunov and for the compatibility of initial conditions are given.

Finally, the system of integro-differential equations describing the behaviour of the
network in the r-domain is considered in greater detail; it is shown that by an appro-
priate choice of loops in the network graph, the system in question reduces to a nor-
mal system of ordinary differential equations with Schwartz distributions on the right
hand sides. These considerations yield necessary and sufficient conditions for the
compatibility of initial conditions.

Adresy autorii: Ing. Viclav Dolezal C. Sc., Matematicky ustav CSAV, Zitna 25, Praha 1.
Ing. Zdenék Vorel C. Sc., Matematicky tstav CSAV, Zitna 25, Praha 1.
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