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SVAZEK 8 (1963) APLIKACE MATEMATIKY ¢isLo 3

UZITi METOD MATEMATICKEHO PROGRAMOVANI
PRI APROXIMACI ZAVISLOSTI LINEARNIMI FUNKCEMI

MIrOSLAV MANAS

(Doslo dne 19, ledna 1962.)

V ¢lanku je zkoumdana moZnost pouZziti metod matematického progra-
movani pii aproximaci zavislosti linearnimi funkcemi. Je poddna jednotnd
formulace uloh tohoto typu ve formé problému nelinedrniho programovani
a ukdzana ekvivalence nékterych tloh s problémem nalezeni sedlového bodu
jistého lagrangidnu. Nékteré Castéji pouZivané metody aproximace jsou uve-
deny jako piiklady.

1. UVOD. FORMULACE ULOHY

Predpokladejme, Ze je dano n (n > 2) bodi euklidovské roviny E, :(xy, yy), ...,
(X, yn)- Necht y = o + Bx je linearni funkce realné proménné x, definovana na E,,
ktera obsahuje parametry a, . Oznacme
(1) v = |y; — @ — fxy (l + ﬁz)_é
(kolmé) vzdalenosti bodi (x;, y),i=1,2....,n od pfimky znézoriujici v E, funkci
v = o + Px. Konetné budiZ dana funkce z(v) redlné proménné v, definovana pro
© = 0, neklesajici a takova, Ze z(O) = 0; budeme ji nazyvat vdhou proménné v. Zaby-
vejme se touto tlohou:

Uloha I. Najit parametry o, f tak, aby soudet vah vzdalenosti v; bodi (x, y,),
i=1,2,...,n od pfimky y = a + fx byl minimalni, tj. minimalisovat funkci

n

) Z =Y z(v)

i=1
pfes hodnoty a, f.
Funkci Z, jeZ pfi pevnych (x,, y;) je funkci parametrii o, 8, budeme nazyvat celkovou
vdhou.
Je nutno si uvédomit, Ze v; dané v (1) jako funkce parametrii o, f nemaji parcialni
derivace podle téchto parametrii pro takové dvojice («, ), pro které plati

yi— = fx,=0.

206



Pro tyto dvojice (x, ) nema tedy ani celkova vaha Z(a, f) v obecném piipadé par-
cialnf derivace podle a, 3, a proto neni moZno pouZit obvyklé techniky hledani extré-
mu poloZenim prvnich parcidlnich derivaci za rovny nule.

Tato nesnaz mizi pfi nékterych specialnich tvarech vahy z(v). Tak napf. lze-li roz-
§ifit definici funkce z(v) na E, a je-li pak z(v) = z(—v) = z(|v|), je moZno piejit v (2)
od zavislosti funkce z(v;) na v; (pii €emZ v, ma vyznam podle (1)) k zavislosti této
funkcena (y; — « — px;) (1 + %)~ *a derivovatelnost funkce Z podle o, f zavisi pak
toliko na derivovatelnosti funkce z(v) podle v:

Nize ukdZeme na moZnost formulovat a Fesit uvedené ulohy jako tlohy matematic-
kého (tj. linearniho a nelinedrniho) programovéani. Obecné pitjde o problém progra-
movani nelinedrniho (loha 1) a pfi specialni volbg funkce z(v) pak o problém progra-
movani linearntho.

2. FORMULACE ULOHY JAKO ULOHY NELINEARNIHO PROGRAMOVANI
A JEJI RESITELNOST

K feSeni dlohy ! zavedme 2n &isel d;, h,, i = 1,2, ..., n t&mito rovnicemi a nerov-
nostmi:

(3) v — o — fix; + (d,— — h,-) (l + /}2)% =0,
(4) dh; =0,
(5) d;iz0, hz0,
kde viude i = 1, 2, ..., n. Tyto vztahy urluji d;, h; jednoznacng. Je totiz
(6) d; = max [(ox + Bx; — y,) (1 + By, 0],
@ hy = max [(y; =« = fx) (1 + f2)7%,0].

y

y=a+fx
—*"‘ (x;.;)
B B x
Obr. 1.

Ze srovnani (1) s (3) plyne, Ze v, = |d;, — h]. Ze vztahu (4) pak plyne, %e v, =
= max [d;, h;], pfi &emzZ alespoii jedno z &isel d,, h; je rovno nule. Nazorny vyznam
&isel d,, h; je patrny z obr. 1.
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Nyni mizeme Glohu I formulovat jako s ni ekvivalentni tlohu I1:

Uloha I1. Najit v (2n + 2) rozmé&rném prostoru E,, 4, bod t* = (o*, f* d|, ..., d,,
hy, ..., h,), jehoZ soufadnice vyhovuji rovnicim a nerovnostem (3), (4), (5) a pro ktery
(8) Z(a*, p*) = min Z(x, f),

(@.8)<Ex
pii CemZ

Z(a, ) :2";1 [2(d) + =(h)] -

Ze tiloha 11 je s Glohou I ekvivalentni, plyne z hofej$i poznamky, Jc jedno z &isel d,, h;
uréenych vztahy (3), (4), (5) zna¢i v; a druhé je rovno nule a dale z toho, Ze podle defi-
nice je z(0) = 0, takZe z(d;) + z(h;) = z(v).

Uloha II je lloha nelinearniho programovani, nebof jde o nalezeni extrému funkce
obecné nelinearni na mnoZing feSeni soustavy nelinearnich rovnic a nerovnosti.

KaZdy bod t* = («*, B* d,, ..., d,, hy, ..., h,), ktery splituje (3), (4), (5) a (8),
nazveme minimdlnim feSenim ulohy II.

Jak ukazuje nasledujici véta, je moZno omezeni jesté zjednodusit:

Véta 1. Pro kaZzdou vdhu z(v) jsou minimdlni FeSeni tilohy 11 a Feseni vyhovujici jen
podminkdm (3), (5) a (8) totoznd. (Jinymi slovy: omezeni (4) plynou jiz z (3), (5) ve
spojeni s (8).)

Dikaz. M&me bod t = («, 8, dy...., dy, hy, ..., h,) vyhovujici (3), (5) a (8), pfi cemz
aspofi pro jeden index i je souasné d; > 0, h; > 0. Oznaéme m; = min [d,, h;].
Nahradime-li soufadnici d; bodu t soufadnici d; — m; a jeho soufadnici h; soufadnici
h; — m,, pak takto ziskany bod t’ splituje (3), (5) a zfejm& téZ (4). Pii tom (znacime
Z(t) misto Z(a, p)) plati

©) Z(t) = ¥ [2(d)) + z(h)] + 2(d;) + 2(h)) > Z(¥),

i
nebot alespofi jeden z kladnych s¢itanci z(d;) nebo z(h;) se pii pfechodu od t k ¢’ stal
roven nule. Aviak nerovnost (9), totiz Z(t) > Z(t'), je ve sporu s pfedpokladem, Ze t
spliioval (8). Tim je véta dokazana.

Miizeme tedy ulohu II zjednodusit na Glohu 11"

Uloha II'. Najit v (2n + 2) rozmérném prostoru £, , bod t* = (a*, p*, dy, ..., d,,

hy, ..., h,), jehoZ souFadnice vyhovuji vztahiim (3), (5) a pro ktery
Z(a*, f*) = min Z(, ).
(a,f) e E2

Minimalni FeSeni nemusi existovat. Existence Fe$eni zavisi jednak na tvaru vahy
z(v), jednak na poloze bodi (x;, y;) v rovin E,. Je-li napf. x; = x, = ... = x,, ne-
existuje feSeni pro Zadnou vahu z(v). Problém existence a nalezeni minimalniho FeSeni
lze zkoumat na zdkladé piibuznosti s problémem cxistence sedlového bodu jistého
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lagrangianu. Nejslabsi podminky, za kterych je existence minima funkce Z(t) na mno-
Ziné uréené rovnicemi a nerovnostmi

g{t)=0, i=L2..,n, t20

ekvivalentni existenci sedlového bodu v oboru t = 0 lagrangianu

(10) P(t, u) = i u;g{t) — Z(t),

i=1

¥

y=a+fx

*Afi(// w
e —

Obr, 2.

jsou podrobné zkoumany v praci [2]. Zde g (t) jsou dané funkce proménné t a u =
= (uy, s, ..., u,) je vektor lagrangeovych multiplikatort. Sedlovym bodem lagran-
gianu ®(t, u) v oboru t = 0 rozumime takovy bod (t*, u*), pro ktery plati

(11) D(t, u*) £ P(t*, u*) < P(t*, u)
pro viechnaueE,at = 0.

ProtoZe zminéné nejslabsi podminky jsou znadné nepfehledné, nebudeme se tlohou
zabyvat v této obecnosti, nybrz se zamétime na nékteré jeji specialni pripady.

Transformujme proménné d,, h; a v, té€mito vztahy:
(12) dl + B = di, k(1 + B2t = ki,
vl + p2)* = vf.

Zieime d} = 0, b = 0,v; = max [d}, h{], p¥i &emZ alespoii jedno z &isel d}, h} je rovno
nule. ProtoZe f§ je smérnice hledané pfimky, tedy f = tg ¢, pfiCemZ ¢ je thel sevieny
touto pfimkou a kladnym smérem osy x, je

(1 + B*)* = (| cos o|)~*

a v; znadi vzdalenost bodu (x,, Jri) od pfimky y = « + fx, méfenou ve sméru osy y
(viz obr. 2).
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Miizeme pak ulohu I1" formulovat jako wlohu IIJ:

Uloha TIL. Najit v (2n + 2)-rozmérném prostoru E,,+2 bod t = (a*, p*. dY, ..., d,,
ki, ..., ) vyhovujici rovnicim a nerovnostem

(13) yi—a— B+ di— =0,
(14) diz0, hiz0
proi = 1,2,...,na pro ktery

Z(e*, f*) = min Z(a, f),
(2, f)6E2

[2(@i(t + B)7%) + =(hi(1 + )79

A

wn
N4

N
®
=
-

I
1=

i=1

It

Provedenou transformaci s¢ dosahlo podstatného zjednoduSeni v tom, Ze omezeni
(13) a (14) jsou linearni v a, B, d’, hj. Neni-li mnoZina vymezena vztahy (13) a (14)
prazdnd, zavisi nyni Fesitelnost tlohy pouze na tvaru funkce z(v'(1 + $2)7%).
Okolnost, 7e o, # jsou neomezené, kdeZto d}, h; jsou omezena na nezaporny obor,
1ze pfekonat dvéma zpiisoby. Bud z takovych dvou rovnic soustavy (13), pro které
x; * x;, vypolteme o, 8 a dosadime do zbyvajicich rovnic (musi byt alespoii jedna)
a do Z(a, B). Dospivame k tloze s proménnymi d}, h; omezenymi na nezaporny obor
(odtud je zfejma podminka, Ze musi byt dany aspoii tfi body (x;, y;) a Ze aspoii dvé
soufadnice x; musi byt navzijem riizné). Nebo je moZno nahradit proménné a, f

vztahy
(16) o =0 —a,
(17) =5 -5,

pfi cemz
(18) «z0, «“20, 20, =0,

¢imz opét dospivame k linedrnim omezenim v nezapornych proménnych.
Uloha III je feSitelna, jestliZe vaha z(v'(1 + %)7%) je konvexni v nezaporném
oboru proménnych v', o', a”, ', f”. Plati pak tato véta:

Véta 2. Bod t* = (o, o"*, f'*, " d', ..., d), b}, ..., hy) = 0 je FeSenim wlohy II
s modifikaci danou vztahy (16), (17) a (18) tehdy a jen tehdy, existuje-li takovy u* =
= (uf,u3, ..., uy) € E,, Ze (t*, u*) je sedlovym bodem lagrangidnu

(19) Ptu) =3 uly, — (@ — o) = (B — ") x; + dj — h}) — Z(x, )
i=1
voborut z 0, kde Z(a, [)’) md v¥znam z (]5).
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Dutkaz. Jde o upravu véty, kterou uvadi KARLIN [4] na str. 203.

Sedlovy bod v oboru t = 0 miZeme hledat anulovanim derivaci (musime ovsem
piedpokladat derivovatelnost z(v)). Problémem nalezeni sedlového bodu se zabyva
také prace [2]. Tam popsanou gradientni metodou lze najit sedlovy bod feSenim jisté
soustavy diferencialnich rovnic. Tato soustava obecné neni prili§ jednoducha, proto
k feSeni pouZivame zpravidla iteradnich postupi.

Ostatni obeengj§i metody nelinearniho programovani, napf. RosENOvA metoda pro-
jekee gradientu [9], [10] nebo ZouTenpukova metoda mozného sméru (feasible
direction) [12] mohou znamenat uleh&eni numerickych vypodtl, neposkytuji viak
algoritmy pro feSeni novych uloh. PouZitim metody popsané MANNEM a MARKO-
wiTzEM v [8] lze pfiblizné Fesit tlohu 11 pro pfipad minimalizace souétu vaZenych
vzdalenosti ve sméru osy y i pii nekonvexni vahové funkci. Problém pak vede na celo-
Ciselné linearni programovani.

3. PRIKLADY

Budeme se zabyvat ptiklady, které obdrZime zviastni volbou vahy z(v).

Piiklad 1. Absolutniregrese. Timto ndzvem se oznacuji ulohy vésti primku tak, aby
soucet absolutnich vzdalenosti bodl od pfimky ve sméru jedné z os soutadnych byl
minimalni. Zabyvame-li se vzdalenostmi ve sméru osy y, volime z(v) = o1 + )%
pak z(v'(1 + p?)7%) = v’ a jde o tlohu: Na mnoZiné fesen{ soustavy

yi—oa—fBx; +d—hi=0,
d;=0, h;=0

najit minimum funkce
n

S (di + k).

i=t
To je uloha linearniho programovani. Uloha je Fesitelna, jsou-li aspoft dv& x; na-
vzajem rdzna. Vyloudime-li trivialni pfipad, kdy y; jsou si vesmés rovna, miZeme
podminku fesitelnosti Glohy vyjadrit tak, Ze konvexni obal mnoZiny bodi (x;, y,),
i =1,2,...,n, neni usecka. ReSeni nemusi byt jeding, jak ukazuje piiklad t¥i bodi,
pii éemz x, = X3 + X;, ¥, + V.

Piiklad 2. Minimalizace maximdlni odchylky ve sméru jedné osy soufadné.

Budeme se zabyvat odchylkami ve sméru osy y. Tato uloha se vyskytuje napf. pfi

proloZeni distribuéni funkce rovnomérného rozloZeni, ktera je nejlep$i ve smyslu
Kolmogorovova-Smirnovova kritéria, na zakladé vybéru o rozsahu n. Volme

z(0) = Mo(vy + v, + ... +1,)7",
pii Cemz
M = (1 + ) max [v}, v, ..., 1,] .
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Ziejmé, je-li M" = max [v, ..., v,], je z(v) = M"v'(v] + ... + v,)”". Pak lze Glohu
formulovat takto: Na mnoZiné feSeni soustavy

yi—a—fix; +d;—h;=0,

di < M’
M,
d;z0, hiz0, M =20

minimalizovat funkci Z = M’.

Jde opét o ulohu linearniho programovani. Pro tlohy uvedené v ptikladech 1 a 2
jsou metody linearniho programovéni nejefektivngjsi viibec. Ulohy jsou Feseny v pra-

cich [5], [11]..
Priklad 3. Metoda nejmensich ¢tvercii. Volime-li
(20) z(v) = v*(1 + p?)
a oznadime-li ¢; = y; — o — fix;, jde o Glohu minimalizovat
Z(, B) =Y &l .
i=1

Podle poznamky v uvodu lze v tomto pfipadé uréit «, f z normalni soustavy rovnic,
jez se ziska tim, Ze derivace Z(e, f§) podle a, § polozime rovny nule, za pfedpokladu,
7e prislu$na soustava ma feSeni. Mén¢ prakticky lze tuto Glohu fesit jako ulohu kva-
dratického programovani, a to v této formulaci: Na mnoziné feSeni soustavy

>

yi—oa-—fx;+di—hi=0
d;=0, hiz0

IV

najit minimum kvadratické formy
n
S(d? + by .
i=1

Obecngji uvazujme p¥ipad minimalizace souétu k-tych (k > 2) mocnin odchylek ¢;.
Tomu odpovida véhova funkce

z(v) = (v(1 + p)H)F.

Funkce z(v(l + p2)7%) = v'* je konvexni ve v’ (a tedy i ve v, o', o, f', #”) a Gloha je
fesitelna podie véty 2.

o o . 2 T

Priklad 4. Ortogondlni regrese. Klademe-li z{v,) = v] = d? -+ h?, minimalizujeme
soucet ¢tverch kolmych vzdalenosti bodl (x,, y;) od prokiadané pfimky. Jde o uiohu
nelincarntho programovani, jiz je moZao feSit metodami nelincarniho programovani
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pouze pfiblizné [8], [ 10]. Vyhodngji Ize oviem tlohu Fedit tak, Ze poloZime rovny nule
derivace podle ¢ a p vyrazu

Z(p,p) = Y (x;cos ¢ + y;sing — p)*.
i=1

Tato moZnost neni, volime-li z(v;) = v; = d; + h,. Zde jsme odkazani jen na pfiblizné
metody matematického programovani. Véty 2 neni moZné v téchto pfipadech bez-
prosifedné pouzit, nebot v; = v(1 + p%) " Fani o] = (v})> (1 + p*)7" neni konvexni
ve v, ' a p’.

Priklad 5. Strukturdlni a regresni relace. V matematické statistice se vySetfuje
nasledujici model:
y o= px + a,
y=y +y", x=x+x",

kde y” a x” jsou ndhodné veli¢iny, y’, x’ ndhodné nebo nendhodné. Pozorovatelnymi
jsou pouze veli¢iny y a x. Cheeme-li odhadnout «a fz vybéru (x, yy), ..., (X, Vo), J€
dokazano v [3], Ze odhad B pomoci klasické metody nejmensich Gtvercl je obeené
posunuty, a to smérem k niZ$im hodnotam. To lze vSak odekavat jiZ z tvaru vahové
funkce (20) (minimalizujeme funkci rostouci s f8), k jejiz volbé v pfipad uvedeného
symetrického modelu neni opodstatnéni,

LINDLEY [6] a MADANSKY [7] ukazuji, Ze za jistych pfedpokladf o veli¢indch vy-
stupujicich v modelu je odhad pro f ziskany minimalizaci vyrazu

(4 -+ 1B) Y (o= 2 = )

konsistentni. A = var y” a B = var x” jsou populaéni rozptyly veli¢in y” a x”. Odpo-
vidajici vahova funkce

(21) z(v) = 0*(1 + ) (4 + p*B)7"
vede tedy rovnéz ke konsistentnim odhad@m. Funkce (21) je sudd ve v a je tedy princi-

pialné moZno (viz odstavec 1) najit odhad § anulovanim derivaci. Neni moZné viak
pouZit k feseni véty 2, nebot funkce (21) neni konvexni v promé&nnych v', " a f".

Literatura

[1) Arrow K. J., Hurwicz L., Uzawa H.: Studies in Linecar and Nonlinear Programming. Stanford
University Press, Stanford, Calif. 1958.

[2] Arrow K. J., Hurwicz L., Uzawa H.: Constraint Qualifications in Maximization Problems.
Naval Res. Log. Quarterly, Vol. 8, 1961.

[3] Durbin J.: Errors in Variables. Revue de I'Institut international de statistique, Vol. 22, 1954.

[4] Karlin S.: Mathematical Methods and Theory in Games, Programming and Economics.
Vol. I. Addison-Wesley Publ. Company, Inc. 1959.

[5] Kelley J. E.: An Application of Linear Programming to Curve Fitting. Journal of the Society
for Indust. and Appl. Mathematics. Vol. 6, 1958,

213



[6] Lindley D. V.: Regression Lines and the Linear Functional Relationship. Journal of the
Royal Statistical Society, Supp. 9, 1947.

[7} Madansky A.: The Fitting of Straight Lines when Both Variables are Subject to Error.
Journal of the American Statistical Association, Vol. 54, 1959.

[81 Manne A. S., Markowitz H. M.: On the Solution of Discrete Programming Problems. Eco-
nometrica, Vol. 25, 1957.
[9] Rosen J. B.: The Gradient Projection Method for Nonlinear Programming. Part 1. Linear
Constraints. Jour. Soc. Industr. Appl. Mathem., Vol. 8, 1960.
[10] Rosen J. B.: The Gradient Projection Method for Nonlinear Programming. Part IT, Nonlinear
Constraints. Jour. Soc. Industr. Appl. Mathem., Vol. 9, 1961.
[11] Wagner H. M.: Linear Programming Techniques for Regression Analysis. Jour. of the Amer.
Stat. Association, Vol. 54, 1959,

[12} Zoutendijk G.. Maximizing a Function in a Convex Region. Jour. of Royal Stat. Soc., Vol. 21,
1959.

Pesrome

[NPUMEHEHUE METOJOB MATEMATHUYECKOI'O
NMPOTPAMMUPOBAHUS 11PN ANTIIPOKCUMALIMNA
3ABUCUMOCTEN JUHEUHLIMU ®YHKUUAMU

MHWPOCJIAB MAHSC (Miroslav Manfas)

B pabote pemiaeTcs 3aja4a annpoKCUMUPOBAHUS 38BUCMMOCTH, 3aJaHHOH 1 TOY-
KaMH TJIOCKOCTH, JIMHEHHOW (GyHKumel Bupa y = o + fx, rae o u  — HCKOMBIC
mapaMeTpsl. PaccTosHUA TOYEK OT MCKOMOM MPAMOW B3BEIIMBAKOTCSA MPH NMOMOLUH
dynxuun Beca z(v), obmamaromedt yiobusiMu ceoiicrBamu. TlapaMeTpsl o 1 Mbl
MONYYHAM M3 YCIOBMSA, YTO CyMMa B3BEIICHHBIX TaKHM OOpa3oM paccrosiHuil oT
MCKOMOW TIpAMON JA0/KHa OblTh MuUHMMAaJbHOM. OxasbiBaeTcs, 4TO 3Ty 3afady
MOXHO (HOPMYJIMPOBATh, Kak MpoOJieMy HEJMHEHHOr0 NPOrpaMMHpPOBAHUS, B YACT-
HBIX caydasx GyHKmun z(v) Kak npobremy JuHe#HOro nporpamMmuposanus. Orpa-
HUYEHHs 3aJ1a4H MOXKHO BCerla clcliaTh JIMHEHHBIMHU,

TIpy ycloBuM BBINYKJIOCTH ONpelesieHHOH (yHKIMU, NOJyYeHHOH nyTeM NoacTa-
HOBKM 13 QyHKuMK z(v), 3a1a4a IKBHBAJICHTHA HAXOXK/ICHHIO CEIIOBOH TOUKM JIarpaH-
KUaHa (19). B ciyyae naTH 4acTO NpUMEHSEMBIX CrOCO0OB annpOKCUMALIMY TTPHBE-
nena QyHkous B3BewmBanus z(v), W cHOPMYJIMpPOBAHA COOTBETCTBYIOLIAS 3ajada
JIMHEMHOTO HMIM HEJMHEHHOro MPOIPaMMMUPOBAHHMS, NPUYCM CcHeJiaHbl 3aMedaHus
OTHOCHTEJILHO YUCJIEHHOTO PELICHHMS.
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Summary

MATHEMATICAL PROGRAMMING APPLIED TO LINEAR
APPROXIMATION OF FUNCTIONS

MiROSLAV MANAS

The problem studied is the approximation of a relation given by n points in the
plane, by a linear relation in the form y = o + fx, where o,  are parameters to be
determined. The distances of the given points from this line are penalised by a weight-
function z(v) with suitable properties. The parameters «, f§ are then to be determined
from the condition that the sum of weighed distances be minimal. It is shown that
this problem may be formulated as a problem in non-linear programming, and, for
special types of z(v), as a linear programming problem. In all cases the constraints
may be made linear.

Under the assumption that a certain function (obtained by substituting in z(v)) is
convex, the problem is equivalent to that of finding a saddle point of the Lagrangian
(19).

In five cases of frequently used approximation methods, the weight-function is
exhibited, and the corresponding linear or non-linear programming problem formul-
ated, with remarks on numerical procedures of solution.
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