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SVAZEK 9 (1964) APLIKACE MATEMATIKY ClsLo 3

POUZITI KOMPLEXNICH CiSEL
K VYROVNANI POLYGONOVYCH PORADU

PETR VANICEK
(Doslo dne 26. zaii 1963.)

V ¢lanku je pomoci komplexnich &isel odvozen jednoduchy algoritmus pro
konformni vyrovnani a transformaci méfenych vetknutych polygonovych
pofadi a rozdil mezi takto vyrovnanym pofadem a pofadem vyrovnanym
zpusobem v geodetické praxi béznym.

FORMULACE ULOHY

Necht jsou dany dvé neprazdné koneéné mnoziny M = {Z;}] a M = {Z;}]
komplexnich &isel, piigemz Z; = CZ;(j = 1, 2, ..., n), kde C je jisté komplexni &islo.
Transformace Z; - Z; = CZ; je konformni v tom smyslu, Ze pro (stejn& zna&ené)
obrazy komplexnich &isel mnoZin M a M v Gaussové roviné plati (pfi vhodné orien-
tacl) ¥ Z,Z,Z; = ¥ Z;Z;Z; proviechna j,, j,, j; splitujici podminky j,, j,, j; =
=12,..,naj, #j, #Jjs #J1

Nasobeni komplexnich &isel (CZ;) Ize nahradit dvéma dil¢imi ukony:

a) Pootocenim priivodiCe nasobence o argument nasobitele — t;.
arg Z; = arg Z; + arg C.
b) Dilataci pravodice — tj.
Izjl = ICI |Zj| .

Této vlastnosti komplexnich éisel 1ze velmi dobfe vyuZit k souéasnému proveden
transformace i vyrovnani vetknutého polygonového poradu.

OBECNY POSTUP

1) Méjme vetknuty polygonovy potad o vrcholech P, 1,2, ..., J, ..., N, propocteny
v pravouhlé soufadnicové soustavé, v niZ osa x je ve spojnici P1 orientovana od bodu
P k bodu 1 a osa y jde bodem P s orientaci obvyklou v geodézii. V disledku této
volby soufadnicové soustavy je tedy pofad pootocen vzhledem k pofadu transfor-
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movanému o jisty uhel, ktery dale uréime. Vrcholy vyrovnaného a transformovaného
pofadu oznaéme P, 1,2, ..., J,..., N. Body P a P splyvaji s poatkem soufadnicové
soustavy a bod N leZi na kladné ¢asti osy x. Ve zvolené soustavé soufadnic necht méa
bod J (resp. J) soufadnice x;, y; (resp. X;, 7;).

2) Kazdému polygonovému bodu J (resp. J) pfifadme komplexni &islo Z; = a; +
+ ibj(resp. Z; = a; + ib;) vztahy a; = x;, b; = y,(resp. a; = X;, b; = y,). Potadu
P, 1,2,..,J,..., N (resp. P, 1,
2,..,J,...,N) je tak piifaze-
na mnoZina komplexnich &isel 0
0,2, 2y ... 2}, ..., Z, (resp.
0,2,,7,,....Z;...,Z,). Obra-
zy téchto Cisel v Gaussové ro-
viné budeme znacit stejné jako
gisla sama (viz obr. 1).

+ X

3) Soudasné vyrovnani a trans-
formaci provedme pak zobraze-
nim Z; > CZ; = Z;, kde C =
= A + iB je jist¢é komplexni
dislo.

4) Cislo C uréeme takto (viz Y
obr. 2):

a) Uhel, ktery svira poloptimka P1 s polopfimkou PN oznaéme ¢ a poloZme pak

ty

Obr. 1.

argC= —¢.
b) Absolutni hodnotu &isla C vypodtéme z rovnice
1Z;] 1Cl = 1Z}] .

5) Sou¢in CZ; rozepisme jako soucin soudtd realnych a imaginarnich &asti t&chto
komplexnich &isel a provedme naznacené tikony:

(1 CZ; = (A + iB)(a; + ib;) = (Aa; — Bbj) + i (Ab; + Ba)).
"Sougin CZ; je podle pivodniho pfedpokladu roven &islu Z;:

(2 CZ;=2Z;.

Cislo Z ; napiSme jako soucet realné a imaginarni Casti:

(3) Z; = a; + ib;.

Porovnanim rovnic (1), (2) a (3) dostavame vyrazy pro realnou a imaginirni &ast
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gisla Z; vyjadrené jako rozdil a soucet soucini realnych a imaginarnich ¢asti &isel C
azZ;:
aj=Aaj_Bbj, BI=AbJ+Ba_,.

6) Body Z; jsou obrazy vrcholovych bodii vyrovnaného a transformovaného po-
fadu. Bude tudiz podle odstavce 2) platit X; = a;, y; = b;.

PRAKTICKE RESENI

Spravnou vzdalenost obou danych bodi nazvéme S,. Vzdalenost prvniho a posled-

niho bodu pofadu vypodtenou ze soufadnic x,, y, ozname S, (S, = \/x% + y2).

Casti komplexniho &isla jsou (podle obr. 2) dany rovnicemi A = |C|cos arg C,

B = |C|sin arg C. Podle stanovenych podminek musi platit, Ze arg C = —¢.

Absolutni hodnota C je rov-

Y-y c na podilu spravné a vypodtené

AT A délky [C| = |Z|/|Z;] = 5./,

Tl B Dosazenim do rovnic pro

! dasti Cisla C dostavame tedy

: vyrazy nové, zavislé pouze na
délkach S,, S, a uhlu ¢:

-9

A=§—”cosqo,

v

S, .
B=— —Lsineg.

___________ Xpm =TT 7T T==7 =7y Podle obrazku 2 a dfive uve-

i dené definice Ize cos ¢ vy-

Obr. 2. jadfit jako pomér soufadnice

x koncového bodu N s obra-

zem Z, k vypoctené vzdalenosti a sin ¢ jako pomér soufadnice y koncového

bodu N s obrazem Z, k vypoétené vzdalenosti. Vysledné rovnice pro koeficienty

Cisla Clze tedy vyjadrit pomoci pomoci spravné a vypodtené vzdalenosti a soufadnic
koncového bodu N:

. S S
cos<p=£’, Sm(p=!£ a A= —2x,, B=

I Vn -
S, So S, S,

Transformacni rovnice piSeme jako soucet a jako rozdil soucinii realné a imaginarni
¢asti &isla C (koeficientd transformace) a netransformovanych soufadnic polygono-
vych bodu:

X;j=Ax; — By;, y;j=Ay;+ Bx;, Xo=Yo=2X9=17Jo=0.
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Spravnost vypoctu koeficientdt 4 a B miZzeme ovéfit tim, Ze vysledek dosazeni
soufadnic x,, y, posledniho polygonového bodu N do transformaénich rovnic spliiuje
piivodni poZadavek, aby koncovy bod N pofadu po vyrovnani a transformaci leZel na
kladné Casti osy x ve spravné vzdalenosti S, od pocatku 0: X, = S,, , = 0. Obecné
plati:

- S
Xy = Axy = By, = X3 + 3 yn

S,
S2 ":§(x:+y:)=sov

v

- S, S,
Yn = Ayn + an = g?xnyn— -S?ynxn =0.

Velmi c¢inné je vysledek vypoCtu kontrolovan tim, kdyZ transformujeme jiZ sou-
fadnicové rozdily a z takto transformovanych rozdild pocitame vyrovnané soufad-
nice. Ze lze transformovat soufadnicové rozdily stejné jako soufadnice samé dokazeme
snadno takto: PoloZme

X;=Xj_g+dx; a y; =y + dy;,

X, =X,y +4x; a y;=7;_, + dy;
a dosadme za x, y;, X;, J; do transformacnich rovnic. Dostaneme X;_; + Z)EI- =
= A(x;_, + 4x;) — B(yj-y + 4y;) a po rozvedeni X;_, + Ax; = (Ax;_, —
— By;_,) + (4 4x; — B Ay;). ProtoZe plati, 7¢ X;,_; = Ax;_, — By;_,, musi platit
i Ax; = A Ax; — B Ay;. Stejnym zplsobem lze totéZ dokazat i pro Ay. Nemusime
tedy v pivodni soufadnicové soustavé (+x v prvni stran&) pocitat soufadnice, ale

Tabulka 1

Srovnani normalniho a konformniho vyrovnani

|
|
|
|

Vrcho- ! l. “g‘i 'E. E
J | lovy uhel Vi Xj Yjnorm. | Xjnorm. |JYj konform.|Xj konform. gl :?(i é :i
@j ESEEREEa
P 0,00 0,00 0,00 | 0,00 0,00 | 0,00 0 0
1 {136,80758 0,00 | — 4540 | — 1522 | + 42,84 | — 1525  + 42,84 | + 3 0
2 |236,4100% | + 56,34 | — 82,17 | — 80,63 | + 58,62 | — 80,77 | + 58,62 | + 14 0
3 1268,93258 | + 79,19 | —133,24 | — 119,28 | + 99,14 | — 119,48 | + 99,14 | +20 0
4 [237,0400% | + 34,94 | —190,01 | — 96,62 | +167,58 | — 96,78 | +167,57 | +16 | +1
5 [142,9800% | — 50,63 | —219,02 | — 25,73 | +223,68 | — 25,77 | +223,68 | + 4 0
6 |246,4350%8 | — 73,66 | —282,47 | — 2530 | +291,29 | — 2535 | +291,29 | + 5 0
7 [197,22758 | —130,19 | —312,85 | + 17,78 | +338,95 | + 17,80 | +338,94 | — 2 | +1
8 75,41508 | — 201,58 | —355,32 | + 70,80 | +403,00 | + 70,91 | +403,00 | —11 | 0
9 — 142,38 | — 400,13 0,00 | +425,41 0,00 | + 425,41 0! 0
S, = 424,71, S, = 42541




Tabulka 2
Srovnéani normalniho a konformniho vyrovnani

T 7]
Vrcho- I ™ I«
J | lovy uhel ! v X X 7 X E S| E _§‘
L ! ~j i Yjnorm. jnorm. |Vjkonform. |**j konform. gl ;;:. ,°=1 =
w; | | IR
P 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0
1 [142,5425¢% ‘ 0,00 | — 18,75 | + 2,81 |+ 18,49 | + 2,81 |+ 18,48 0| +1
2 [214,5550% | + 66,91 | — 71,57 | — 55,41 | + 80,56 | —55,24 |+ 80,56 | —17 0
3 1299,7300% y + 122,82 | — 141,58 | —100,18 | + 157,95 | —99,88 | +157,95 | —30
4 [203,30508 | + 75,82 | —179,45 | — 48,02 | +18824 | —47,88 | +18825| —14 | —1
5 l + 32,05 | —211,11 0,00 | 4+212,91 0,00 | +212,91 0
S, = 213,51 S, = 212,91

staci vypocitat pouze soufadnicové rozdily 4x a 4y a tyto transformovat. Koeficienty
A a B vypocteme pak z rovnic

S n n 2 n 2
S0 gy, B= -3 4y, kdeS,,=+\/<Zlej>+<Z Ay,.>.

2 = N ES j=1
Vypocet vyrovnanych soutradnic je pak zcela postacujicim zplisobem kontrolovan
podminkami, Ze soulet soufadnicovych rozdild Ax je roven sprévné vzdalenosti S,
a soudet soufadnicovych rozdili 4y je roven nule: Z Ax; = S,, Z 4y, = 0.

Jj=1 Jj=1

ZHODNOCENI METODY

Transformaci ani vyrovnanim se nemeéni uhly — vyjma nepfesnosti vzniklych
zaokrouhlovanim — takZe vyrovnani je konformni. Pfedmétem vyrovnani jsou
pouze délky stran S, S,,..., S}, ..., S,, které se zméni relativné stejné jako spoj-
nice po¢ateniho a koncového bodu, tj. o hodnotu S;(|C| — 1) a piejdou v délky
5:,8,,....,8;, ..., S, Toto tvrzeni Ize dokézat takto:

5, = VAT ¥ 432
S, = JAx? + 4y = /(A dx, — Bdy,)? + (Ady; + Bdx,)’ =

= JA2 Ax? + B2 Ay? + A2 Ayl + B? Ax? = \/S} (4% + B?) = §)|C],
3, - S, =5S,Cl - S;=S;(IC| - 1).

Konformniho vyrovnani je na misté pouZit tehdy, byly-li thly zméfeny podstatné
presnéji nezli délky, coZ je v praxi obvykly pfipad.
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Pe3rome

NMPUMEHEHUWE KOMITJIEKCHBIX UMCEJI OJs COBMECTHOI'O
YPABHEHUA ITOJIMTOHHBIX XOJ10B

METP BAHUYEK (Petr Vanicek)

B crartbe MCMOJL3YIOTCS KOMIJIEKCHBIE YMCIIA IS OMMCAHUS OYEHb MPOCTOrO
METO/Ia COBMECTHOTO ypaBHCHHUS M MPeoOpa3oBaHUsl PA3OMKHYTOTO ITOJIUIOHHOIO
Xo4a MeXIy IBYyMs NaHHBIMH MYHKTaMu. DTa 3afaya umeeT 0OJIIOE 3HAYEHHE
B T€0JIC3MYECKOM Jiejie. B pe3ysbTaTe ypaBHEHUS HE TPOUCXOJUT U3MEHEHUE PUTyp bl
M3MEPEHHOr0 XoJa (YpaBHEHME HA3bIBACTCA KOH(POPMHBIM), 4TO OUYEHb XOPOLIO
YAOBIETBOPSIET YPABHEHHIO XO/IOB C TOYHO U3MEPEHHBIMH YIJIAMU.

B 3axy104eHHU U3JI0KEH CITOCOO BBHIYMCIICHHUS! U TPOM3BEACHO CPAaBHEHUE Pe3yJiIbTa-
TOB, MOJIYYEHHBIX TTPU YIOTPEOJICHUH HAILEro W OOBIMHOTO METOo/a.

Résumé

L’APPLICATION DES NOMBRES COMPLEXES AU NIVELLEMENT
DES MARCHES POLYGONALES

PETR VANICEK

Dans cet article, on applique les nombres complexes pour démontrer une méthode
trés simple de nivellement et de transformation simultanée de marches polygonales
sans orientation. Ce probléme a une grande importance en géodésie. Au nivellement,
la forme de la marche mesurée ne change pas (le nivellement est conforme), la méthode
est donc particulierement convenable pour les marches aux angles déterminés pré-
cisément.

A la fin, on montre le procédé de calcul correspondant, et I'on compare les
résultats obtenus en appliquant la méthode en question avec les résultats obtenus par
la méthode utilisée le plus souvent en pratique.

Adresa autora: Ing. Petr Vanicek, Matematicka laboratoi CVUT, Horska 3, Praha 2.
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