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SVAZEK 9 (1964) APLIKACE MATEMATIKY ‘ EisLO s

STABILITA ANALOGOVEHO RESENI SOUSTAV LINEARNICH
ALGEBRAICKYCH ROVNIC

JOSEF MATYAS

(Doslo dne 25. dubna 1961.)

V ¢lanku je popsan novy jednoduchy zpusob feSeni soustav linedrnich
algebraickych rovnic na analogovych pocitacich.

1. UvoD

Je vSeobecné znamo, Ze velmi mnoho vyzkumnych problému i uloh z technické
praxe vede na feSeni soustav linearnich algebraickych rovnic

(1) Ax =b,

kde A je ¢tvercova regularni matice fadu n

Aqgr --vy Aqp
(2) A= . .........
Apis «vvs Qpy
a x, b jsou vektory
X1 by
(3) x=|...|, b=|...1|,
X b

piiGemZ b je dano a vektor x pfedstavuje FeSeni soustavy (1). ProtoZe piedpokladame
regularni matici soustavy A, plati

(4) x=A"b.

Vypocet inversni matice A™' je viak velmi pracny a proto byla navrZzena cela fada
metod FeSeni soustav tvaru (1), které nevyZaduji inversi matice soustavy A; jsou to
predevs§im numerické metody.

Reseni soustav tvaru (1) pro v&tsi poget neznamych je prakticky neproveditelné bez
pouZiti samodinnych pocitacich stroji. Pouzivaji se pfedevsim Cislicové pocitace, kde
se feSeni provadi podrobng vypracovanymi numerickymi metodami. Je v§ak moZno
(viz napt. [3, 4, 5, 8]) feSeni provadét rovnéz na analogovych pocitacich.
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Zakladni otazkou pfi Cislicovém FeSeni postupnymi aproximacemi je otazka jejich
konvergence. Pfi analogovém feSeni je to otazka stability pocitaci sité. Podrobny popis
numerickych metod feSeni vletn€ rozboru konvergence postupnych aproximaci
je v [1].

Pfi analogovém feseni se obvykle nahradi dana soustava (1) soustavou diferen-
cialnich rovnic

(5) (A+ pE)u=b,

kde E je jednotkova matice a p je diferencialni operator p = d/dt. Za ptredpokladu, Ze
charakteristicka rovnice matice A ma kofeny pouze v levé poloroving, je soustava (5)
stabilni a v dasledku konstantniho vektcru b plati
(6) lim pE u(f) = lim pu{t) = 0,

t— o =0
takZe feSeni u soustavy (5) je v ustaleném stavu rovno pravé feSeni soustavy (1), tj.
plati
(7 limu(f) = x.

t— 0

Tato metoda je tedy omezena na ptipady, kdy (5) je stabilni soustava. Jestlize matice A
nema tuto vlastnost, potom je tieba [4, 5] fesit misto soustavy (1) napf. soustavu

(8) AAx = Ab.

Vsechny kofeny charakteristické rovnice matice A’A jsou realné zaporné, coZ zaru-
¢uje stabilitu soustavy

(9) (A'A + pE)u = Ab.

K tomu je vSak tfeba vypoditat souéin matic A"A a vektor na pravé strané A’b, takZe
pfiprava ulohy je velmi pracna a zdlouhava.

Potfebné maticové soudiny je viak moZno provadst také pfimo na poéitadi [3, 4, 5]
tim, Ze feSime napf. soustavy

(10) b—- Ax =y, Ay=pEx.

V tomto piipadé je piiprava tlohy jednoducha. Zato je viak sloZita po&itaci sif. Resi
se vlastn€ dvé soustavy o n nezndmych, coz vyZaduje dvojnasobné mnoZstvi pocitacich
obvodt.

V knize [3] se navrhuje nahradit soustavu (1) soustavou diferencialnick rovnic

(11) (CA + pE)u = Cb,

kde C je diagonalni matice, takZc soustava (11) obsahuje n konstantnich parametri c;.
Autor této metody tvrdi, Ze variaci parametri c¢; lze vZdycky dosdhnout stability sou-
stavy (11); tvrzeni viak nedokazuje. Obecné toto tvrzeni neplati.
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K dosazeni stability potitaci sit& je tedy tieba (i za pfedpokladu pravdivosti uvede-
ného tvrzeni) ménit velikosti parametri ¢, tak dlouho, aZ dosahneme stabilniho stavu
poditaci sité. Takové uréovani parametrt by patrné bylo velmi zdlouhavé.

2. FORMULACE ULOHY

Jestlize C je libovolna regularni matice, potom vynasobenim zleva matici C se
soustava (1) transformuje na

(12) Dx =d,
D=CA, d=Cb.

Matici C nazveme transforma&ni matici nebo kratce transformaci soustavy (1) (resp.
transformaci matice A).

Determinant
(13) |D + pEl =K,
nazveme charakteristickym mnohoclenem a rovnici
(14) |D+pE|=K,,=0
charakteristickou rovnici matice D.

Poznamka. Obvyklejsi definici charakteristické rovnice dostaneme substituci
p = — A(viznapi. [1, 2]). V tomto &lanku se pfidrZime definice (14) z toho diivodu,
Ze soustava diferencialnich rovnic se povaZuje za stabilni, jestlize vSechny kofeny
charakteristické rovnice leZi v levé poloroviné.

Matici € nazveme stabilni transformaci matice A (resp. soustavy (1)), jestliZe cha-
rakteristicky mnoho¢len (13) matice D = CA je Hurtwitziv mnohoglen. V tomto
piipad€ lezi viechny kofeny charakteristické rovnice (14) v levé poloroving, coZ zaru-
Cuje stabilitu pocitaci sité pro feseni soustavy

(15) (D + pE)u=d.

Matice C = A’ je piikladem takové stabilni transformace. Jak jsme jiZz ukazali,
vyzaduje pouZiti této transformace bud pracnou a zdlouhavou pfipravu ulohy nebo
dvojnasobny pocet pocitacich obvodi pro feseni.

Lze olekavat, Ze ke kazdé regularni matici A existuje velké mnoZstvi stabilnich
transformaci. Pro praktické pouziti vS§ak budou mit nejvétsi vyznam transformace co
nejjednodussi. Takovou velmi jednoduchou transformaci je transformace diagonalni

Cl) 0’ aO
(16) K R B
0’ Oa 5> Cn
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nebo transformagni matice C, kterou dostaneme z matice °C (viz 16)) permutaci
fadka nebo sloupct. C je tedy regularni matice, kterA ma pouze n od nuly riznych
prvki.

Definice 1. Reguldrni matici C, kterd md pouze n od nuly riiznych prokii (n je fdd
matice C) nazveme prostou matici (popF. prostou transformaci).

Nasi ulohu si nyni formulujeme takto: K libovolné regularni matici A je tfeba urcit
stabilni prostou transformaci C (pokud existuje). -

V odstavci 3 je dokazana existence takové stabilni prosté transformace C pro kazdou
regularni matici A. Hodnoty ¢, nenulovych prvki této transformace je mazno urdit pii
sestavovani poditaci sité na analogovém pocitaci bez jakychkoli pomocnych vypodta,
coZ popisuje odstavec 4.

3. VETY O STABILITE

Definice 2. Reguldrni matici B, jejiZz vSechny postupné hlavai subdeterminanty
(v levém hornim rohu)

(17) 18, = by, |Bof = D0 P2l s = 8|
byis bay

Jjsou rizné od nuly, tj. plati

(18) |Bk|:|=0, k=1,2,...,n,

nazveme usporddanou matici.

Véta 1. Z kaZdé reguldrni matice A lze vhodnou permutaci Fddkii (popF. sloupcii)
vytvoFit usporddanou matici B.

Dikaz. Determinant |A| rozvineme podle posledniho sloupce. Protoze plati
|A| # 0, existuje ncjméné jeden prvek a;, takovy, Ze k nému piislusny doplngk je
ruzné od nuly. Pokud takovych prvki existuje nékolik, potom vybereme libovolny
z nich (a;,,) a dopln€k k nému prisluiny oznatime |A{®,|. Potom povazujeme iq-ty
fadek matice A za n-ty fadek matice B, tj. poloZime

(19) aio’k = bnk .

Matice A{™®) je regularni &tvercova matice fadu n — 1. Jeji determinant rozvineme
rovn&Z podle posledniho (n — 1)-nitho sloupce a dale postupujeme jako v bodg 1,
tj. uréime prvek a;, i, jehoZ doplnék v tomto determinantu je nenulovy, a poloZime

(20) Qi = buoy k-

Stejnym zpiisobem pokracujeme dale, aZ uréime postupné vSechny fadky matice B
dle vzorce

(21) ai,,k = bn-r,k .
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Postupné hlavni subdeterminanty |B,_,| (r =0,1,2,...,n — 1) matice B jsou
zfejmé nenulové a odtud je vidét, Ze B je uspofadand matice.

Disledek véty 1. Matici B miiZeme zfejmé zapsat ve tvaru
(22) B=1CA,

kde *C je prostd transformace s jednotkovymi proky, ktere vznikne z jednotkové
matice E permutaci Fadkit nebo sloupci.

Véta 2. Ke kazdé usporadané matici B existuje stabilni diagondlni transformace
°C (viz rovnice (16)).

Dikaz. Vétu dokaZzeme uplnou indukci pedle fadu matice B = B, s pouZzitim
metody geometrického mista kofend (root locus method) [6, 7]. Charakteristicky
mnoho¢len matice °C,B, oznac¢ime K, ve shod& se vzorcem (13). Indexem u mnoho-

n=n

¢lenu budeme oznagovat jeho stuperi a indexem u matice jeji fad.
1. Pro n = | ma charakteristicka rovnice (14) tvar
(23) Ky =c¢byy +p.

Vysetfime geometrické misto kofenu této rovnice v zavislosti na parametru c,. Tento
kofen se bude pohybovat spojité
po realné ose podle obr. 1, pfi-

Iy rovina p=X+Jy  gemjbudeplatit p=0rpro ¢;=0.
R Kofen bude zaporny pro c¢,b,; >
= i’ X >0, to je v ptipadé

(24)  signc, = sign by, .
Obr. 1. Geometrické misto kofenu charakteristické rov- Vzorec (24) je podminka, aby
nice Ky =p -+ ¢;by4=0. sign ¢y = sign by ; ’
— — — signcy = — signby,.

°C, = ¢, byla stabilni transfor-
mace.

2. Charakteristicky mnohoélen K, je roven
(25) K, =p* + pleibyy + cybs2) + 0102|Bz| =
= p(p + ¢1byy) + ca(pbas + c1|82|) .

Pfedpokladejme, Ze parametr ¢, jsme jiZ pevné zvolili podle (24). Dosazenim ze
vzorce (23) dostaneme

(26) K, = pK, + Cz(szz + CIIBZI) = pK; + c;Q; .

Geometricka mista kofenti budou mit rdzny tvar v zavislosti na kofenu mnohoclenu
Q;. Na obr. 2 jsou uvedeny vSechny tfi moZné pfipady. Pro ¢, = 0 ma K, jeden za-
porny realny kofen a druhy kofen nulovy. Z rovnice (26) je ihned vidét, Ze musi platit

¢,¢4|By| > 0,
¢ili

(27) . sign ¢, = sign {¢,|B,|} ,
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aby se kofen z pogatku pohyboval po zaporné ¢asti realné osy. Kofen mnoho&lenu Q;
je na obr. 2 znagen jako krouZek. V pfipadg, Ze je tento kofen zaporny (obr. 2a, 2b), je
vzorec (27) jedinou podminkou pro parametr ¢,. V ptipadé kladného kotenu mnoho-
glenu Q, (viz obr. 2c) existuje
kladné cislo g, takové, Ze¢ pro

(28) |02| < q, .

lezi oba kofeny mnohoélenu K,
v levé poloroviné a pro

17

\

a)

7
IC2| =q,

N

A

v pravé poloroviné nebo na ima-
ginarni ose.

Aby °C, byla stabilni diagonal-
ni transformace, musi tedy para- : Wy
metr ¢, spliiovat podminky (27) a /

(28). (Je-li kofen mnohoclenu Q, a(/\ >
zaporny, potom milZeme v nerov- \ \—/ . o
nosti (28) polozit g, = + 0.) ¢

Véta tedy plati pro n = 2.

6)

A

&

Obr. 2. Geometricka mista kofenti charakteristické rov-
nice K, = pK; + ¢,0,= 0. a) Kofen mnoho¢lenu g,
plati pro n = r — 1. ProtoZe je zdporny a mensi nez kofen mnohoclenu K;. b) Koten
mnohoclenu Q, zdporny a vétSi nez kofen mnohoclenu

(29) |B,l *£0, K. ¢) Kofen mnohotlenu Q; kladny. sign ¢, =
‘Br—ll +0, = sign {c,|A4,]}; — — — signec, = — sign {c,|4,]}.

3. Pfedpokladejme nyni, Ze véta

existuje k matici B,_, podle pfedpokladu stabilni diagonalni transformace °C,_,.
Transformaci °C, budeme hledat ve tvaru:

0
(30) oc — [ C_y 0] ’ .
. 0 ., )

takZe obsahuje jediny neznamy parametr c,. Charakteristicky mnohoclen K, matice
°Cc.B
rer

(31) K, = |°C,B, + pE,|
je moZno upravit na tvar
(32) Kr = pKr—l + chr—l ’

kde Q,_, je mnohoélen stupné r — 1. Budeme vySetfovat geometrickd mista kofenti
mnoho¢lenu K, v zavislosti na parametru c,. ProtoZe je podle pfedpokladu K,_,
Hurwitztiv mnohod&len, ma K, pro ¢, = 0 r — 1 kofent v levé poloroviné a jeden
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kofen v po&atku. Z rovnice (31) je ihned vidét, Ze nerovnost
(53) °c/ |8 > 0

je nutnou podminkou pro to, aby K, byl Hurwitziv mnoho¢len. Odtud odvodime
pro c,

(34) Sign ¢ = Sign {|Cr—1| |Br|} .

Zagneme-li zvétSovat |c,| od nuly tak, aby byla splnéna podminka (34), potom se
kofen z pocatku zaéne pohybovat doleva, podobné jako v bodé 2. Vzhledem k tomu,
Ze vSechny ostatni kofeny mnohodélenu K, lezely v levé poloroving pii ¢, = 0, vidime
odtud ihned, Ze pro dostate¢né malé |c,| bude K, Hurwitzéiv mnoho&len. JestliZe pfi
zvétsovani lc,l protinaji geometrickd mista nékterych dvojic kofenlt imaginarni osu,
potom oznadime ¢, takové nejmensi kladné &islo, Ze pro |¢,| = g, leZi nejméné jedna
dvojice kofenti na imaginarni ose. V tomto pfipadé bude zfejmé K, Hurtwitztiv mno-
hotlen, jestliZe parametr ¢, bude splifovat podminku (34) a nerovnost

(35) 0< |C,, < q,-

Jestlize pii zvétSovani |c,} neprotne geometrické misto Zadné dvojice kofenli imagi-
narni osu, potom v podmince (35) méZeme opét polozZit g, = + .

Véta tedy plati i pro n = r a podle Gplné indukce musi véta platit pro libovolné
piirozené n. Tim je dikaz skoncen.

Diisledek véty 2. Matici D (viz vzorece (12)) miiZeme zapsat ve tvaru
(36) D = °CB.
Véta 3. Ke kazdé reguldrni matici A existuje stabilni prostd transformace C.

Dukaz. Podle véty 1 existuje ke kazdé regularni matici A prosta transformace
s jednotkovymi prvky 'C takova, Ze matice
B =1CA
(viz vzorec (22)) je uspofadana matice. Podle véty 2 existuje ke kazdé usporadané
matici B stabilni diagonalni transformace °C, tak, e charakteristicky mnohoélen
K,(p) matice
D =°CB
je Hurwitzv mnohodlen.
Matici D méZeme podle vzorce (22) zapsat ve tvaru

(37) D =CA,
kde
(38) C =°C!'C.

Z téchto vzorci je ihned vidét, Ze C je prosta stabilni transformace matice A. ProtoZe
A je libovolna regularni matice, je tim diikaz této véty skoncen.
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Ditkaz uvedené véty 2 zaroveri ukazuje jednoduchy zptsob konstrukce poZadované
stabilni transformace C. Prvky ¢; matice C je totiZ moZno uréovat postupné, coz je
velmi vyhodné. Tyto prvky ¢; musi spliiovat podminky (29) a (30). Nejsou tedy uréeny
jednoznacné, z ¢ehoZz plyne, Ze pti jejich uréovani neni poZadovana velka piesnost.
V odstavci 4 bude ukazano, jak je moZno parametry c¢; uréovat pfimo na analogovém
pocitaci, aniZ by bylo tfeba provadét jakékoli pomocné vypelty.

4. RESENf NA ANALOGOVYCH POCITACICH

Z dokazanych vét plyne, Ze charakteristicky mnohoélen matice D = CA je Hur-
witziv mnohoclen. Ztejmé tedy bude pocitaci sitf k FeSeni soustavy diferencialnich
rovnic

(39) (CA+ pE)u=Cb b, a, a, 0, —o ¢
stabilni. Budou tedy platit vzor- T 1\ T . T
ce (6) a (7), takZe v ustaleném
stavu bude urdeno feseni sousta- b, @y 4 TGo [ ° €2
vy (1).

Predpokladejme nejprve, Ze
matice soustavy A je usporada- ‘ b e
n4 (A= B). Diagonalni matici °C n Gr o2 Gon [0
pfedem sice nezname, ale sku- 3
teCnost, Ze jednotlivé jeji diago- !
nalni prvky je moZno urfovat 21 2.2 T 3n

ostupné dovoluje pouZit analo-
P , P v v J .p .- ., , Obr. 3. Blokové schéma pocitaci sité pro feSeni sousta-
gového pocitale i pfi urCovani vy (33)

vSech c;.
Nejprve na analogovém poéitaci vytvofime model soustavy

(40) Au—b=e,

kde u je libovolny vektor (napf. nulovy). Blokové schéma tohoto modelu je uvedeno
na obr. 3. Jednotlivé slozky vektoru u jsou zde, podobné jako pravé strany, vstupni
veliCiny. Kazdy blok pfislusi jedné rovnici soustavy (33) a znazorfiuje schematicky
vytvofeni potfebné linearni kombinace vstupnich veli¢in. Koeficienty soustavy a;,
a pravé strany rovnic b; jsou do poéitace vloZeny napf. nastavenim potenciometrd.
Na vystupech jednotlivych blokt jsou sloZky e; vektcru e to je pravé chyby v jednotli-
vych rovnicich. Cela pccitaci sif podle obr. 3 je bez zpétnych vazeb a proto vidy
stabilni.")

1) Na analogovém pocitaci je mozno vytvorit napi. soulet tvercli nebo soudet absolutnich
hodnot chyb e; a zménou vstupii «; hledat minimum tohoto sou¢tu. Toto minimum je nulové a pfi
Jjeho dosaZeni musi byt vSechny chyby e; také nulové, takZe vektor vstupii u tvo¥i pak feseni sou-
stavy (1). Tato metoda je popsana napi. v [8].
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Nyni budeme postupné v jednotlivych blocich pocitaci sité uzavirat zp&tné vazby
pres integratory podle obr. 4. Zisky c; integratorti v jednotlivych zpétnych vazbach
jsou pravé hledané prvky diagonalni transformace °C. Uzavfenim i-té zp&tné vazby
poloZime vlastné

(41) cie; = — pu;.

Podle dokazané véty 2 je moZno pro libovolny polet uzavienych zpétnych vazeb
dosahnout stabilni poditaci sité.

C1
b a, Ut Ir hreg @ P [y
Crg
—_—
br-i ar-f,f ar-1,r-1 ar-f,r ar—f,rd an-1,n p Up_y
T
¥ 1 ]
Cr
— —
br a4 Arrg  Gnp a5, rot a., P up
b, G g1 Gtrt Ogr  Tngrer e ° €4
b, 0,1 G,r1 r et B0 ° ¢,
I o I
-1 Uryt u,

Obr. 4. Postupné uzavirani zpétnych vazeb.

Budeme tedy pfedpokladat, Ze jsme jiZz uzavieli r — 1 zpétnych vazeb a dostali
stabilni pog&itaci sif. Tim je jiZ urdeno r — 1 nenulovych parametr ¢; (i = 1,2, ...,
r — 1). Nyni popiSeme podrobng postup pfi uzavirani zp&tné vazby pro r-tou rovnici:

1. Nastavime koeficient ¢, = 0 a uzavieme pfislusnou r-tou zpétnou vazbu.

2. Koeficient ¢, zatneme pomalu ménit spojité od nuly do kladnych hodnot. PFi
tom pozorujeme (napf. na obrazovee osciloskopu) vystup r-tého integratoru, &mz
zjistujeme stabilitu poditaci sité. Je-li poditaci sif nestabilni jiZz pfi velmi malych
kladnych hodnotach parametru c,, zaéneme tento parametr ménit od nuly do za-
pornych hodnot. Podle dokazané véty bude pre jedno znaménko parametru c, podi-
taci sit jist¢ stabilni (plati-li |A,| # 0).

3. Po zji$téni znaménka c, (sign ¢,) pii kterém je pogitaci sif stabilni zv&tSujeme |c,|
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a hledame hranici stability, to znamena hledame ¢islo g, takové, Ze pocitact sit je sta-
bilni pouze je-li splnéna podminka (35).
4. Pokud najdeme takové q,, potom volime absolutni hodnotu ¢, podle vzorce

qr

(42) le,| = 5

nebo podle pozorovani osciloskopu tak, aby pfechodovy jev doznél co nejdfive.
Pokud v ramci moZnosti analogového pocitace takové ¢islo nenajdeme, potom volime
¢, co nejvetsi. '

Podle bodu 1.az 4.1ze uzavfit postupné vSechny zpétné vazby a tak sestavit stabilni
pocitaci sit pro feseni soustavy (1).

Je-li néktery subdeterminant nulovy (|A,| = 0) — tj. neni-li A uspofadana matice —
jevi se po uzavieni piisluiné zpétné vazby pocitaci sit jako nestabilni (na hranici
stability, nebot ma jeji charakteristicka rovnice jeden pdl v nule nezavisle na hodnoté
zisku pfislu§ného integratoru) pro ob& znaménka parametru ¢,. V takovém piipadg
tuto zpétnou vazbu opét rozpojime a uzavieme zpétnou vazbu odpovidajici jiné rov-
nici. Pokud existuje mezi hlavnimi subdeterminanty alespon jeden nenulovy pro
kazdy fad r (r = 1, 2, ..., n), Ize timto zpiisobem zkusmo sestavit stabilni pogitaci sit
(viz odst. 3).

Pokud jsou vSechny hlavni subdeterminanty uréitého fadu nulové, je tfeba podle
véty 1 zaménit poradi rovnic dané soustavy. V poditaci siti potom z chyby i-té rovnice
nebudeme poéitat i-tou, ale jinou (napf. k-tou) nezndmou, tj. bude platit

(43) Ci€; = — PUg.

Index i v této rovnici probiha &isla 1, 2, ..., n; index k rovnéz, ale v jiném poradi.
Rovnici (43) miZeme zapsat zfejm& v maticovém tvaru

(44) Ce = — pu,

kde C je prosta transformace.

Podle véty 3 existuje takova prosta transformace C, Ze bude odpovidajici pocitaci
sit stabilni. Po uzavieni vSech zpétnych vazeb budou v ustaleném stavu vSechny deri-
vace pu, nulové, takZe podle (43) i vSechny chyby e; budou nulové. Dana soustava
rovnic tedy bude splnéna a odtud je vidét, Ze na vystupech integratori budou pravé
hodnoty neznamych x,.

Pokud existuji nulové hlavni subdeterminanty, je tfeba rovnice dané soustavy pfi-
fazovat jednotlivym neznamym zkusmo. Zkusenosti ukazuji, Ze v pfevazné vétSiné
pfipadt neni viibec tfeba ménit pofadi rovnic; pokud je to tfeba, lze popsanym zpi-
sobem zkusmo sestavit pomérné rychle stabilni poditaci sit.

Po uzavieni viech zp&tnych vazeb dostaneme podle (40) a (44)

(45) (CA + pE)u = Cb.

Odtud plyne, Ze poditaci sif fesi skuten& soustavu diferencialnich rovnic (39).
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Vidéli jsme, Ze zjiSfovani, jsou-li viechny hlavni subdeterminanty nenulové, a pfi-
padna zaména potfadi neznamych nebo potadi rovnic se velmi snadno provadi na
analogovém pocitaéi. RovnéZ velikosti jednotlivych parametrii ¢, uréime na poéitaci
bez jakychkoli pomocnych vypoltl. Po uzavieni vSech zpétnych vazeb tedy pocitaé
provadi transformaci C na soustavu (1) takovou, Ze poditaci sit pro feSeni soustavy
(39) je stabilni, takZe v ustaleném stavu dostaneme feSeni soustavy (1). Transformaéni
matice C je tedy jen pomocny operator pro zajisténi stability pocitaci sité. Jestlize
pfedpokladame, Ze bude tfeba Castéji fesit soustavy s toutéZ matici A, pak je vyhodné
prvky c¢;, tj. zisky jednotlivych integratort zapsat (pokud se nebude opakovat uloha
se stejnou matici, neni to tf‘eba).

Popsanym zptisobem tedy vZdy jednoduse sestavime na analogovém poditaci sta-
bilni sif pro feseni soustavy (1). Je zfejmé Ze stabilita pogitaci sité nezavisi na pravych
stranich rovnic, tj. na vektoru b. Zménou tohoto vektoru tedy dostaneme ihned nové
feseni.

5. INVERSE MATIC

Analogova pocitaci sit popsana v odstavel 4 ma jako vstupni veli¢iny pravé strany

a vystupni veliiny jsou hledané feSeni dané soustavy (1). Vzhledem k rovnici (4) ma-

Zeme zjednodusené blokové schéma analogové poditaci sit€ znazornit podle obr. 5,
kde b a x jsou vektory z rovnice (1) resp. (4).

b—d AT |—ox

Obr. 5. Zjednodusené blokové schéma analogové pocitaci sité pro feSeni soustavy linedrnich
algebraickych rovnic.

JestliZe nepfihlizime k pfechodovym jeviim, miZeme si pocitaci sit pro feseni sou-
stavy (1) pfedstavit jako blok, ktery provadi transformaci A~' na vstupni vektor b
podle rovnice (4). Vidime tedy, Ze na rozdil ode viech numerickych vypo&tovych
metod a na rozdil od &islicovych pocitagich strojii, kde se inversi matic snaZime vy-
hnout, lze si analogovou pogitaci sit pfedstavit pravé jako inversni operator A~1.

Na analogovych poéitadich mizZeme vSak velmi snadno také urit pfimo vSechny
prvky inversni matice A™'. Volime-li totiZ slozky b; vektoru b na pravé strang (1)
by =1,b;=0,i=2,3,..., n, dostaneme podle (4) jako feSeni x prvni sloupec ma-
tice A™1. Jestlize obecné volime b, = 1, b; = 0, i % r, dostaneme jako TeSeni pravé
r-ty sloupec matice A™!. Tato feSeni dostivame na analogovém poé&itadi prakticky
okamZité, takZe timto zpGsobem uréime velmi rychle a jednoduSe vSechny prvky
inversni matice A™1,
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6. ZAVER

V dlanku je popsana jednoduchd metoda analogového feSeni soustav linedrnich
algebraickych rovnic. Metoda je zaloZena na prosté transformaci dané soustavy (1).
Je dokazana existence takové prosté transformace C, Ze pfisluSna analogova pogitaci
sit je vZdycky stabilni. Dale je popsan navod na postupné uréovani jednotlivych prvka
této transformace. Na analogovém pocitadi je mozno tyto prvky uréovat bez veskerych
pomocnych vypocti.

Zcela obdobnym zpisobem je moZno na analogovych pocitadich fesit i soustavy
s komplexnimi koeficienty a pravymi stranami. Kazdou takovou soustavu je totiZ
moZno nahradit soustavou s realnymi koeficienty a redlnymi pravymi stranami
o dvojnasobném poétu neznamych [5].

Hlavnim omezenim pfi analogovém fesSeni soustav linearnich algebraickych rovnic
je poZadovana kapacita stroje. Na rozdil od &islicovych poditact, které provadéji jed-
notlivé vypocty postupné, provadéji analogové pocitae vSechny operace soucasné
a ihned davaji feSeni. Proto musi analogové pocitace obsahovat potfebné mnozZstvi
pocitacich obvodi pro feSeni dané ulohy.

Dosud znamé metody feSeni soustav linedrnich algebraickych rovnic na analogo-
vych pocitadich vyzaduji pro zajisténi stability poditaci sité pro feSeni jedné rovnice
&tyfi operacni zesilovale (fesi vlastng soustavu o dvojnasobném podtu nezniamych).
PouZijeme-li popsanou metodu, vystacime se dvéma zesilovadi na jednu rovnici, takZe
se sniZuje pozadované mnoZstvi zesilovaéii na polovinu. Vzhledem k tomu, Ze
v obecném piipadé mize kazda rovnice obsahovat kladné i zaporné koeficienty,
nelze tento pocet potfebnych zesilovacu jiz dale zmenSovat. Popsand metoda tedy
sniZuje pozadovanou kapacitu pocitacich obvodd na minimum. Pfi tom neni tfeba
provadét 7adné pomocné vypocty. Do stroje se vloZi pfimo koeficienty matice sou-
stavy A a pravé strany b.

DosaZitelna pfesnost feseni je kolem 1% z maximalniho napéti, coZ je pro vétsSinu
praktickych tloh postacujici presnost.

Clanek ukazuje, Ze jsou analogové pocitade vhodné pro feseni soustav linearnich -
algebraickych rovnic. Vzhledem k tomu, Ze stabilita poditaci sité nezavisi na pravych
stranach, je zvlast€ vyhodné feseni né€kolika soustav se spoleénou matici soustavy.
Tak miZeme jednoduchym zptisobem na analogovém pocitadi urdit postupné vSechny
prvky inversni matice A™!. Analogovou poéitaci sif si miiZeme piedstavit jako ope-
rator A™! provadény na vstupnim vektoru b.
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Pe3rome

VCTOUUYUBOCTbL PEWIEHUS CUCTEM JIMHEMHBIX
AJITEBPAUYECKUX YPABHEHUW
IMPU NMOMOIIMU MOJEJUPVIOUINX YCTPOICTB

MOCE® MATBIAII (Josef Matyas)

CTaThsl MOCBSIIEHA PEIICHHIO CUCTEM JIMHEHHBIX aIre6panteckux ypaBHEeHHi
(A) Ax =b

TIPY IIOMOUIM MOJEIMPYIOUMX yeTpoiictB. Cucremy (A) 3amMeHum cucteMoit mudde-
peHIMATIbHBIX YpaBHEHUI

(B) (CA + pE)u = Cb,

KOTOPYIO TOJIy4uM 13 (A) mpuMeHeHreM IpocToil Tpanchopmarmi C.
Ecimu cucrema (B) ycroituusa, Gyzmet

(©) limu(t) = x .
t—o00
TakuM 00pa3oM, JOCTUTHYB YCTOWYHBOIO COCTOSHHS, IOJIYYMM Ha MOJCIHPYIOLIEM
YCTPOMCTBE XKEJIAEMOE PEIIEHHE CUCTEMBL (A)
s r060ii HeocoOeHHONH MaTpuimbl A TOKAa3bIBAETCS CYIIECTBOBAHHE TaKOW
npoctoif MaTpuupl C (T.e. HEOCOOSHHON MATPHIBL, 0OJANAIOIICH TOJBKO N HEHy-
JEBBIMHU 3JIEMEHTAMH) YTO BCE KOPHHM XaPAKTEPUCTHYECKOrO YPaBHEHHS

(D) |CA + pE| = 0

JeXaT B JIEBOH IOIYIUIOCKOCTH (MMEIOT OTPHUATENIBHbIC BELIECTBEHHbBIC YACTH).
CirenoBaTessHo, cicrema (B) ycroitanBa, 1 COOTBETCTBYFOIAS PELIAFOLIAs LEMb Ha
MOICJIMPYIOIIEM YCTPOHCTBE UL peleHust cucTeMsl (B) Takke ycroifuisa. Omuchl-
BAETCs. MPOCTHIH CITOCO0 ONpEeJIeSIeH S JJIEMEHTOB ¢; MaTpHuubl C 1Iar 3a maroM mnpu
TIOMOIIK MOJAEIH 0e3 BCAKUX BCIIOMOTATEILHBIX BBIMUCIICHHMIA.

Ha mopemupyromeM YTpoICTBE HACTPAaUBAIOTCS TPEXIE BCETO BCE 3JIEMEHTHI
Matpuubl A u HekTopa b (ko3¢ duuueHTH U IpaBble YaCTH ypaBHeHHﬁ). 3atem mpu-

«
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BOJIATCS WIAT 32 IIaroM oOpaTHbIe CBS3H UL OTHACIBHBIX ypapHenuii cUCTEMBI C Ta-
xumu  koa(dumentamMu  yensenns, 4To6s cxema (Pelaronas Nems) ocTaNack
yeroitansoif. Haligenuble koopGuIMEHTH YCHIEHUS SBIsroTCH SIEMEHTAMU C;
Matpunsl C. Takum 06pa3oM Ha MOJETHPYIOLIEM YCTDPOcTBe MOXHO COCTABUTH
ycTOH4MBYIO CXeMy Habopa JjIs pelleHMs TaHHOH CUCTEMEBI Ge3 BCAKMX BCIIOMOTIa-
TEJIbHBIX BBIYMCIICHUH.

(E) x=A"'b

MOXHO 3TY CXEMY Ha60pa paccMaTpuBaTh KakK oliepaTop A~ l, HpHMeHeHHLIﬁ K BEKTO-
py b, Tak Kax 31eMeHTBI BEKTOpa b ABJIAIOTCA BXOJAHBIMH M 3]IeMEHTHI BEKTOPA X BBI-
XOJHBIMI BEJIMYMHAMH 3TOMH cXeMbl Habopa.

Pemenre Ha MOJEIMPYIOMIMX YCTPOMCTBAX MMEET GoJbILME HPEHMYILECTBA
HpexXIe BCETO B TeX CIydasix, KOrga TpeOyeTcst pelMTh HeCKOJILKO CHCTEM ¢ obmieit
MaTpuniei A. TakuM 00pa3oM MOXHO OIpPE/ICIMTh, HANPUMED, BCE 3JIEMEHTHI
obpaTHoit MaTpuupl A” L,

W3 craTthu ciielyeT, YTO MOIEIUPYIOIIUE YCTPOMCTBA SBJIAIOTCA OYEHb MPUTOJ-
HBIM CPEACTBOM /ISl PELLIEHUS. CHCTEM aJIre0panyeckuX ypaBHEHMIA.

Zusammenfassung

STABILITAT DER LOSUNG VON SYSTEMEN LINEARER
ALGEBRAISCHER GLEICHUNGEN MIT HILFE DER ANALOG-
RECHNER

JOSEF MATYAS

Dieser Artikel ist der Losung des Systems von linearen algebraischen Gleichungen

(A) Ax=Db
mit Hilfe der Analogrechner gewidmet. Das System (A) wird durch das System
(B) (CA + pE)u = Cb, p=d—d—

t

linearer Differentialgleichungen ersetzt, welches mit Anwendung einer einfachen
Transformation C abgeleitet wird. Wenn das System (B) stabil ist, dann gilt
(© limu(t) = x,
t— o0

sodass wir im eingeschwungenen Zustande die gesuchte Losung x des Systems (A}
bekommen.

Es ist bewiesen, dass fiir jede regulare Matrix A eine solche einfache Matrix C
existiert (regulare Matrix, welche nur n von Null verschiedene Elemente hat), dass alle
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Waurzeln der charakteristischen Gleichung
(D) |CA + pE| =0

in der linken Halbebene liegen. Daraus folgt, dass das System (B), und auch das
Rechennetz auf dem Analogrechner zur Losung des Systems (B), stabil ist. Eine
einfache Methode der schrittweisen Bestimmung der Elemente ¢; der Transformation
C mit Hilfe des Analogrechners ist beschrieben, wozu keine Hilfsrechnungen notig
.sind.

Auf dem Analogrechner werden zuerst die Elemente der Matrix A und des Vektors
b (die Koeffizienten und rechten Sciten der Gleichungen) eingestellt. Dann werden
schrittweise Riickkopplungen zu einzelnen Gleichungen des Systems (A) so einge-
fiihrt, damit das Rechennetz stabil bleibt. Die auf diese Weise bestimmten Ver-
starkungsfaktoren c; der Integratoren in den Riickkopplungen sind die Elemente der
Transformation C. Daraus folgt, dass wir auf dem Analogrechner ohne Hilfsrechnun-
gen das stabile Rechennetz zur Losung des Systems (A) zusammenstellen kdnnen.
Dabei sind die Elemente des Vektors b Eingangs- und die Elemente des Vektors x
Ausgangssignale des Rechennetzes. Aus der Formel

(E) x=A"b

folgt, dass das Rechennetz als Operator A~! betrachtet werden kann.

Die Losung von Systemen (A) mit Hilfe der Analogrechner hat grosse Vorteile,
besonders wenn einige Systeme mit der gemeinsamen Matrix A zu l6sen sind. In
solcher Weise konnen auch alle Elemente der Matrix A™! bestimmt werden.

Der Artikel zeigt, dass sich die Analogrechner fiir die Losung der linearen alge-
braischen Gleichungssysteme (A) eignen.

Adresa autora: Josef Matyds, Dukla 2223, Pardubice.
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