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SVAZEK 9 (1964) APLIKACE MATEMATIKY &isLo 6

O OPTIMALNIM RIZENi JEDNOROZMERNYCH DIFUSNICH
PROCESU

PETR MANDL

(Doslo dne 30. prosince 1953.)

V &lanku je vypracovana pro procesy s obecnou okrajovou podminkou
teorie optimalniho fizeni, analogicka teorii uvedené v [2]. Pfitom se vyuziva
specifickych vlastnosti jednorozmérného pfipadu.

Prace je vénovana homogennim difusnim procesim na ohrani¢eném intervalu
{ro, r1>. Takovy proces je popsan koeficientem difuse, koeficientem lokalniho posuvu
a dvéma okrajovymi podminkami, uréujicimi chovani procesu pfi dosaZeni hranic
intervalu {ry, r;>. Pfedpokladame, Ze koeficienty zaviseji na parametru y, jehoZ ve-
likost miZeme v zavislosti na hodnoté procesu méniti. Parametr y necht nabyva
hodnot z ohrani¢eného intervalu {y,, y1)-

Jsou tedy zadany dvé funkce na <ro, ;) X<y, ¥1: koeficient difuse a(x, »),
koeficient lokalniho posuvu b(x, y) — predpokladame je spojité, a(x,y) >0 —
a dvojice okrajovych podminek -

(1) 9 u(ro) = 00 u(rs) = %o J " u(%) dpolx) + 7o (o)

ro

8y u(ry) — oy u(ro) = 7 j"u(x) dp(x) — my u'(ry) .

ro

Zde konstanty 9, ¢;, T;, T; jsou vesmés nezaporné,

(2) 39 —0 —To=4020,
9, —9,— 1, =4,>0.

Funkce p(x) jsou distribu¢ni funkce (737 dp{x) = 1, a zadavaji rozloZeni pfeskokt

z hranice dovnit¥ intervalu (ro, r,>. Cleny s prvni derivaci charakterisuji odraZent,
Eleny s koeficienty g; pfeskok na druhou hranici. 4; > 0 znadi, Ze na hranici mizZe
dojit k zaniku procesu. V (2) tedy predpokladame, Ze alespoii na jedné z hranic do-
chazi k zaniku. Difusni procesy s obecnou hraniéni podminkou byly podrobné
vySetieny v [1]. Podminka (2) je nejobecn&jsi podminka, nezavisejici na fizeni, pfi niz
pdx) jsou distribu¢ni funkce.
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Kazda spojita funkce n(x), zobrazujici {rg, ryy do {yo, y1), pfedstavuje fizeni pro-
cesu. Udava, jakou hodnotu parametru y volime, nachazi-li se proces v poloze x.
MnoZinu vSech fizeni budeme oznacovati M. Kazdému ne M odpovida difusni
proces s koeficienty a(x, n(x)), b(x, n(x)) a s hrani¢ni podminkou (1).

Vysledek Fizeni necht je m&fen prostfednictvim spojité funkce ¢(x, y) takto: Kdyz
proces nabyva v dobé od t do t + dt hodnoty x a parametr fizeni hodnoty y, zisk
vzroste o hodnotu ¢(x, y)dt. Volime-li tedy urcité fizeni # € M a po&atetni po-
lohu x, oekavany zisk v(x; ) je roven

v(x;n) = E, {LTc(X,, n(X,)dt| Xo = x} .

Zde T je okamzZik ukonéeni procesu, ktery vzhledem k podmince 4, > 0 je koneény.
SnaZime se voliti Fizeni 7 tak, aby v(x, 1) bylo co nejvetsi.

Oznalme P,,(t, X; E) pravdépodobnosti prechodu procesu, ktery dostaneme, zvo-
lime-li fizeni 5. Plati

(3) u(x;n) = J:f”P,,(t, x; ds) (s, n(s)) dt .

Je znamo (bez narokd na piesnost se o tom miiZeme presv&dEiti prointegrovanim
difusni rovnice), Ze v je jedinym feSenim rovnice

4) a(x, n(x)) d%; v + b(x, n(x)) ad; v+ o(x,n(x)) =0

splitujicim podminky (1).
Véta. PoloZme u(x) = sup v(x; n). Potom u(x) je jedinym Fesenim rovnice
neM
2

() % 4+ max [b(x, y) alx, y)™* (%c ut el y) alx, Y)-I:I -0

vyhovujicim podminkdm (1).

Nejprve provedeme nékteré pomocné uvahy. Ditkaz véty bude obsaZen v tvrze-
nich 1, 2.

Budeme oznacovati

Bx, y) = blx, y)a(x, ) 7", o(x, y) = e(x, y) alx, »)™'

apro we(—o0, o)
© (s, ) = = max [ ) w + ol )]

V piipadg, Ze u(x) spliuje (5), (1), pak

(7) u(x) = co + f “0(s: 70) ds

ro
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kde w(x, yo) = (d/dx) u(x) je FeSenim rovnice

(8) d%c w = P(x, w)

s potatedni podminkou w(ro; o) = v = (d/dx) u(r,). Oznacili jsme u(ro) = c,.
Dosadme vyjadieni (7) do (1). Dostavame

(9)  doco — on w(s; yo) ds = Tof f w(s; yo) ds dpo(x) + 7ov0 ,

ro

4yco + SIJ w(s; 7o) ds = T1J f w(s: 7o) ds dpi(x) = 7 w(ry, o) -
rod ro

ro

Po vylougeni ¢, obdrzime pro y, rovnici y(w(.; y0)) = 0, kde

fis)ds + 4,70 f fS) ds dpo(x) +

rov ro

10) W) = (48 + Am)f

ro

+ A7y f(ro) + Aonlf(r,) — AOTIJ‘ s)dsdp,(x).

Lemma 1. Funkce ®(x, w) je spojitd v (x, w) a plati
(1) '(D(x, wo) — P(x, Wl)l = K:'Wo - Wx' >

kde K, = max]b(x, J’) a(X, y)q,'

Diikaz. M&me libovolné (xo, w), (x;, w;). Necht pro y; plati
— D(x;, w) = Bxs, y)wi + e(x,p), 1=0,1.
Budiz napf. @(xo, wo) < P(x;, w;). Potom dle (6)
— P(xg, Wy) Z — (x5, 191) Z B(x1. }’o) wi + o(x,, Vo) »

tedy
|¢D(x0, wo) — d)(xl, w1)| = /J’(xo, yo) Wy — ﬁ(xl, yo) wy +

+ @(xo, yo) — @(x1, yo) < max |B(x,, y) — B(xy, y)| |wo| +

+ Ky|wo — wy| + max |o(x,, ) — o(xy, ¥)| -
y

JelikoZ B, ¢ jsou spojité v x stejnomérné v y, VYPlyva odtud snadno spojitost &(x, w)
a pro x, = x, nerovnost (11).
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Lemma 2. Rovnice (8) md pro kaZdé y e (—oo, o) na intervalu (ro, r1> jediné
Feseni w(x,y), spliujici w(ro,y) =y. Oznalime-li f_(x) = min f(x, y), f+(x) =
= max f(x, y),
y

0-(x) = exp | (5)ds. 04(x) = exp J Bals) ds
potom '
(12) lin_1 P Iw(x,y) = 0Q_(x)7", liT Y w(x,y) = Qu(x)!

Stejnomérné v x.

Dikaz. Z vlastnosti funkce @(x, w) uvedenych v lemmatu | vyplyva (viz napt. [4]),
Ze w(x, y) existuje jednoznaéné v n&jakém okoli bodu r,. Polozme

K, = max |o(x, )| .
X,y

V piipadg, Ze je w(x, y) = 0 pro x € {rg, ry + h)», mame v tomto intervalu

B WA Ky 2 E%- W= B W) 2~ fi(x)w — Ky,
t.
K049 2 5 0wz - Kr 0.4,
odkud
(13) www—y@@rwémgxnﬂfgwma

Vidime, Ze pro dostatecné velké kladné y, w(x, y) > 0. Obdobné& pro dostatedné velka
zaporna y

(14) www—yaurwémexwﬂfgﬁms
Dale plati
(15) w(x, 71) < w(x,y,) pro 7y, <7v,,

nebot feseni, ktera nabudou pro néjaké x stejné hodnoty, jsou totoZzna. Nerovnosti
(13), (14) davaji tedy pro vSechna x odhad, ktery zarucuje, Ze feseni w(x, y) lze roz-
§iFiti na cely interval <rg, ry). Z nich také plyne jednoduse (12).

Lemma 3. Pro kaZdou spojitou funkci f(x) na intervalu {ro, ry), kterd je vsude
kladnd (zdpornd), je

Y(() >0 (F(/() <0).
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Diikaz. Necht f(x) > 0 pro x € {ro, ry>. V piipadg, Ze 4o = 0z (10) je patrné, 7e
?(f(.)) > 0. Kdyz 4, > 0, potom

w(1() = Aos,jnf(s) ds — Ao, j"j“f(s) ds dpy(x) 2

ro ro

2 44(9; — 1) J:f(‘) ds >0,

neboft z (2) vidime, Ze je 3, — 7, > 0.
Tvrzeni 1. Existuje jediné FeSeni é(x) rovnice (5) spliujici (1).

Dikaz. Dokazeme, Ze ve vztahu

(16) a(x) = co + fx w(s, 7o) ds

ro

moZno voliti jednoznaénym zpiisobem ¢, a y, tak, aby platilo (9). ¥(w(.. y)) je ros-
touci funkci y. Nebot pro y; < y, plati (15) a tedy dle lemmatu 3

P(w(.. 72)) — P(w(-571) = P((.. 72) — w(., 7)) > 0.

JelikoZ w zavisi spojit€ na pocateéni podmince 7y, je také ¥(w(.,y)) spojita. Dale
mame z lemmatu 2

lim 5™ ®(w(.,7)) = ¥(Q-()") >0,

o -

lim y~" Y(w(., 7)) = ¥(Q+(.)"") > 0.

y—=>+o

Celkem vidime, Ze ¥(w(., 7)) je rostouci, spojita funkce, bliZici se k + oo, kdyZ
y = £ oo. Existuje tedy jediné y,, pro které plati ¥(w(., y,)) = 0. Hodnota ¢, je
jednozna&ng& uréena druhou z podminek (9).

Tvrzeni 2. i(x) = u(x) = sup v(x, ).
neM
Dikaz. Zvolme n € M. Oznacme

(1) W) = ) — o) + B & ) — o).

Mame dle (4), (5)

) 5 13 )+ max [ ) £ ) + ol ) -
_ {a‘% v(x, 1) + B(x, n(x)) ;E; o(x, 1) + o, n(x))} -0,
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Funkee 4(x) —~ v(x, 1) splituje (17) s podminkou (1). Je tedy jako v (4) a (3)

a(x) — v{x,n) = — Jm fr‘P"(t, x,ds)y(s)dr 2 0.

0 ro

Vidime, 7e pro ne M

(18) a(x) 2 v(x, n).
Vyjdéme nyni z (16). Polozme
(19) y-(x) = min {y: g(x, y)w(x, p0) + o(x, ¥) = — &(x, wix, 1))} -

Plati dle (8)

.

(20) w(x, y) = 70 — Jx B(s, y_(s)) w(s, yo) ds — Jx o(s, y_(s)) ds .

Neni obtiZné nahlédnouti (viz [2]), Ze y_(x) je zdola polospojita funkce (tj. plati
pro x € {ro, ry liminf f{y) = f(x)). Existuje tedy (viz [3]) posloupnost

Ulntn=1+ M, € M takova, Ze lim n,(x) = y_(x).
Oznaéme w,(x) = (d/dx) v(x, n,). Plati ¥(w,(.)) = 0, a tedy dle lemmatu 3 existuje
bod x, tak, Ze w,(x,) = 0. Potom mame z (4)

‘mw=—fmammm®m—f%mmmmu

tj. -
(1) w@=mwﬁwmmme
kde "

gw=mfmmmm

Miizeme piedpokladati, Ze existuje lim x, = £. Pak existuje, jak plyne z (21), pro

x €<rg, 11y lim w,(x) = W(x). Plati

n—o0

(_22) w(x) = W(ro) — f" Bls, y-(s)) (s) ds — fx ofs, y_(s)) ds

* w((.)) = 0.

Porovname-li (22) a (20) zjistime, Ze musi byt

96 s 30) = (503) =300 30 [ s, 39 .
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Vidime, Ze w(x) — w(x, 75) neméni znaménko, jelikoz viak ¥(#(.) — w(., 7)) = 0,
z lemmatu 3 plyne, Ze musi byt W(ry) = y,, tedy w(x, yo) = W(x). Dokazali jsme, Ze

(23) lim w,(x) = w(x, 7,) -

n—oo
Plati

o(x, 1) = v(ro, n,) + J w,(s) ds .
Vyjadtime-li v(ro, n,) prostfednictvim w, s pouZitim druhé z podminek (9), nahléd-
neme z (23), Ze je lim v(ro, 7,) = ¢o. Celkem tedy vidime, Ze je

(24) . lim o(x, n,) = a(x).

n—w

(24) spolu s (18) dava d(x) = sup v(x, 1) = u(x).
neM

Poznamka 1. Dochazi-li k zniku procesu pii prvnim dosaZeni hranic, tj. ma-li
podminka (1) specialni tvar

u(ro) =0, u(ry) =0,

mozZno ulohu o optimalnim fizeni rozsifiti o pfedpoklad, Ze zisk se zvysi o veliinu C,
resp. C,, skon¢il-li proces na hranici r, resp. ry. Pfi zvoleném # € M vyhovuje ofeka-
vand hodnota vo(x, 1) zvyseni zisku za podminky X, = x rovnici

d? d
a(x, n(x)) o v + b(x, n(x)) o vy =

s podminkami vo(ro, ) = Co, vo(ry, 1) = Cy. Celkovy olekavany zisk v(x, n) spliuje
tedy (4) s podminkami v(ro, #) = Co, v(ry, 1) = C;.

Tato tloha (také v nehomogennim a vicerozmérném piipadg) je studovana v [2].
K jejimu feSeni je tieba klasti ¢, = C, a najiti y, tak, aby platilo

Ty
j w(s, yo)ds = C; — C .
ro

Poznamka 2. P¥i numerickém fefeni ulohy moZno zvoliti tento postup: Dle lem-
matu 3 existuje z, € (ry, 'y, pro které w(zo, yo) = 0. JelikoZ z, zpravidla piedstavuje
extrémni hodnotu funkce u(x), miZeme jeho piibliznou polohu odhadnouti z reélné
interpretace podminek (1). Najdeme tedy feSeni W(x, z) rovnice (8), splitujici w(z, z) =
=0 a potom postupnymi aproximacemi hodnotu z,, pro niz ¥(W(., z,)) = 0.
V piipadé, kdy B(x, y) a ¢(x, y) nezaviseji na x, plati W(x, z,) = w(x + z; — z,, z,).

Priklad. Pfedpokladejme, Ze u soustavy, ktera kona ndhodny pohyb v intervalu
{—=1,1),a(x, y) = 1, mbZeme ménit koeficient lokalniho posunuti v mezich (—1, 1),
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tj. b(x, y) = y. KdyZ soustava dosahne hodnoty — 1, s pravdépodobnosti § zanikne
a s pravdépodobnosti % zatne sviij pohyb znovu v bodé 0. KdyZ dosahne hodnoty +1,

~ je &astetné odraZena s rovnymi intensitami pro odraZeni a absorpci. Podminky (1)
mayji tedy tvar

4u(—1) = 3u(0), u(l) = —u'(1).

Chceme minimalisovati ofekdvanou dobu zaniku soustavy v piipad€, Ze naklad na
plsobeni y po dobu dt je y* dr. Mame tedy ¢(x, y) = — y* — 1. Dale

2
w
O(x,w) = —maxyw — y> = 1 =1— —
y 4

pro |w| < 2, pfi em# maxima je dosaZeno pro y = iw. ReSenim (8) dostavame opti-
malni fizeni

y-(x) = IW(x, zo) = (e — %) (e* + &)™t

Z podminky ¥(w(., z,)) = 0 byla vypodtena pfiblizna hodnota z, = 0,0954.
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Pesrome

OB OIITUMAJIbHOM VYIIPABJIEHUU OJHOMEPHbBIMU
AN®PY3MOHHBIMU IMTPOLECCAMU

METP MAH/JI (Petr Mandl)

PaGoTa mocBslieHa OJHOPOIHBIM OXHOMEPHBIM Au(GdY3HOHHBIM HpoLEeccaM Ha
unarepBase (rq, r1Y, K0IQOUIUEHT JOKAIPHOTO cHOoca M Koddduupment muddysuu
KOTOPBIX 3aBHCUT OT Iapamerpa y. [ToBeaeHne mpolecca IPH TOCTHIKCHUM IPaHUIY
onpezensercst yerosusmu (1). 3ajaua cocronut B BHOMpPanuM 3HaveHust y(x) Mapa-
MeTpa y B 3aBUCUMOCTH OT 3HA4YCHMs X Ipolecca TakuM oOpa3oM, 4ToObl MaKcH-
ManmsupoBsath (3). Makcumym (3) yrosierBopsier ypasaennuio (5) ¢ yemosusma (1).
OJIHO U3 ONTUMAJIBHBIX YIPABJICHUI 3aJa€TCS ¢ IIOMOILBIO (19).
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Zusammenfassung

UBER DIE OPTIMALE REGELUNG EINDIMENSIONALER
DIFFUSIONSPROZESSE

PETR MANDL

Die Arbeit befasst sich mit homogenen eindimensionalen Diffusionsprozessen auf
dem Intervalle {r,, r,), deren lokale Verschiebungskoeffizient, sowie der Diffusions-
koeffizient von einem Parameter y abhdngen. Der Verlauf des Prozesses bei Erreichung
der Grenzen ist durch die Bedingungen (1) gegeben. Die Aufgabe besteht darin, den
Wert 7(x) des Parameters y in Abhingigkeit von dem Werte x des Prozesses so zu
wihlen, dass (3) maximal wird. Das Maximum von (3) erfiillt die Gleichung (5) mit
den Bedingungen (1). Eine optimale Regelung wird durch (19) gegeben.

Adresa autora: C. Sc. Petr Mandl, Ustav teorie informace a automatizace CSAV, Vysehradska
49, Praha 2.
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