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SVAZEK 10 (1965) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 3

UBER DIE LOSUNG EINER LINEAREN OPERATORENGLEICHUNG
MITTELS DER ITERATIONSMETHODE

VERA MARSIKOVA

(zum Thema b)

Im Hilbertschen Raum H ist die lineare Operatorengleichung
(1) Dy = f

gegeben. D ist ein symmetrischer positiv definiter Operator, y, fe H. Das skalare
Produkt zweier Elemente y, v aus H bezeichnen wir mit (y, v). Gleichung (1) wollen
wir mittels der Methode der konjugierten Gradienten und der Methode des stirksten
Abstiegs 18sen. In beiden Methoden wihlen wir die Anfangsniherung y® e H
beliebig und durch den Iterationsprozess berechnen wir die weiteren Niherungen

ymo(m=1,2,..).

Die Methode der konjugierten Gradienten ist durch die folgenden Formeln definiert:

(2) HO = f — py©
PO = 7O

o) g _ )

(p(rn)’ Dp('"))
(4) y(m+1) - y(m) + a('n')p('n) ,
(Sa) pm+1) — plm) a(ﬂl)Dp(m) ,
(6) pm — _ M

(p('"’, Dp("") ’

(7) prED = ) pMp = 0,1,2,

Es ist leicht zu zeigen, dass die Formel (5a) mit der Formel

(Sb) pmt1) = f — Dylm+1)
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dquivalent ist; da die Vektoren pm D-orthogonal sind, gilt auch

(3b) am = M_.

(p('"), Dp('"))
Die Methode des starksten Abstiegs beniitzt die Formeln (2), (3a), (4), (5a) oder (2).
(3a), (4), (5b) und fiir p“” wird r identisch fiir alle m gesetzt.

Die sukzessiven Approximationen y™ konvergieren zur Losung der Gleichung (1)
und fiir die Fehlerabschitzung gilt die Formel

(%) wm—ﬂ=c(%§5%y,

wobei My, M, die Grenzen des Operators D sind, 0 < M; < M,. Die Methode der
konjugierten Gradienten konvergiert grundsétzlich schneller.

Mit den angefiihrten Methoden wollen wir im Raume L,<0, 1) die Integralgleichung

o) ) = 2 [ (5.9 09 s = 19

0

16sen. Der Kern der Gleichung ist eine Greensche Funktion folgender Form:

AH(x,5) = X(1—-5), 0=x=s=1,
s S(l—x), 0<s<x<1,
f(x)=x29

Aist ein reeller Parameter. Der Einfachheit halber wollen wir die Bezeichnung
1
J‘ H(x,s) y(s)ds = Ky
0

einfiithren, so dass wir die Gleichung (9) nun in der Form
(.1) (I-2K)y=f

schreiben konnen (I ist der identische Operator). Ihre Lésung bezeichnen wir mit y*.
Offensichtlich ist y* von dem Parameter 1 abhingig. Fiir A < n? ist der Operator
I — AK positiv definit und wir kénnen die oben angefiihrten Algorithmen beniitzen.

Die entsprechenden numerischen Berechnungen wurden auf dem Rechenautoma-
ten Ural 2 in Gleitkomma durchgefiihrt. Die Mantissa hat 8 Stellen, die Grenzen des
Zehnerexponenten sind +19.

Fiir die Bearbeitung auf dem Automaten wurde folgende Diskretisierung vorge-
nommen: Das Intervall <0, 1> haben wir in n Teile geteilt.
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Es wird beziechnet

)’(xi) = Vi, f(xi) =fi, '){(xissk) = Ky, usw.

Die Gleichung (9) ersetzen wir durch ein lineares Gleichungssystem

(10) J’i‘lkZOAikKikYk=fi, (i :Oalz~~-5n)-

Ay sind Konstanten, die durch die Ersetzung des Integrals durch eine endliche Summe
nach der Simpsonregel entstanden sind, und zwar folgenderweise: Fiir gerade i im
Intervall €0, 1), fiir ungerade i im Intervall ¢h, 1 — h). Im Intervall <0, #) und im
Intervall {1 — h, 1) wurde die Trapezregel beniitzt, denn die erste Ableitung der
Funktion #(x, s) ist auf der Diagonale nicht stetig.

Das skalare Produkt definieren wir durch die Formel

n
(y, U) = z Ayt
k=0

A, sind wiederum Konstanten der numerischen Integration nach der Simpsonregel
im Intervall €0, 1). Die Norm definieren wir wie iiblich [[v]| = \/(v, v).
Dieses Ersetzen des Operators K zerstort seine Symetrie nur in den Punkten

Azjr 1 Kajoryp fiir k=1,n -1 und j=1,2,...,%—2

und in den Punkten

Aizje1Kizje fir i=1,n—1 und j= 1,2,...,12‘_ -2,
AuKy = AyiKy; =0 fir k=0,n, i=0,1,...,n.

Fiir grosse n ist diese Symmetriestorung nicht gross und ldsst sich praktisch ver-
nachléssigen.
Das Gleichungssystem (10) konnen wir auch symbolisch derart schreiben:

Dy =f,
wobei

y = (yo,Yu---ayn)> f=(f07f1’~-~>fn)

Vektoren sind und die Matrix D durch die Elemente
O — A Ay . Ky
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gebildet wird; 4, ist das Kronecker’sche Symbol. Zur Berechnung der Losung des
betrachteten Gleichungssystems beniitzen wir die Formeln (2)—(7) derart, dass wir
die Symbole y™, r™ pm als Vektoren und a™, b™ als Konstanten betrachten.

Zwecks leichterer Orientierung ordnen wir den einzelnen Varianten folgende
Bezeichnungen zu:

Die Methode des stirksten Abstiegs

Berechnung von # durch Rekursion ........ Vi
rm pach Definition ........ V2

Methode der konjugierten Gradienten

Berechnung von #(™ durch Rekursion ........ V3
rm nach Definition ........ V4

Methode der konjugierten Gradienten mit Ausniitzung der Orthogonalitit der
Vektoren p™

Berechnung von ™ durch Rekursion ........ V5
r nach Definition ........ V6

Fiir die einzelnen Varianten wurden also folgende Formeln benutzt: (siehe Tabelle 1).

Tabelle 1

— |
Vi (2), (3a), (4), (5a)
V2 (2), (3a), (4), (5b)
V3 (2), (3a), (4), (5a), (6), (7) |
V4 (2), (3a), (4), (5b), (6), () 1
\& (2), (3b), (4), (5a), (6), ()
V6 (2), (3b), (4), (5b), (6), (7)

Die Anfangsniherung wurde bei allen Varianten gleich gewihlt und zwar y©@ = f.
Das lterationsverfahren wurde fortgesetzt, solange [r[? = 107'° war. Fiir
[F™]? < 107'° war auch (p™, Dp™) < 107'°, d. h. ,,Maschinelle Null“ und der
Automat blieb mit der Indikation ,,Division durch Null*‘ stehen.

Fiir jeden Schritt wurde die Norm |y — y*|| berechnet, wobei y* die genaue
Losung der. urspriinglichen Integralgleichung bezeichnet.

_Fiir die Werte von 4 = 1, —1 endete die Rechnung fast unabhingig von n nach 6
ren‘sp. 4 Tterationsschritten fiir die Variaten V1,V2 resp.V3,V4, fiir A = — 10 erst nach
20 bis 9 Iterationsschritten. Die Anzahl der lterationen wurde mit wachsendem n
kleiner und war ungefdhr um 5 grosser fiir die Methode des stirksten Abstiegs als
fiir die Methode der konjugierten Gradienten. Speicherkapazitdt und Rechenzeiten
fiir eine Iteration sind fiir die einzelnen Varianten verschieden. Die Berechnung eines
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Iterationsschrittes fiir die Variante V2, resp. V4, resp. V6 dauert ungefihr doppelt
so lange als fiir die Varianten V1, resp. V3, resp. V5.

Tabelle 2
Speicher- ‘ Schrittanzahl fiir
Kapazitit Rechenzeit — -
‘ paz A= 1, —1 A= —10
SE— lA,<7 — R -
2
Vi U E A N B 2013
V2 ) 6n -+ Tn
V3 3n 3n?% 4 15n
——— 54 15—9
\7Z! 6n% + 14n
V5 4n 3n? - 151
A\ 6n% + 14n - -
|

Wenn wir voraussetzen, dass die A, K;; in jedem Schritt durch ein Unterprogramm
berechnet werden, so braucht das Rechenfeld 2n, resp. 3n, resp. 4n Speicherzellen fiir
die Varianten V1 und V2 resp. V3 und V4, resp. V5 und

ly-y*i V6. Diese Angaben sind in der Tabelle 2 iibersichtlich
10 angefiihrt.
Die Ergebnisse der Varianten V1—V4 sind praktisch
gleich, so dass man sagen kann, dass es nicht vorteilhaft
T ist, den (Rest-)Vektor r'™ aus der Definition, d.i. nach
|
10+
Piy-yu
0%
. |
10+ ‘
10°+
1
-8 10\5
10+
. . S L
4 10 20 100 500 " 10 20 50 »
Abb. 1. Abb. 2.
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Formel (Sb) zu berechnen, weil die Berechnung eines Schrittes fiir die Variante V2
und V4 doppelt solange dauert als fiir die Varianten V1 und V3. Ob wir die Variante V1
oder V3, d.h. die Methode des stirksten Abstiegs oder die Methode der konjugierten
Gradienten anwenden sollen, dariiber entscheidet, ob wir Speicherplatz oder Rechen-
zeit einsparen wollen. Ist der Konvergenzkoeffizient (M, — M,)/(M, + M,), wo
M, M, die untere bzw. obere Grenze des Operators D sind, nahe Eins, lohnt es sich,
die Methode der konjugierten Gradienten (Variante V3) zu benutzen, denn hier ist
der Unterschied in der Schrittanzahl zwischen den Varianten V1 und V3 spiirbar.
Auf Abb. 1 ist die Abhéngigkeit des Fehlers Hy - y*H von der Intervallteilung (n)
fiir die Werte A = 1, —1, —10 und die Varianten VI — V4 abgebildet. Es zeigt sich,
dass fiir n < 500 sich keine Rundungsfehler bemerkbar gemacht haben und die
Berechnung absolut stabil blieb. Die berechnete Losung fiir n = 500 ist in Uberein-
stimmung mit der Losung y* der Integralgleichung in allen 8 Stellen fiir 4 = 1, —1;
fir L = —10 ist der grosste Unterschied 3 Einer der letzten giiltigen Stelle.

Dieselbe Integralgleichung wurde auf gleiche Weise auch auf dem Automaten
Ural 1 in Festkomma mit 9 Stellen berechnet. Die Stabilitit wurde schon fiir n = 50
gestort, wo die Rundungsfehler einen grossen Einfluss zeigten, u.zw. einen grésseren
auf die Berechnung des Restes r™ mittels Rekursion als mittels Definition (siche
Abb. 2). Der Unterschied war aber nicht so gross, dass es sich lohnen wiirde, den
Rest mittels Definition zu berechnen. Die erzielte Genauigkeit der Ergebnisse war
auch kleiner als bei der Berechnung in Gleitkomma.

(m)

v il

iy

3
i 4 i -.
-6 ‘,l -6 Apda
10% aaea 10
05 10 20 30 36 40 0 5 10 20 30 35 40 ™M
~ Abb. 3. Abb. 4.
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Es bleibt uns noch iibrig, die Varianten V5 und V6 zu betrachten, welche die
D-Orthogonalitiit der Vektoren p™ ausniitzen. Die Berechnung nach beiden diesen
Varianten ist unstabil fiir alle betrachteten n und A, wie aus den Abb. 3—5 zu sehen
ist. Auf der X-Achse ist die Reihenfolge der einzelnen Iterationen angefiihrt, auf
der Y-Achse der Fehler ||y™ — y*|, und zwar voll fiir n = 10, punktiert fiir n = 100.
Wir sehen, dass in den ersten zwei
Schritten die Iterationen konvergie-
ren und mit dem dritten Schritt sich
die Ungenauigkeit praktisch linear
mit der Anzahl der Schritte zu ver-
grossern beginnt. Wenn wir von der
Variante V5 resp. V6 zu der Va-
riante V3 resp. V4 iibergehen, d.h.
wenn wir die D-Orthogonalitit nicht
ausniitzen, erhalten wir binnen we-
niger Schritte befriedigende Ergeb-
nisse — der abfallende Kurventeil
auf den Abbildungen. Die Run-
s dungsfehler zeigten einen grosseren
T b Einfluss auf die Berechnung des Ska-

3 larprodukts (1%, p™) als auf die Be-
461 A rechnung des Skalarprodukts (r‘™,
p'™), weil die Norm der Vektoren
Assoon r™ und p®™ mit wachsendem m sich
0 5 10 20 30 20 45 at schneller als 10~™ vermindert.

I y(m)_ y«n I
10 A=-10

ezl
£

Abb. 5. Die Varianten V5, resp. V6, welche
die Ortogonalitiit der Vektoren p™
ausniitzen, sind also fiir Rechenautomaten vollkommen ungeeignet.
Zusammenfassend kann man sagen, dass fiir Rechenautomaten die Varianten V1
und V3 vom Standpunkt der Speicherkapazitit und Rechenzeit am besten eignen.
Die Genauigkeit der Rechnung ist dieselbe wie bei den Varianten V2 und V4.
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