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SVAZEK 10 (1965) APLIKACE MATEMATIKY ClsLo 6

VZORCE PRE NUMERICKE RIESENIE DIFERENCIALNEJ ROVNICE
y' = f(t, y), KTORE OBSAHUJU VYSSIE DERIVACIE

VOJTECH JANKOVIC

(Doslo dita 22. maja 1964.)

Vieobecné odvodenie vzorcov typu P — predpovedné a typu Q — oprav-
né. Koeficienty su v tabulkach a tieZ niektoré vzorce sti rozpisané. Su to vzorce
velmi vysokej presnosti.

1. UvoD

1.1. Budeme sa zaoberat riesenim diferencidlnej rovnice

(L.1) v =1t y)
s pociatoénou podmienkou
(1.2) ¥to) = yo -

O funkeii (1, y) v rovnici (1.1) budeme predpokladaf, Ze je analytickou svojich pre-
mennych v oblasti R, uréenej nerovnostami

|r—t0|<A, |y—y0‘<B.

MILNE [ 1], str. 84—87 poddva nasledujice dvojice vzorcov pre jej rieSenie:

(1.1.8.) Ynet = Va2 + 3()’n - yn-—l) + hz(yﬁ.' - y:_l) + Ry,
(1.1.b) Yur1 = Vu+ (Vi + yoii) + 750700 = Yis1) + Ry,
kde

Ry = 22h%yY(s), ty_y <S < lyiy,
N Ry = 535 hyV(s), 1, <5 <tyy.

Hodnota h = t,+1 — t, (h > 0) je krok delenia nezdvisle premennej 1.
(1.2.2) Yust = Y-z + 30 — Yaor) + 300 + ¥ii)) + Ry,
(1.2.b) Vet = Y+ 3h(yy + Viir) + 1RV = vair) +

+ %hs(y;zﬂ + ,V;.”H) + Ry,
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kde

420 7,,VIL

R3 = 100 sooh y (S), tn—?. <s< tn+1 s
1 7., VI

Ry = —ioosaon v""'(8)> <8 <tuyy.

(1.3.a) Yne1 = Vu-3 T 2(yn - yn—Z) — 2h8%y,_, + 2h2(y;: - y;:’—z) + Rs,

"

(13.D) Yusr = Yuoy + 2hy, + 5hS%y), + {5h*(Va-1 = Yiv1) + R

kde
105
Rs = 7oxh"y"(s), ty,_3 <8 < tyiy,
Rg

1 7,,VII
F5sh YY(s), taoy <8 <ty

Vypodet prebicha takym spésobom, Ze hodnota y,; sa najskor predpovie menej
presnym vzorcom (1.1.a) [prip. (1.2.a), (1.3.a)] a potom sa opravuje presnejsim

(1.1.b) [prip. (1.2.b), (1.3.b)].
V knihe [2], str. 198 je tdto metéda nazyvand metédou Milne-ho. Milne nazyva

tak metédu int, hoci prvy v roku 1949 podal vzorce tohto druhu.

1.2. Mozno odvodit aj iné vzorce, ¢o bude v dalsom ukdzané celkom vSeobecne.
Vzorce prvého typu budeme nazyvat vzorce typu P (predpovedné), druhého typu ¢
(opravné).

Vzorce budeme oznacovat Py, Qu, kde i = 0, 1, 2, ... znadi poCet predchddzaji-
cich bodov, ktoré vystupuji vo vzorcoch (zaéinajﬁc n— 1), k=1,2,3,... znadi
maximdlny stupeni derivdcie vo vzorci. Podla tohto oznaenia st vzorce uvedené
v predchddzajicom odstavci nasledujucich typov:

vzorec (1.1.a) typ P,,,
vzorec (1.1.b) typ Qs
vzorec (1.2.a) typ P,s,
vzorec (1.2.b) typ Qys,
vzorec (1.3.a) typ P,
vzorec (1.3.b) typ Q,.

2. VZORCE TYPU Py,

2.1. Odvodime vyrazy typu P;,. UvaZujme Taylorove rozvoje funkcii y,,; a y®;
v okoli bodu t,
0 hm

(211) Vi1 = Z __'yf'm) ,
m=0 m:
e .1 \m
(2.1.2) 0 = Y (=" (ih) ylkam
m=0 m!

kdei=1,2,3,..,k=0,1,2,...
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Linedrnou kombindciou vzfahov (2.1.1) a (2.1.2) dostaneme vieobecné vyjadrenie
vzorca Py. Vyndsobme (2.1.1) koeficientom h*a;, a (2.1.2) koeficientom 1 a zlt¢me.
Dostdvame vyraz

® pro®
(213) Yn+1 = z - ZArsy::-—)s’

r=0 1! s=0

pri¢om koeficienty A, sii nasledujiceho tvaru
A =1+ (=1 S (Vaw + X (=1 v (r = 1) (r = k = 1). 3 (i) az.
i=1 k=1 i=1

A= —rla,.

Aby sme z tohto vieobecného vyjadrenia (2.1.3) dostali vzorce uréitého typu Py,
treba koeficienty A, volif nasledovnym spdsobom:

(2.1.4) Ay=0 pre r=k+1L,k+2,..., s=1,2,3,...
(2.1.5) Ao=0 pre r=k+1,k+2,..,m.
Pritom po&et m vo vzorci (2.1.5) je zdvisly od i vo vzorci Py.
Podmienku (2.1.4) splnime voIbou koeficientov
a,,=0 pre r=123,..,s=k+ 1, k+2, ...
a zvy§né uréime z podmienok (2.1.5).
Okrem toho musime eSte volit

a,,=0 pre r=i+1,i+2 ..,5s=01,2,...
V dalich odstavcoch s uvedené koeficienty Specidlnych druhov vzorcov typu Py,.

2.2. Vzorce typu P, pre i =1,2,3,...
Hodnoty koeficientov a,, pre vzorce typuP,, ziskané z rovnic (2.1.5) su v tabulke 1.
Pozndmka. V tabulkdch s uvddzané aj zvySky, o st prvé nenulové ¢leny vo vy-
raze (2.1.3) po kazdom uvedenom vzorci.

Po rozpisani st vzorce typu P,, nasledujucich tvarov:

(1) Va1 = 32y, = 31y, — 2h(8y, + Ty,_1) + 2h*(2y; — yi_1),
(2) Vusr = —16y, + 17y, + 2h(4y, + Sy,_,) + 2h%y,_, ,

(3) Vus1 =8y, — 1Yy — 2h(2y,’, + 7y,’,_1) + 2h%yl

(4) Vet = =4y, + Sy, + 2h(y, + 2v,_1) + B(yi + vi-1) .
(5) Yust =20y = Ya—y = h(yy — yuoy) + 302Gy + vio1)s
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(7)
(®)
©)
(10)

Il

Ynst = 30 + Ya1) = 3h(yn = Tynoy) + $R2(10Y5 + Syi_y) s
Yuer = Yo — 3h(yy = 3yn-) + 217y + Tyi_y),

Ynt1 = 4V = 3Vu_y — 2hy, + 3h*(Sy; + yi_y),

Yut1 = Vao1 + 2hy,_y + 3072y + vi_y),

Ynt1 = 2Vu = Yao1 + B2,

Tabulka 1.

10 11 a2 Zvysky

| 31 14 2 F5hty V!

2 —17 —10 2 Tsh%yY

3 7 2 0 Sk yY

4 -5 —4 | -1 2oh°yY

5 1 — 1 -1 751

61 — 3 -F | - % Toohy"

U R R

8 3 0 — 1 ey A

9 -1 -2 2 ZhyY

i‘ 10 1 0 0 oY
|

Podobne koeficienty a,, pre vzorce typu P,, su uvedené v tabulke 2. Vzorec pod
¢islom 10 je na zaliatku uvedeny vzorec (1.l.a). Niektoré z uvedenych vzorcov
typu P,, st nasledujuce:

(1)

(2)
3)
(4)

(7)
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Vur1 = 2459y, — 702y, + 245y, _,) — 3h(63y, + 36y,_, — 29y,_,) +
+ 23y, — 12y + vi,),

Yn+1 = 63()"- - Yn—1) + Vn-2 — 30”‘()’;: + ,V:/:—l) + 6h2(yii - Yn1)»

Yat1 = Yu + Vuot = Yu—z — 2h(yy — yooq) + 20%(yn + yi_y),

Vi1 = Vn+ Yot = Yuoz + 2h(=2y, + yi_y + yioy) +

+ 3h2(4yn + Tyi_ + Yi-a),

B Vn = Yu-2) + Vu—r — 3h(19y;, + 36y,_, + 15y,_,) +

+ $h*(37y; + 28y, — 17y,_,),

If

Yn+1



(8) yu+1 = 2yn - yn—-l + T%h2(13y;: - 2y:|,—1 + y;:—2)5
9) Yutt = Vu+ Vaoi = Va2 + ER(Tyn + 4vio + yi)
Pre vzorce typu P;, hodnoty koeficientov a,, su v tabulke 3 a tieto po rozpisani su
nasledovné:
(1) Var1 = 3(2432y, — 893y, ;) + 128(23y,_, — 27y,_,) +
+ 4h(—=T72y, + 216y, + 264y, _, — 23y, _5) +
+ 4h2(23y" — 108y _, + T2y0_, —2yi_,

n—1

Tabulka 2.
a0 apy a; azo a1 as; Zvysky
1 351 54 54 —245 1 _ 87| _ 9o A
2 63 30 6 — 1 0 0 sish V!
3 —1 - 2 - 2 1 0 0 2=htyV!
4 1 2 — L 1 2 - 2 ShTyV!
I I T A T A+ B S oA
6 Lol -t S e B =+
7 —1 54 — 14 107 45 iy —3-%%3/18 VI
8 1 0 1 0 0 __Tli %hsyv
9 —1 0 - 2 1 0 -1 L pSyV
10 3 0 T 0 0 1%y
Tabulka 3.
! 10 a0 |430| 451 a1 dzy| A2 Ay a3z Zvysky
1 3456 | —2944 (843 — 864 | —1056 | 92| 432 | —288 | 8 | Syloght?XI
2 0 - 1 1 0 of o] — L]-— % 0 712'%,16},V1
3 —34 16 1 0 0 0l — ‘%4 _ % 0 ?%%_hs Vil
4 702 | —352 | 1 0| —138| 0 108 | —18 0| F5h'%%
5|-—18488 | —375 | 23 [—10216 | —408 | 4 | —2284 | —72 |0 |—E245 Lt yN!
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Nasledujici vzorec je uvedeny v knihe BooTH [4], str. 93:

(2 Vust = Yu + Ynoz — VYn—z + 2075y + 20i_y + Syn-2),
(3) Va1 = —16(y, + Yuo2) + 34y, — yuos + 4072y yio + 11+ 2y7 ).

2.3. Vzorce typu Pz pre i = 1,2,3, ...

Tabulka 4.
- S - .
| .
| a0 ’ ayy ayn a3 Zvysky
‘ ! " 8_VII
4 1
1 -209 | 98 e e se5gh
| 8 3 7 7, VI
2 =13 ol = To 3500
| 1 7.Vl
3 —29 ; -8 0 + s6oM ¥
i f 1 ,7.VIl
| ,
i | i 5 157, VI
5 1 7 ‘; 3 Tz F50n ¥
I} i
13 29 49 209 7.,V
6 0 % | 10 T10 Tooso0” ¥
‘ ‘ v
7 a2 6 2 aigh YV
|14 2 13,7V
8 —1 } 6 1 5 5 3007 Y
l 9 1 62 14 4 A
| | 22 1,7,V
|10 | 15 ; 14 | % &= TEh'y
] | | 1 1 7,7, VIl
| { |
N ] i

V tabulke 4 sG hodnoty koeficientov a,; pre vzorce type P,;. Rozpisané vzorce
maju nasledovny tvar:
(1 Vur1 = —208y, + 209y,_( + 14h(8y, + Ty,_,) —
—6h*(4y, — 3y;_y) + £y + yi)

(2) Yn+1 = _lzyn + 13}’n—1 + l4hy:z - % 2(11);;: + 4yr’:'1) +
+ 3~10-I1,3(31y,’,” -9y,
(3) Ynt1 = —28}7,, + 29yn-l + 2h(11yr’1 + 4yr’|—1) - 6/12})”; +

+ 03Ty — vi-y) s

(5) Vo1 = 200 = Yuor + Th(yy — vioy) = 30y + yioy) +
+ h* (1) = 5y,,)

(tento vzorec je uvedeny v knihe CoLLATZ [5], str. 427),
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Tabulka S.

—

=)} W S w
N
Bl o ®o N =

R

N

—

|
|
NI SR V)

Wl

a

{
!

=

o A= ow o

|

Gl

—

,...._
|

<

r
ag, azy aiz azs a3 az3 Zvysky i
i
2754 | — 1_272_1 162 A_l_;_l —108 __% EU%%FF"IZ X1l
62 LR 10 20) 28| 3 “Tﬁ%ﬁ_ﬁhm}’x
—210 0 42 0 —4 0 T“z‘laﬁhgylx
14 0 6 0 E3 Lo kX
4 ol —6 0 0 0 | reagh®y¥ll i
5t o 5% o 3% S LR L
0 i 0 3 r 0 1 0 |tazhSy¥™
14 0 0 0 2 (g E——
o o B || | ds oo™
0 0 | 1| | st
0 0 I —1d -5 —1|-13 3%%%%Fhs.vvm
0 0 3 0 ﬁ% 1 _;_ Z%'(Thsyvm
0 e e e B e B s o e A
0 0] ¢ 2% 2% - E%%gg_ah&yvm
—3 Oi 0 0 7% 0 Pk
3 0 3 0 o | 0 ?’%“6”73","
0 0 1 0 0 0 | 52gh ¥V
6 0 L 0 0 0 (L
%ITO 0 ' §—f 0 0 | 0 lﬁglﬂyvu
-2 0 — % 0 "TS? 0 | ?%%6117)"’"
! 0 -3 0 —%o 0 | s54aoh ™"
t5 o ¥ o 33 0 |soioehyV"
__% 0 | _ TSF 0 ,,i_% 0 !__ _172173”73"/"
0 0 0 0 v% 0 ,2_%3,,7yvu
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(6) Yur1 = Vu + 3h(15V5 = 13y,_1) + £6h°(Lyy — 29y;,_,) +
+ ah3(11lyy — 49y, ),

(8) Yus1 = Va1 + 2h(4y, = 3y, 1) — 8y, + Tyi_y) +
+ ZR3(Tye = 3y,

(1) Yus1 =200 = Va1 + %hz(y,, + yoo1) + 302y + iy

Koeficienty pre vzorce typu P,; st uvedené v tabulke 5. Vzorec pod ¢islom 24 je
za&iatku uvedeny vzorec (1.2.a). Niektoré z tychto vzorcov si v daliom rozpisané:

(1) Vo1 = —2997y, + 1377y,_ + 1621y, _, + $h(837y; + 1836y,_, +
+ 407y, _,) + $h*(—45y, + 36y, + 19y,_,) +
+ SRGY + 28y + Y,
(2) Yni1 = —Vnt Va-1F+ Vu-2 t+ ih(183y; — 248y, _, + 81y,_,) —
- ;}hz(83y + 40y5_, — 29y,_,) +
Lr3(63y7 — 112y0, + 18)7,),

(3) Yn+1 = _417(yn Yn- 1) + Yn-2 + 210h(yrln + y}’l—l) -
- 42h2()’n - Yn- 1) + 4h3()’:|" + yioq
(4) Yat1 = Yo+ Yot — Yu—a + 14R(y, — yo_y) + 6h2(yn - yoo1) +

FAOL — i),
(12) Yn+1 = 3(yn Yn- 1) + Vu-2 %hz(}’: - y;:—z) +
+ IR =2p + 8y + VI,
1) Yarr = Vo= Yuoy + Yaoa + h(yu + yisy) = 8020 = Vioy) +
6oh3(y::” + Vo1
(23) Ynt1 = Yu-2 + ;h(yn + V- 1) 10h2(Yn — Yn- 1) +
RGN+
(tento vzorec uvddza ZURMUHL [3], str. 374).
2.4. Vzorce typu Py prei = 1,2, ...
Koeficienty vzorcov P, s v tabulke 6.

(1) Yur1 = 1472y, — 1471y, _, — 6h(128y, + 117y,_,) + 2h*(88y! —
— Ty, ) — $h3(16y," + 11y, ) + Zh*(2yY — »ivy
(2) Yn+1 = %(,Vn + yn—l) + %h(—43y,, + 45y, _ 1) +

+ 35h*(1027)7 + 877y!_,) + 1agh®(— 841y + 479y1_,) +
+ 5365h*(25 216y + 703yLY,

(3) Ynit = 20 = po_y + B2Q2y0 — yi_y) — SR8 + Ty +
+ g (1Y — 4ylY,
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Tabulka 6.

a0 ayy ay2 a3 a4 Zvysky
44 2| 1 g10.Xx
1| 1471 702 141 L4 2| oo™
2 _ 1 135 817 _ 479 | ___703 109 191X
2 P 56 168 3360 Ts81 600N ¥
7 1 St 8_ VIl
3 1 0 1 15 Ts | 3360007

3. VZORCE TYPU Qy

3.1. K odvodeniu vyrazov typu Q, uvaZujme Taylorove rozvoje funkcii v
a y®, v okoli bodu ¢,

0

(3.1.1) YWy =3 — " yErm

m=0 m
(312) y:'k)l Z ( l)m (lh) (k+m) ,

kdei=1,2,3,..,.k=0,1,2,...
Linedrnou kombindciou vzfahov (3.1.1) a (3.1.2) dostaneme v3eobecny tvar vzorca

typu Q. Vyndsobme (3.1.1) koeficientom h*g, priom B, = 1 a (3.1. 2) koeficientom
h*by a zIGEme. Dostdvame

[ X
(313) Yn+1 = ZO ;—'_ _2_ B,—syf.r)s,

v ktorom koeficienty B,, maji nasledujuci tvar:

By, =0,

Br—l = _r!ﬁrs

Bo =1+Yrt—=1)..(r—i+1)p+(=1)Y@) b+
i=1 i=1

+kZ;1(_1)'+" r(r - 1) (r -k + l)gl(i)r—k i s

B = —rlb,.

rs

Z tohto vieobecného tvaru (3.1.3) ziskame vzorce urgitého typu Qi volbou koefi-
cientov B,:

(314) B, =0 pre r=k+1Lk+2 ..,
s=—1,1,2,...
(315) B,=0 pre r=k+1L,k+2 .., m.

I

Il

477



Podmienku (3.1.4) splnime voIbou koeficientov

B; =0 pre j=k+1L,k+2, ...,
b,=0 pre r=123,..,s=k+1, k+2,...

a ostatné koficienty ur&ime z podmienok (3.1.5).

Okrem toho musi este platit
b,=0 pre r=i+1,i+2..,5=012,..

3.2. Vzorce typu Qi pre i = 0,1,2, ...
Pre vzorec Qo, dostdvame

By = —% B = i3 a vzorec (1.1.b).

Vzorce typu Qy,:

1. ﬂl=‘%, ﬂzzz%’ bjo=1, by =%, b12=ﬁ,
Vas1 = 2Vn = Yu=1 + 30(Vnes — Yooy) — 2P (Vies — 8V + yioy) +
1
+ %0 4soh8yvm~
2. =0, ﬂl:“ﬁ’ bio=1, by;=0, b1z=‘i1—z,

Va1 = 2Vn — Yn-1 + 1_12h2(y;l,+1 + 10y, + y,—1) — ﬁ)hﬁyw-

Vzorce typu Qz»:

— 33 __ 729 __ 243 _ 81
1. By = —103> bio=1o3: bu =753, b12=103>
— 3 — _ 33 _ 3
B2 = 103> b20 = -1, by = ~103° by, = —103°
729

T6§(y" = Vuo1) F Vno2 + l—f,gh[ll(y,'.ﬂ + Yne2) — 81(yn + yuoy)] —
3 " " " "
— 103 Wiy — vios = 2700 = Vi) + sTrraseh Y

Yn+1

2. B, =0, bio=3, b, =0, b,=3%,

ﬁz—‘—‘—‘l_lz‘a b20=—1, b,y =0, b22=1—12’

Vosr = 30n = Yney) + Yuca + 1512 [Vies — Voo + %vi — Ve-1)] —
SLp7yvi
2520 .

3.3. Vzorce typt Qi pre i = 0,1,2, ...
Vzorce typu Qos:

I

1. B, =-% Ba=15, By = —35 avzorec (L2.b).
2. pi=-% F=0, p;-

VYnsr1 =Vn T %h(y:ﬁ-l + ) = z%hS(yZ'H + y;") + T;_ohsyv~

-

(=)

>

INLS
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Vzorce typu O3t

= A4 - 2 _ 1

1. ﬂi - 105°? Bz‘ﬁ’ 33"—315,
_ _ - _ 41 _ 2 1
byo = —1, bu= -, biz= =33, b= —313>

1 ’ ’ !
Vur1 = V-1t 105h(41yn+1 + 128y, + 41yn—1) 35h2()’n+1 - Yn- 1) +

3(y,m m "
+ 315h (yn+1+16yn+y _W;ﬂ)ooh” X1
2. ﬂlzo,ﬁz_l_zg’ ﬂ}zrlo,
bo=1 bu=0 b= -2, b=
Yut1 = 2Vn = Yu-r 15h2(2yn+1 + Uy, + yi-q1) — 4oh3()’,’.”+1 - y:."-1) +
+ 302 400h8 Vi

tento vzorec uvddza ZURMUHL [3], str. 375).

3.4. Vzorce typu Qi prei =0, 1, ...
Vzorce typu Qoq4:

1. ,31:*"%’ '32=2_38’ ﬂ3=——8i4, ﬂ4=i‘61?6’
Yne1 = Vn Tt %h(ypl.ﬂ + .V;u) - 233h2(y;:+1 - y:,') +

") = 1680h4(yll+1 - ynv) + mhsvy

+ 8—14‘h3(yr'x”+1 + yn X .

V knihe [2], str. 199 sa uvddza, Ze TUNG odvodil dole uvedeny vzorec, ktory je
tohto typu ale menSej presnosti:

Vst = Vn + By + S03(y0 + Viey) + S5h300 — v +

1 401V v 509 8 VIl
+ 3560 (7’ + Ynt1) — 506 4001 ¥

4. DISKUSIA

Ku vzorcu (1.1.b) typu Qy,, ktory mé koeficient zvysku, 0,00138%° je vyhodnejsie
ako vzorec (1.1.a) typu P,, s koeficientom zvysku 0,0834° pouZit Tubovolny zo vzor-
cov typu Py,. Kazdy z tychto vzorcov md koeficient zvySku mensi. Najlepsi vzorec
tohto typu je vzorec (1) s koeficientom 0,01h°, ktory pre h < 0,125 je presnejsi ako
sdm opravny vzorec a preto ho moZno kombinovat s presnej§im vzorcom typu Q.

Dalsia vyhoda odvodenych vzorcov typu P, je, %e sa daju pouZit vo vypotte skor
ako vzorec (1.1.a), ktory je aZ typu P,,. Uvedené vzorce (1) aZ (7) typu P,, st tieZ
daleko presnejSie ako vzorec (1.l.a). Najlepsi z nich md koeficient zvysku az
0.00059 ... h°. Aj $pecidlne, ako je vzorec (1.1.a) — vzorce (2) a (3) sit s koeficientom
zvySku aZ 0,00476 ... h”. Tieto vzorce treba kombinovat s vy$§imi vzorcami typu Q.

Vzorec (1.1.b) typu Q,, md koeficient zvysku 0,00138h°, naproti tomu odvodené
vzorce typu Oy, maji 0,0000181 ... h®[vzorec(1)] a 0,0041... h® [(vzorec(2)]. Vzorce
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typu Q,, maji koeficient zvysku 0,000000315 ... h!! [vzorec (1)] a —0,00436 ... h”
[vzorec (2)].

Oproti vzorcu (1.3.a) typu P, s koeficientom zvySku 0,02h” st odvodené vzorce
tohto typu lepsie: 0,000028 ... h'? pri vzorci (1), 0,00608 ... h® pri vzorci (3), 0,175 ...
... h*° pri vzorci (4), —0,027 ... h*! pri vzorci (5). Tu viak uZ nemozno pouzit ako
opravny vzorec (1.3.b) typu Q,,, treba vybrat z uvedenych vzorcov typu Q,,, Q,,.

Ku vzorcu (1.2.b) typu Q3 s koeficientom zvysku 0,0000099 ... h7 moZno pouZit
odvodené vzorce typu Pi;, ktoré s presnejSie a tiez skor pouZitelné, lebo vzorec
(1.2.a) je aZ typu P,5. Uvedené vzorce typu P,; su vSak od neho presnejsie a treba
pouZit aj opravné vzorce presnejie ako (1.2.b), napriklad vzorec (1) typu Q5 s koe-
ficientom zvysku —0,0000000076 ... h'L,

Vyhodne moZno pouZit aj kombindciu vzorcov typu Py, a Qgy.

Je vidiet, Ze moZeme pouZit vzorce rdzneho typu a réznych tvarov v najvyhodnejsej

MM

kombindcii vzhladom na poZadovanu presnost a zloZitost vyssich derivdcii.

5. POZNAMKY

1. Vzorce typu Py, pre k = 1, 2,3, ... by boli oby¢ajné rozvoje Taylorovho radu.

2. Vzorce typu P;y by boli vzorce vyuZivajuce pre vypocet iba pravé strany dife-
rencidlnej rovnice.

3. Ako vidiet z odvodenia vzorcov, bolo by moZné ziskat vzorce s Tubovolnym do-
sahom aproximadcie, lenZe koeficienty tychto vyrazov su znacne zloZité. Ich uréenie
vyZaduje riesit sustavy linedrnych rovnic velkého pod&tu so stlipajicimi koeficientami.
Vidy taky podet, kolko treba urgif nezndmych koeficientov.

4. PretoZe je doleZité pre dali vypodet (aby sa nevndiala chyba) mat po&iato&né
hodnoty rieSenia o najlepsie uréené, oplati sa ich ur¢it aj pomocou zloZitejSich vzor-
cov. Vyhodne moZno s nimi poéitat pri dlh§om Casovom intervale, hlavne ak sa
podita na samocCinnom poéitadi.

5. Zvysky aproximdcii zdvisia aj na velkosti kroku. Pri presnejsich vzorcov mozno
krok volif va¢si, ¢im skor vyrieSime lohu.

6. Sustavy diferencidlnych rovnic prvého rddu moZno riesit podla tych istych
vzorcov analogickym spésobom.
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Pe3rome

®OPMYVYJIbI JIJIS1 YMCJIOBOI'O PEMIEHUS
JU®PEPEHLIMAJIBHOI'O VPABHEHHUS y' = f(1, y),
COJIEPXAIIWE TTPOU3BOJIHBIE BBICHIETO TTOPSIIKA

BOMTEX SIHKOBMY (Vojtech Jankovi¢)

B cratbe mpousBesen oOimii BBIBOA (GOPMYN AN YMCIOBOTO pelieHus audbe-
permmansHoro ypashenwsi (1.1) ¢ nayansHeIM yenosueM (1.2), B KOTOPOM HCIOJb-
30BaHbI TAKXKE MPOU3BOIHBIC BHICUIETO MOPAIKA.

[oyyeHs! (HOPMYJIBI ABOSKOTO THMa (IKCTPATONSAUMOHHBIE M WHTEPHOJIALHOH-
ubie). TlepBble GopMyITbl — MpefcKas3bBaloNie — 0003HAYCHE! Kak GopMyIbl THIA
P, a npyrue — momnpassstoime — GhopMyJsiel Tuna Q. Pacyet mpousBeieH TakKuM 00-
Pa3oM, 4TO 3HAYEHUE PELUEHMsi MPEXIE BCEro MNpeackasano mo Gopmysie tuma P,
a TocjIe 3TOTO MCHpaBieHo Mo Gpopmyse tTuna Q. ®@opmynsl ¢ obo3HayenueM P,
Qi The i =0,1,2,..., 0603HaYaIOT KOJMYECTBO IPENBIAYILMX TOYEK, KOTOPbIE
8 opmyite BricTynatot (HaunHasi ¢ n — 1); k = 1,2, 3, ... 0603Ha%aeT MaKCUMAITb-
HYIO CTEleHb MPOU3BOLHOIM B hopMmyJIe.

Koaddruuents oGunix Boipaxenue Gopmya (2.1.3) u (3.1.3) npusenenst B Tabu-
uax (mist P, ), v GonbumHCTBO OPMYJT IPUBEICHO Takke B ABHOM BU/IE.

OTMeYeHBI HOPMYITBL IPYTUX aBTOPOB.

[Ipusenennsie GopMybI MO3BONAIOT BEIOPAaTh MOAXoAslyio mapy dopmyn P;,

v Q;; AN pacdera KOHKpeTHoro mu(dpepeHumanbHOro ypaBHEHUWS € TpeOyeMbIM
TIPUOKCHUEM.

AHAIOTHYHO MOXHO PELIATh Takxke CHCTeMbI I depeHINaTbHBIX YPABHEHUIHA.

Summary

FORMULAS FOR NUMERICAL SOLUTION OF )’ = f(t, y),
CONTAINING HIGHER DERIVATIVES

VOJTECH JANKOVIC

A general deduction is given of formulas containing higher derivatives for the
numerical solution of the differential equation (1.1) with initial condition (1.2).

The formulas are of two kinds, the extrapolation and the interpolation formulas.
The former are predictive and are termed type P formulas; the latter, correction for-
mulas, are termed type O formulas. The computation proceeds in the following man-
ner. The value of the solution is predicted first using a formula of type P and then
corrected according to a Q type formula. The formulas are denoted as P, Q, where
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i =0,1,2,... denotes the number of preceding points encountered in the formula
(beginning with n — 1), and k = 1, 2, 3, ... denotes the highest degree of the deriv-
ative encountered in the formula.

The coefficient of general terms of formulas (2.1.3) and (3.1.3) are tabulated for
types P, and most of the formulas are explicitly developed.

Formulas adopted from other authors are pointed out.

The presented formulas make it possible to choose a suitable pair of formulas
Py, Oy for the solution of a particular differential equation with the required accur-
racy.

Systems of differential equations may be solved analogously.

Adresa autora: C. Sc. Vojtech Jankovié, Oblastné vypocétové stredisko SIPK, Kyderského 1,
Bratislava.
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