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SVAZEK 11 (1966) APLIKACE MATEMATIKY CisLO 4

ROKLOVY ALGORITMUS PRO URCENI MINIMA FUNKCE
NEKOLIKA PROMENNYCH

JAarosLAv HROUDA

(Doslo dne 22. kvétna 1965.)

1. UVOD

M¢gjme diferencovatelnou funkci n proménnych

O(x1s Xy «v s X,) 5

definovanou v oteviené oblasti. Pfedpoklddejme, Ze Q md ve své definicni oblasti
lokdlni minima. Chceme ur€it polohu nékterého z nich.

Do dnesni doby bylo vyvinuto mnoZstvi metod spddového typu, které se zpravidla
pouzivaji pro feSeni této ulohy pfi n = 2 a sloZit&jsi funkci Q. Tyto metody jsou vsak
bud pfilis komplikované nebo pomalu konvergujici, jsou-li aplikovany na funkci
obsahujici rokle. Gelfand a Cetlin navrhli k prekondni obtiZe jednorozmérnych
rokli tzv. roklovou metodu [1],[2]. K extrapolaci sméru rokle pouZivaji roklovy
krok pevné délky povaZujice jej za charakteristiku dané funkce Q. Prakticky je vSak
obtizné tuto charakteristiku dobfe stanovit. Neni rovnéZ mozné zakonCit proces
konvergenci ke staciondrnimu bodu.

Baer v jedné pozndmce [3] nadrtl algoritmus, jehoZ idea je shodnd s roklovou
metodou. Tento Cldnek je pokusem o rozvedeni a Gpravu Baerovy poznamky. Popi-
suje se zde jednoduchy algoritmus (roklovy algoritmus) realizujici roklovy princip
s automatickou regulaci délky roklového kroku.

2. ROKLOVY ALGORITMUS

Sestrojime dvé posloupnosti n-rozmérnych bodu
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a dvé posloupnosti kladnych ¢&isel
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tak, e posloupnost {x*} bude konvergovat k bodu lokdlniho minima funkce Q.

k— l

Roklovy postup. Body x
O(x*) > Q(x*~1), zam&nime oznadeni bodﬁ xk

' 1 , _
v* = mﬂ(x"—xk .

=

Postupujeme po roklové pfimce v bodech

x* prolozime pfimku (roklovd pfimka). Je-li
1 x*. Oznacime vektor

) = xF - mpkok, m=12...,M,,
) KMy +0+82+ .+ "M, m=M,+ 1,
dokud nenastane pro n&jaké m = myg vzrist Q,') tj.
o(x*(m — 1)) =z 0(x*(m)), m=1,2,.., m’(‘) -1,
Q(xk(m'(‘) —-1) < Q(x"(m'(‘))).
Zde je 1 < 6 < 2, vyznam M, viz niZe. Nyni polozime
= X+ Bk, je-li omé =1,
Mmy — 1), jeli m§>1,
1k, je-li mE< M, ,
g = pb, el My S mg <M,
12/[‘ , jerli My < mb .

M, M, jsou prirozend Cisla spliujici 1 < M; < M,; pro koeficient § plati 0 <

<p=l.

Spgdovy postup. Je-li grad Q(y*) = 0, dosdhli jsme staciondrniho bodu. Jinak

oznatime vektor

" Jerad 004 ©

Postupujeme ve sméru antigradientu v bodech

X v+ DRk
y(l)= k 2 1-L> k, k
y+(L2+6+5+ + 8171 ARk

(v -

1=1,2,..,L,,
l=1L,+1,..,

) O moznosti, ze nedojde ke vzristu, viz poznamku v odst. 3.
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dokud nenastane pro n&jaké | = If vzrist Q.?) Pak poloZime

wer _ Y adb el Ig =1,

X =
DAE = 1), geli 1> 1,

P;f‘, je-li <Ly,
;“k+1 = /’Lk > je-“ LI é l‘(<) .S_ LZ >
lz;.", jelli L, < I%.
ylr-‘l
k
¢
fomamm ‘ +
z o y*

Obr. 1.

Zde obdobné jako dfive jsou L, L, pfirozena Cisla spliujici 1 < L, < L,; koefi-
cient o je v mezich 0 < o < 1.
Celd tato procedura predstavuje jednu iteraci roklového algoritmu.

3. POZNAMKY K ALGORITMU

Z popisu algoritmu je patrné, ze &islo p* je analogie Gelfand-Cetlinova roklového
kroku. Cislo 2* m@izeme nazvat spidovym krokem. Délky téchto kroki se v priib&hu
vypoctu samocinné upravuji tak, aby pocet potiebnych funkcnich hodnot Q by!
zhruba v rozmezi M| a7z M, pfi roklovém postupu a L, az L, pfi spadovém postupu.
V blizkosti ostrého lokdlniho minima konverguji k nule. Parametr 0 zpusobuje
geometrické prodluzovdni déiky kroku p¥, resp. ¥ v pfipadg, Ze neni dosaZeno vzriis-
tu Q dosti brzo (po M,, resp. L, krocich).

K otdzce konvergence: piipustme na okamzik zdvislost koeficientd «, f na in-
dexu k; volbou dostate¢né malych o, f 1ze dosdéhnout zmenseni hodnoty Q v kazdé
iteraci, takZe roklovy algoritmus bude pracovat jako spddovd metoda. Prakticky
vsak neni nutné, aby Q stdle klesalo — koeficienty o,  mohou byt konstantni.

2) O moznosti, ze nedojde ke vzristu, viz opét odst. 3.
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Fluktuace z monotonie posloupnosti {Q(x*)} se budou vyskytovat zejména pti k=1
nebo mb = 1. Vzdy se viak zdhy zlikviduji po zmenseni roklového nebo spddového
kroku.

Mensi efektivnost roklového postupu, dokud neni nalezena rokle, se vyrovndva
skutecnosti, Ze se pfi ném nepocitd gradient. Z tohoto divodu je roklovy algoritmus
nékdy vyhodny i pro funkce neobsahujici rokle. Dodejme, Ze programovani algoritmu
je usnadnéno tim, Ze roklovy a spddovy postup se da vyjddfit jednou procedurou.

Na zadtku vypoCtu zvolime bod x° a &isla A% u° (podle variability funkce Q;
neni-li o povaze Q nic zndmo, radéji men§i). Polozime

.—1

_ 0 0
Xy =X+ u,

x;t=x?, i=2..,n.

Lze doporucit tyto hodnoty parametr( algoritmu:
+1=4%, p=1, 0=%, L,=3, L,=5, M;=2, M,=3.

V odst. 2 nebyly uvazovdany ndsledujici eventuality:

a) funkce Q je v defini¢ni oblasti nerostouci v bodech x"(m) roklové piimky,

1

b) analogicky pro body y*(/) v antigradientnim sméru,
c) bod x* splyvd s bodem x* 7!,
)

d) proces se zacykloval.

Moznost pfipadii a,b) zdvisi na tvaru funkce Q, po¢dteénim bodu a okamzité ,,pies-
nosti‘* algoritmu, tj. na A%, i*, 5. Nastane-li a) nebo b), mizeme vzit posledni ziskany
bod x* nebo y*~! jako novy pocatek a zaéit algoritmus znovu s mensimi hodnotami A°,
1%, 8. Neusp&jeme-li, bude nejlépe zvolit zcela jiny po&dte¢ni bod. Piipad c) nastane
nejspise pii numerické realizaci algoritmu, pocitd-li se na hranici dosaZitelné pres-
nosti. Pak samozfejm& vypolet ukon¢ime. Jinak je moZno c) oSetfit jako pred-
chozi pfipady. K zacyklovdni procesu (d) mize dojit napf., je-li x¥*' = x*72,
JRFL = QR0 kT = =1 3 ménilo se oznaleni x*, x*~!. Tato a podobné situace
jsou vsak krajné nepravdépodobné; neni proto nutné na né brét zietel pfi programo-
vani algoritmu.

Je-li y* staciondrni bod, miZe byt lokdlnim minimem, maximem nebo sedlovym
bodem. Prvni mozZnost je ovSem nejpravdépodobné&jsi.

Prakticky se osvédgilo aproximovat Q/dx; diferencemi

[O(x1, ooy xi + hyy ooy x,) = O(Xqs ovy Xy ooy X)) B

Je viak tfeba dbdt, aby pfirGstky h; nebyly fadove v&tsi nez 2% (staci uinit h; zdvislymi
na k a polozit hf = min {h, %}, kde h{ jsou ddna).
Vypocet ukonéime podle jednoho z téchto kriterii:
1. ¢isla 7F, i* jsou v nékolika ndslednych iteracich mensi nez dané e,
2. ustane pokles Q.
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Prvni kriterium zajistuje — do jisté miry — poZadovanou piesnost vysledku. Druhé
kriterium je obecngj§i vzhledem k tomu, Ze v pfipadé neostrého minima nemusi
¢isla A%, i konvergovat k nule.

4. NUMERICKA ILUSTRACE

UkdZeme chovdni roklového algoritmu na funkci, kterd se jiz tradicné objevuje
v literatufe jako test novych metod [5], [3], [6], [8]:

O(xy, x,) = 100(x, — x7)% + (L — x,).

Tato funkce obsahuje rokli parabolického tvaru. V tabulce je uvedeno 27 "iteraci
algoritmu z pocdte¢niho bodu x° = (—1,2;1), v némz je Q = 24,2. Byly pouZity

Tabulka

k Q(}’k) m'é /lk Q(xk+l) I(I; }.k “Xk-i-l _xk“
0 4,000 000 4 0,05 3,999 599 2 0,91 0,160 000
1 7,892 609 1 0,1 3,929 892 10 0,005 0,050 954
2 2,561 141 8 0,05 2,428 628 4 0,01 0,760 234
3 2,247 338 2 0,1 2,203 781 3 0,01 0,105 478
4 1,819 524 3 0,1 1,750 670 3 0,01 0,204 349
5 1,580 815 2 0,1 1,512 440 4 0,01 0,109 495
5 1,141 638 3 0,1 1,057 782 4 0,01 0,203 529
7 0,950 760 2 0,1 0,858 197 4 0,01 0,101 406
8 0,739 718 2 0,1 0,684 416 3 0,01 0,102 136
9 0,603 409 2 0,1 0,540 796 3 0,01 0,100 768
10 0,463 916 2 0,1 0,422 524 3 0,01 0,101 855
1 0,313 052 3 0,1 0,248 229 3 0,01 0,198 863
12 0,207 516 2 0,1 0,184 171 2 0,01 0,100 108
13 0,149 427 2 0,1 0,134 601 3 0,005 0,100 481
{14 0,077 072 3 0,1 0,062 775 2 0,005 0,199 911
15 0,068 671 1 0,1 0,038 045 5 0,002 5 0,099 838
16 0,011 728 5 0,05 0,007 027 2 0,002 5 0,224 941
17 0,014 870 1 0,1 0,001 283 5 0,001 25 0,099 847
18 0,000 489 2 0,05 0,000 234 2 0,001 25 0,049 975
19 0,000 380 1 0,05 0,000 110 2 0,000 625 0,049 971
20 0,000 470 1 0,025 0,000 453 2 0,000 312 0,024 939
21 0,000 001 3 0,012 5 0,000 002 1 0,000 156 0,025 044
22 0,000 044 | 0,012 5 0,000 044 1 0,000 078 0,012 506
23 0,000 005 1 0,006 25 0,000 003 3 0,000 039 0,006 231
24 0,000 008 1 0,003 125 0,000 006 3 0,000 039 0,003 136
25 0,000 002 1 0,001 562 0,000 000 3 0,000 039 0,001 549
26 0,000 001 1 0,000 781 0,000 000 2 0,000 039 0,000 773
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hodnoty parametrd o, 5,0, L, L,, M;, M, doporudené v piedchozim odstavci.
Slozky grad Q byly aproximovdny prvnimi pravymi diferencemi s 19 = h9 = 0,0001.
Koneéné hodnoty nezdvisle proménnych jsou x27 = 1,000037, x37 = 1,000 078
a prislusné Q = 0,296. 1078, Celkem se p¥i vypoétu potiebovaly 202 funkéni
hodnoty Q.%)

Aby bylo mozZno si u€init pfedstavu o efektivnosti roklového algoritmu, byl pfiklad
spoditan téZ s vynechdnim roklového postupu v kazdé iteraci, tedy srovnatelnou
metodou nejvétsiho spadu. K dosaZeni bodu (1,000 178; 1,000 338), v némz Q =
= 0,642 . 1077, bylo zapotfebi 2786 hodnot Q ve 443 iteracich.
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Pesrome
OBPAXHbIN AJITOPUD®M AJISI OMPEAEJNEHUS MUHVMYMA
®OYHKUUN HECKOJIbBKUX MEPEMEHHBIX

Spocias 'poyna (JAROSLAV HROUDA)

OcHoBHasi unest ospaxHoro metona [esbdanga-LleTnuna 3akirouaercs B coe-
OYIOLIEM: COHAEM C MOMOUIBI0 METOJa HaWUCKOpSHUIero Criycka B OBpar, CiejlaeM
AT MOCTOSHHOM [UIMHBI HAa MPSIMOM, IKCTPAMOMPYIOiLEd HanpaBJieHWe oBpara,
NOMPABUM 3Ty IKCTPANoOJALMIO METOJOM HaWUCKOopeiulero cnycka M T.O. OTOT
METOJI B HACTOsILLEH CTaThe BUIOU3MEHEH TaKUM 00pa3oM: B oBpar coiaeM rnocpen-
CTBOM €IMHCTBEHHOTO aHTUTPAAUEHTHOTO HanpaBjJeHUsl. MUHUMYMBI Ha aHTUTpaIu-

€HTHOH MOJIyNPSIMOMN U IKCTPAMOTHPYFOLIEH ,,0BPAXHONK* NPSIMOH MOITY4MM HA OCHO-

3) Vypoctet byl proveden na poéitaci Elliott 803 ve VUTEChHP.
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BaHUK TaOIUI 3HAYEHHH MUHMMU3MpPOBAHHOH (GyHkumMKM Q. [QIWHBI 1AaroB 3THX
TabJInL BLIOMPAIOTCS B XO/€ CUYeTa B 3aBUCUMOCTH OT (GopMbl GyHKUMK O TAKUM
obpa3oM, 4ToGbI TpeGOBATOCH KAK MOXKHO MEHbIIE BBIMUCAeHHH (QyHKumn QO LISt
JIOCTHMOKEHUSL JKeJJaeMOW TOYHOCTH. B HauaJte nmpoiiecca HeT HHKAKOH OTHEIbHOM Mo~
roTOBUTEJIbHOM (ha3bl. [IBe OCHOBHbIE YaCTH aJiropuPmMa — OBPaXHbIA U CIYCKOBOH
XoJbl — (OpMaIbHO COBMAIAIOT, YTO obOIeryaeT nporpammupoBaHme. CXoauMocTb
OBpaXHOro ajropudmMa UMeeT TOT XKe XapakTep, Kak CXOAWMOCTb METOAa CIycKa
(He 3aBMCHT CAMLIKOM OT PACCTOSHMS HAYANBHON TOUKM OT MuHnmywma). — IMose-
JleHHe aJIropupMa HITFOCTPUPYETCS HA YUCICHHOM MPUMEPE.

Summary

THE VALLEY ALGORITHM FOR MINIMIZING A FUNCTION
OF SEVERAL VARIABLES

JAROSLAV HROUDA

The basic idea of Gelfand - Cetlin’s valley method is to descend down a valley
by the method of steepest descent, then to make step of fixed length on the line
extrapolating the direction of the valley, to correct this extrapolation by the method
of steepest descent, etc. In the present paper, this method is modified as follows:
Descend down a valley along only one anti-gradient direction; obtain minima along
the anti-gradient ray and the extrapolating ,,valley* line on the basis of tables of values
of the minimized function Q. The step lengths of these tables are automatically adapted
accordingto the form of Q, so as to have as small number of evaluations as possible
to achieve desirable accuracy. The process does not start with any separate pre-
paratory phase. Two basic parts of the algorithm — the valley and descent proce-
dures — are formally identical, which facilitates programming. Convergence pro-
perties of the valley algorithm are of the same type as of descent methods (it is not
particularly sensitive to the distance from the initial point to a minimum). — A nu-
merical example is given to illustrate the behaviour of the algorithm.

Adresa autora: Jaroslav Hrouda, prom. mat., Vyzkumny ustav technicko-ekonomicky chemic-~
kého pramyslu, Stépanska 15, Praha 2.
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