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SVAZEK 11 (1966) A P L I K A C E M A T E M A T I K Y ČÍSLO 4 

SUR QUELQUES THÉORÈMES VARIATIONNELS DANS LA THÉORIE 
DU FLUAGE LINÉAIRE 

IVAN H L A V Â C E K 

(Reçu le 16 février 1965.) 

1. INTRODUCTION 

Les méthodes variationnelles, fondées sur les qualités extrémalles de certaines 
quantités scalaires, jouent un rôle important dans la physique et surtout dans la 
mécanique. C'est pourquoi même dans les domaines modernes de la mécanique 
des systèmes matériels continus, auxquels appartient la théorie du nuage linéaire, 
une tendence se manifeste de déduire les principes variationnels d'un carastère 
similaire comme dans la théorie classique d'élasticité. Ainci p.ex. KanaHOB [1], 
dans la théorie du viellissement des métaux, a formulé les principes analogues aux 
principes de Lagrange-Dirichlet resp. de Castigliano-Menabrea pour le champ 
des vitesses des déformations, resp. pour le champ des tensions. IHecTepHKOB [2] 
a désigné un principe extrémal pour le champ des tensions dans la théorie du durcis
sement par la déformation pour les métaux. BIOT [3] et FREUDENTHAL [4] déduisent 
des principes généraux de cette espèce pour les matériaux aux qualités combinées 
de la matière élastique et de la matière incompressible dissipesant l'énergie. ONAT [5] 
a formulé un principe extrémal pour le champ des vitesses des déformations dans 
un corps avec une loi intégrale de l'hérédité de type convolutif. GURTIN [6] a généra
lisé, outre les principes cités, encore les deux suivants théorèmes variationnels de la 
théorie d'élasticité sur les corps anisotropes avec une loi de l'hérédité de type con
volutif. 

Dans cet article-ci on établit deux théorèmes variationnels analogues aux principes 
de Lagrange-Dirichlet et de Castigliano-Menabrea par un procédé purement mathé
matique des problèmes aux limites formulés d'abord [8] sur le fond d'équivalence 
avec la théorie classique d'élasticité. Le premier théorème variationnel est presqu'une 
conséquence immédiate de notre définition de la solution faible des problèmes aux 
limites. On établit le second théorème variationnel par la méthode des projections 
orthogonales [9]. 

Enfin dans la section 4, on montre comment on peut exploiter les deux théorèmes 
simultanément pour les évaluations des erreurs des solutions obtenues par les métho
des variationnelles. 
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A la différence des travaux [1] — [6], on considère ici une loi de l'hérédité d'un type 
nonconvolutif. 

3afio5iH [11] a déduit un principe extrémal pour le champ des déformations, 
un principe extrémal pour le champ des tensions et un principe analogue an principe 
de Reissner pour les corps de la matière non seulement avec une loi de l'hérédité 
mais aussi de l'âge, alors selon ApyTioHHH [7]. 

La théorie du nuage linéaire, exprimée par les opérateurs intégraux convolutifs 
ou par les opérateurs diférentiels, caractérise les phénomènes héréditaires. 

Considérons la théorie de la viscoélasticité linéaire définie par les opérateurs 
intégraux nonconvolutifs [7], dans laquelle on tient compte non seulement des 
phénomènes héréditaires, mais aussi de l'âge des matériaux. Ainsi, si sik et eik sont 
respectivement les déviateurs du tenseur de tension oik et du tenseur de déformation 
eik, les équations rhéologiques d'état pour un corps homogène et isotrope sont 
données par 

eik(X, T) ~ 9(t, T) dt = G, eik(X, t) 
0 CT 

(1) hik(X,t) = G(t)eik(X,t) 

(2) J i aH(X, t) = K(t) Y eu(X, t) - f £ eH(X, t) | iï(t, T) dr , 
i = l i=l J 0 1=1 CT 

où ré(t, T), Jf(t, T) sont les fonctions de relaxation pour le cisaillement pur et pour 
la déformation volumétrique. 

G(t) = $(t, t), K(t) = X(t, t) 

désignent respectivement les modules d'élasticité instantanée, 

(3) Jf*(t, T) = c0 G(t, T) , (c0 constante positive) . 

La relation (3), qui implique l'invariance par rapport au temps du coefficient 
de contraction latérale [7], rend possible l'emploi de l'analogue élastique pour 
construire les solutions des problèmes aux limites. 

Considérons le problème mixte aux limites formulé dans [8]. Alors on suppose, 
que le domaine Q du corps satisfait aux conditions du second problème aux limites 
([8]-II) et que sa frontière se compose de trois parties disjointes F = Fi + Fu + 
+ Fm, dont n'importe quelle peut manquer. 

Soit donnée la fonction des forces massiques F e L2(Q, J), la fonction de la charge 
de surface pe L2(FU, J) et la fonction des déplacements superficiels f e W^^Q, J) 
telle, que pour tous les t e J on aitf(v) = 0 sur Fm.1) 

Par solution du problème mixte on comprendra la solution faible du problème 

1 ) Les définitions des espaces utilisés ici se trouvent dans [8], f ( v ) signifie la projection du 
vecteur f dans la normale à E 
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aux limites équivalent de la théorie d'élasticité, c'est-à-dire la fonction des dépla
cements u(X, t) G W^1}(__, J) telle, que pour chaque t e J on ait 

1° u = f sur Fl5 

2° II(V) = 0 sur Fm, 

3° pour chaque vecteur-fonction (p(X), qui possède toutes les dérivées continues 
dans __, dont le support est disjoint avec F. et cp(v) = 0 sur Fn!, fait 

з 

_ 
д^ðik(u)dX = І ґ ęiP*áS-ì 
OXk

 i = 1 Ј г „ '=1 
(4) 

où 

(5) 

G^1 étant l 'opérateur inverse à l 'opérateur Gt, défini par (1) 

ФІ&Ï ^ K , 

A / \ ÕU; ÕUk _ , _ V Д OW: ^ _ ! 

*/_» = T~ + - + ð>*(co - D І V = Gt Ч 
oxk 0Xj j=íдXj 

2. LE THEOREME EXTREMAL POUR LE CHAMP DES DÉPLACEMENTS 

La définition de la solution faible sous la forme (4) correspond au principe des 
travaux virtuels de Lagrange pour l'instant t e J fixe, si on pose 

<Pi = Siii, i = 1, 2, 3 . 

La condition (4) exprime que l'état équilibré de déformations, étant caractérisé 
par la solution u0, donne une valeur minimale d'une certaine fonctionelle (de l'énergie 
potentielle totale du problème équivalent d'élasticité instantanée), comme on dé
montre dans le 

Théorème 1. (Le principe du minimum d'énergie potentielle pour le problème 
équivalent d'élasticité instantanée.) Soit t un instant, te J, fixe. Définissons dans 
Vespace W^1}(__) une fonctionelle quadratique 

(6) 

ÛÙ 

Ъ,(u) _ |<u, u> - (u, p*(t)) + (u, â?*(t)) , 

<tl, u> _ _ pðík(u)dX, 

(u,P*(.)) = ľ _u;p*(,)dS, 
Ј r „ i = i 

(u, j ғ*( ř ) ) _ f _ и, _-?(.•) d__, 
Ј n i=i 

285 



âik(u) est la tension modifiée, p*(t) la charge de surface modifiée et —3F*(i) les 

forces volumiques modifiées (à voir (5)), ue W^^Q). 

Après 

(7) ^t("o) < #,(") pour \u - u0\W2(i)(Q) > 0 , u - feHM 

oùu0 = u0(t) est la solution du problème mixte de la viscoélasticité pour le moment 
donné, f = f(t) indique les déplacements sur une partie Ft de la frontière et les 
fonctions veHM satisfont aux conditions géométriques v(v) = 0 sur FIH et v = 0 
sur Fj au sens des traces (à comparer [8]-IIl). 

D é m o n s t r a t i o n : On supprime le signe de la dépendance de t. En démontrant 
le théorème 4([8]-III) on a introduit Pespace hilbertien HM comme une enveloppe 
complète du linéal M des fonctions <p(X) possédant les qualités du point 3° dans 
la définition de la solution faible, dans une norme convenant au produit scalaire 

[ ^ k = X !^âik(w)âX; v,weM. 
i,k=iJQdxt 

On a prouvé que l'espace HM contient précisément un élément w0 tel, que u0 = 
= wo + f représente la solution faible de notre problème, c'est-à-dire pour chaque 
v e HM on a 

(8) [v, W0]HM = (v, p*) - (v, 3F*) - <v5 f > , 

OU 

(v, p*) = i v . f>* dS , (v, &*) = í v . &* áX , 
JTn Jí2 

Í f?H,(f)< = i 
Pour v e HM on définit la fonctionelle 

Hv) = M L - 2{(v, p*) - (v, ^ * ) - <v, f » . 

A l'aide de (8), on peut l'écrire dans la forme 

(9) Hv) = |v - w0 | JM - \w0\
2

HM , 

de laquelle il est évident que 

(10) <P(w0)= ~\W0\
2

HM < <P(v) 

pour 

(H) ! v ~ W0\HM > 0 , v e / 1 M . 
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Écrivons 

u = = f + v , veHM c W ^ 1 ^ ) , 

alors 

uef®HMcz Wil\Q). 

Supposons que la définition de la forme bilinéaire [v% w ] ^ soit élargie sur tout 
l'espace W(

2
1)(Q) et qu'elle possède la forme pareille même pour les éléments de 

W(
2
X)(Q) — HM. Indiquons la forme élargie 

<u, w)= i f | î î i <^(*) dK , u, iv e V t ^ G ) . 

Nous avons alors 

<u, wr> = [u, w]ffM. pour u,weHM 

et la fonctionelle <v, f > introduite ci-dessus correspond à la forme élargie. 

Ensuite on obtient par substitution v = u — f dans la fonctionelle <P(v) 

<p(v) = <P(u ~f)= <u, u> - 2<u, f> + <f, f> -

- 2{(u - f, p*) - (u - f, 3?*) - <u, f > + <f, f >} = <u, u> -

- 2{(u, p*) - (u, iF*)} + 2(f, p*) - 2(f, .^*) - <f, f > , 

où les trois derniers membres ne dépendent plus de u. Nous désignons leur somme 
par 0t(f9 p*, #"*). 

De cela il résulte l'affirmation du théorème 1, si on substitute 

<P(v) = 2<Pt(u) + <Êt(f, p*, /^*) 

dans (10) et les relations 

v = u - f , v»r0 = u 0 - f 

dans (11) et si on emploie l'inégalité 

0 < |u - u0|vif2<->(.0) < <\u ~ UO\HM 

{voir (45) dans [8]-III). 

3. LE THÉORÈME EXTRÉM/XL POUR LE CHAMP DES TENSIONS MODIFIÉES 

Par la manière analogue à la méthode des projections orthogonales nous établissons 
maintenant le théorème dual, qui répond au principe de Castigliano dans la théorie 
classique d'élasticité. 
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Le moment / soit fixé de nouveau et en continuant on supprime le signe de la dé
pendance de t. 

Considérons l'espace de Banach 3~2 des tenseurs symétriques Tavec les composan
tes 

âik(X)eL2(Q), i9k = 1 ,2 ,3 , 

°ik = °ki > 

avec la norme 
3 

\*\&2 = 2 J |(T//c|L2(.Q) 
i,k=l 

et l'espace $(3~2) des tenseurs symétriques correspondants ê(T) avec les compo
santes 

(12) sik = \ ùik - (1 - J - ) 5 t t £ G-,,, (/, k = 1, 2, 3) . 
2 \ 6 9c0 / / = i 

R e m a r q u e 1. Cette formule-ci résulte de la solution des équations (5), où 

8. = \(d_}ii +
 dlï 

2 \axfc a*, 

et répond à la loi de Hook généralisée avec les constantes de Lamé 

X = c0 - $, /i = 1 . 

Nous formons l'espace hilbertien 34? de l'espace 3T 2 comme une enveloppe com
plète de 3~2 employant la norme correspondante au produit scalaire 

(13) (T',T")=[ iôik(r)eik(T")dX. 
JQ *> f e = 1 

En appliquant des formules (12) et (5) on vérifie facilement que la forme bilinéaire 

(13) possède toutes les qualités du produit scalaire dans 3T'2. 

Parce que 

(14) (T, T) = \T\Jr ^ [ >Zel(T)dX, 
JQ i*^1 

et âik est d'après (5) une combination linéaire des composantes sih9 on a 2tf a ZT2 et 
par conséquente, compte tenu des relations (12), l'immersion 3tf dans 3T2 et la 
transformation inverse sont des isomorfismes. 
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Désignons par ffl 1 cz jf Vensemble des tenseurs T' pour lesquels il existe un 
vecteur v' e HM (dont il résulte 

v' = 0 sur T{ (au sens des traces), 

v(V) = 0 sur r[U (au sens des traces) ([8]-I11)), 

tel, que àik(T') vérifie la relation (5), où u = v\ 

Autrement dit, pour T' les conditions de la compatibilité et les conditions homo
gènes géométriques aux limites sont accomplies. 

Ensuite nous notons Jf 2 ^ ^ l'ensemble des tenseurs T"', qui satisfont dans Q 
au sens faible aux équations homogènes d'équilibre 

1 - ^ = 0 0 = 1 , 2 , 3 ) , 
k = l <JXk 

et sur la frontière aux conditions homogènes statiques 

3 

k=l 

<(s) = q" - v(q" . v) = 0 sur FHI, 

c'est-à-dire que pour chaque (p e M on a 

3 

05) í í f<Ѓл 
JQ U s l V*k 

áX = 0 . 

Lemma 1. M\ et ffl2 sont sous-espaces de Jf\ 

D é m o n s t r a t i o n : De la définition il est évident que tous les deux ensembles 
sont des espaces linéaires sur le corps des nombres réels. Nous montrons qu'ils sont 
fermés dans jjf. 

Que la suite des éléments Tn e Jf\ converge dans J»f vers l'élément T' e Jf, 

l i m | T n - T'\^ = 0. 
« - * oo 

Alors ils existe pour chaque T„, Tm e J f t des éléments v,„ vm e HM tels que 

• \Tn ~ Tm\j, = Y f bik{vn) ~ 8*(vm)] [*ifcK) - **(*„)] dK = |v„ - vm|2„M 

et de la convergence des Tn dans J f il résulte la convergence des vn dans HM. 

Alors il existe v' e HM tel que 

l i m k - v 'L = 0 . 
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Si T(v') représente le tenseur correspondant à l'élément v' d'après (5), on a 

l i m | T „ - r (v ' ) | j r = 0 , 
n~* oo 

car 

| r ( v „ ) - T ( v ' ) | ^ = | v „ - v | 7 / M . 

Comme la suite des éléments T„ = T(vn) converge vers T{v') dans Jf7, on doit avoir 
T' = T(v') et l'ensemble 34?\ est fermé dans ffî. 

Considérons maintenant la suite des éléments Tn e 2tf\ convergeant vers T" e M1 

dans jf, 

lim \Tn — T"|̂ > = 0 . 
w—> 00 

D'ici il résulte, en vertu de la continuité de l'immersion Jf7 dans T2, que l'on a aussi 

lim IGV,, - ^ | L 2 ( n) = 0 (/, fc = 1, 2, 3) . 
w-> 00 

La relation (15), étant valable pour tout âik n, nous obtenons par un passage à la 
limite, avec le <p e M arbitraire, la relation 

Í І ^ d X - O , 
Q i,к=l дxk 

c'est-à-dire T" eje?. 

Lemma 2. Les sous-espace J f t et J f 2 sont orthogonaux. 

D é m o n s t r a t i o n : Pour chaque T' e Jtf;
l il existe v' e HM et à celui-ci de nouveau 

une suite des éléments q>n e M telle que 

(16) lim |^B - v'\W2(i>m = 0 , 
n~* oo 

en vertu de l'inégalité (45) dans [8]-III. 

Suivant la définition de tf 2 pour tous les cpn on a 

3 

Г i ^ - ^ d x = o. 
Jßi,fe=i дxk 

si T" avec les composante tr"k appartient dans J'f 2. 

Comme d'après (16) toutes les dérivées de la fonction cpn convergent dans L2(Q) 

vers les dérivées correspondantes (généralisées) de la fonction v\ par le passage 
à la limite on obtient 

(r,T")=ľ Ів„(v'к.dx=ľ i õЛòl 
Jí5Í.*=l JßiД=lCY t 
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Théorème 2. (Le principe de Castigliano pour les tensions modifiées.) Soit Vinstant 
t e J fixe. Définissons dans Vespace 3~'2 des tenseurs T la fonctionelle quadratique 

(17) ^T) = UT,T)-(T,T(f(t))), 

(T, T) = f £ âik ejâjt) dX , 
Jfi;.*=i 

(T,T(f))^[ £**e»(f(.))dX, 
JfiM = i 

où Te ST2, £ik(ôji) est défini par la formule (12), 

2\ dxk dXi J 

et f(t) G W2
l)(Q) est un vecteur donné des déplacements. 

Alors on a 

i/ft(T0) < xjJt(T) pour \T- T0\^2 > 0 , 

Si T se conforme à la condition (4) et T0 = T(u0(t)) représente le tenseur des tensions 
modifiées correspondant à la solution u0(t) du problème mixte pour Vinstant 
donné d'après (5). 

D é m o n s t r a t i o n : Dans la suite supprimons le signe de la dépendance de t. 
D'après le théorème 4 de [8]-IH, il existe une solution u0 e W^^Q) du problème 
mixte aux limites qui accomplit au sens de (4) les équations d'équilibre et les con
ditions aux limites statiques. Notons T(u0) le tenseur correspondant des tensions 
modifiées ôik(u0). 

Te ffl soit un tenseur arbitraire satisfaisant aussi au sens (4) aux conditions 
d'équilibre à l'intérieur même sur la surface du corps. Alors il est évident, d'après 
la définition de Jf2, que 

T(D = T _ T ^ £ ^ 2 ^ 

Si on pose u0 = f + v0, on peut décomposer T(u0) en 

T(u0) = T(f) + T(v0) . 

Comme v0 e HM satisfait aux conditions homogènes géométriques aux limites, 
nous avons T(v0) e J f x et par conséquent 

(18) | T - T(f)\jr = |T(v0) + T^\\ = \T(Y0)\% + |T<2) |^ è |T (v 0 ) | ^ , 

où le signe d'égalité vaut précisément quand 

|r<2>|^ = | T - r(u 0 ) | j r = o . 
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La relation \T — T0\$-2 > 0 est équivalente à la relation |T— T0\# > 0, d'où il 

résulte îe signe d'inégalité dans (18). 

Nous avons ensuite 

\T- T(f)\% = (T T) - 2(T T(f)) + (T(f), T(f)) = 2^,(T) + 

+ \T(f)\% > |T(Uo) - T(f)\% = 2iA,(T(u0)) + \T(f)\Jr 

et d'ici on obtient l'affirmation du théorème 2. 

R e m a r q u e 2. Si âik(x) représente la solution classique des équations d'équilibre 
qui satisfait aux conditions aux limites statiques du problème équivalent (c'est-à-dire 
possédant les dérivées premières continues dans Q), alors on peut remplacer la fonc-
tionelle (T, T(f)) par une intégrale habituelle de surface, car 

(r, T(f)) = f £ ^ôikdx= £ ([ fMikds- [ fi
d^âx) = 

JQi,k=i dxk i,k = i \Jr Jn oxk J 

£ fMik dS + f £ fiP* dS - X f f#î dK 
JT! Uk = i J ru

 £ = 1 U=i Jr? 

où les deux derniers termes ne dépendent plus de Gl/c et on peut l'omettre. 

R e m a r q u e 3. Il faut naturellement compter les tensions effectives oik à l'aide des 
tensions modifiées d'après la formule (voir (5)) 

aik(X, t) = Gt aik(X, T) EE G(t) âik(x, t) - Çâik(X, T) f <§(u T) dT , 
Jo dT 

donc on doit connaître le cours des tensions modifiées dans tout l'intervalle pré
cédent du temps. Dans cela consiste une différence importante entre les deux principes 
extremaux formulés dans les théorèmes 1 et 2, car du principe du théorème 1 on 
obtient directement le vecteur effectif des déplacements u0(t), sans connaître l'histoire 
des déformations ou des tensions dans le corps. Par cela le théorème 1 diffère du 
principe analogue de [11].2) 

4. LES ÉVALUATIONS BILATÉRALES DES ERREURS DES SOLUTIONS 
APPROXIMATIVES OBTENUES PAR LES MÉTHODES VARIATIONNELLES 

Dans les calculs pratiques, on peut exploiter les deux théorèmes 1 et 2 simultané
ment pour l'appréciation de l'erreur de la solution approximative obtenue selon 
le théorème 1 par la méthode de RITZ OU selon le théorème 2 par la méthode (géné
ralisée) de TREFFTZ (comparer [9]). 

) Le théorème 2 aussi diffère (par l'emploi des tensions modifiées) du principe analogue 
dans [11]. 

292 



Soit 

(19) u<"> = f + £ c / " = f+v„ 
i=i 

l'approximation de Ritz minimalisant la fonctionelle <Pt(u) du théorème 1 sur l'ensem
ble /7-dimensionnel des éléments de W2

1)((2) engendré par n éléments linéairement 
indépendants v ( 0 e HM et la fonction donnée f e W[l\Q), à l'aide des combinations 
linéaires de la forme (19). 

Soit 
m 

(20) T(m) = f + E fljri 

l'approximation de Trefftz minimalisant la fonctionelle ijJt(T) du théorème 2 sur 
l'ensemble m-dimensionnel de ZT'2, qui obtenu à partir de m éléments linéairement 
indépendants T, e J«f 2 et du tenseur Te 5^2 satisfaisant à la condition (4), par les 
combinations linéaires de la forme (20). 

Evaluons d'abord l'erreur |u("} — U0\HM de l'approximation de Ritz, où u0 = u0(t) 
représente la solution exacte du problème aux limites. Si on emploie les relations, 
"o = f + vo et (9) pour v = v„, w0 = v0, on a 

|" ('° ~ «o|HM = \Vn ~ Vo\2HM = $(Vn) + \V
0\HM • 

Suivant les définitions des produits scalaires dans Jf et dans HM, il résuite que 

(21) M L = |T(vo)|Jr 

et en employant l'inégalité (18) pour T — T(m) on obtient 

(22) |u<"> - U0\
2
HM <L <P(vn) + |T<"" - T{f)\%, 

Comme 

$(v„) = 20t(u<">) + 2(f, p*) - 2(f, ?*) - <f, f > 

(voir la démonstration du théorème 1), et 

\Tm - T(f)\\ = 2*.(T<«>) + \T(f)\%,, <f, f> = |T(f)|^ , 

on peut écrire l'inégalité dernière sous la forme 

|u<"> - u0\l,M S 2[4>(("
('°) + H?*) + (f'*>*) - (f # " ) ] = 

= Z f (~- *Mn)) + *ï? «i*W) ' ^ï* a,(f)) dX + 
• • • t=On\ 3 x * / 

21 ( jV> - /,) ̂ * dX - ^ (,//'> - /,) p* dS) . + 
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Nous obtenons la même évakiation aussi pour la norme |T (m) — T(u0)\#>, parce 

que, suivant (18), pour T = T(m), T (2) = T(m) - T(u0) nous avons 

\T(m) ~ T(u 0 ) | i = |T*"> - T(f ) | i - |T(y 0) | i 

et suivant (21) et (9) 

~\T(v0)\%= -\v0\
2
BM£*(vH)9 

donc 

\jť \T'm) - T(u0)|iV g * W + l r < m ) - T(f)\l 

comme dans (22) et on peut décomposer le second membre de la manière déjà citée. 

R e m a r q u e 4. Dans les cas singuliers dont nous avons parlé à la fin de la démon

stration du théorème 4 dans [8]-IlI, les théorèmes 1 et 2, les lemmes, définitions 

et remarques cités valent avec la différence que les fonctions q> e M, la solution u0 

et les forces extérieures satisfont aux conditions complétantes (voir [8]). En même 

temps, on peut poser f = 0, car la partie FI de la frontière manque. 

R e m a r q u e 5. Pour le problème premier, second ou contact (voir [8J-I-II-IH) 

tous les théorèmes, lemmes, définitions et remarques cités ici sont valables avec la 

différence que nous remplaçons l'espace HM par l'espace W^X®) dans le premier 

problème, par HQ dans le second et par HR dans le problème contact. Les conditions 

aux limites se réduisent naturellement au seul type correspondant. 
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УуьаЬ 

О ИЁКТЕКУСН УАК1АСМСН УЁТАСН V ТЕОКИ ЬШЕАКгЧ.1 КЕОЕОС1Е 

IVАN НЕАЧ^АСЕК 

V с!апки зе оскогцр гуге та!ета11скои се81ои ъ сШуе 1огти1оуапусп окга]оуусп 

й1ог1 (у12 [8]) с1уё уапаст уё!у, апак>§.скё т т а т а Ч ш т рпгкпрйт Еа§гап§еа 

а Са811§Напа V к1а$юкё геош ргихпозй. 

Ууииуа зе р г к о т екУ1Уа1епсе й1опу гео1о§1е 8 й1оЬои 1еопе рги2П0811 рго реупу 

оканшк, к!ега р1упе 2 ргес1рок1ас1и (3) о перготёппозй коейчлепШ рпспё копггаксе 

V сазе. 

1. уапаст уё!а 1е 1ётёг Ъегргозггеётт ёйзГеёкет ёпуе и^уапё ёепшсе з1аЪёНо 

ге8еп1 окга]оуусН й1оп. 

2. уапаст уё!а 8е сюкаги^е те !оёои ог1о§опа1тсп рго]екс! (У12 [9]). V розгедтт 

ос181аус1 8е икагщ'е, ]ак 1ге оЬои уё! гагоуеп ууигк к оёЬаёи сЬуЬ рпЫ^гпусЬ гезет, 

218капусЬ уапастггп теьоёагш. 

Р е з ю м е 

О НЕКОТОРЫХ ВАРИАЦИОННЫХ ТЕОРЕМАХ 

В ТЕОРИИ ЛИНЕЙНОЙ ПОЛЗУЧЕСТИ 

ИВАН ГЛАВАЧЕК (1УАЫ НЬАУАСЕК) 

В статье выведены математическим путем на основании раньше сформулиро

ванных краевых задач (см. [8]) две вариационные теоремы, аналогичные мини

мальным принципам Лагранжа и Кастильяна в классической теории упругости. 

При этом используется эквивалентность между задачей ползучести и задачей 

теории упругости, которая вытекает из предположения (3) о неизменяемости 

со временем коэффициента поперечного сжатия. 

1-ая вариационная теорема является почти прямым следствием введенного 

раньше определения обобщенного решения краевой задачи. 2-ая теорема дока-

зывется методом ортогональных проекций (см. [9]). В конце работы показано, 

каким образом можно одновременно пользоваться обеими теоремами для 

двусторонних оценок погрешностей приближенных решений, полученных ва

риационными методами. 

Лскезае йе ГаШеиг: 1п1. 1сап Шаиасек С 8 с , Ма1етапску ш и ^ С8АУ, 2л1па 25, РгаЬа I. 
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