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SVAZEK 11 (1966) APLIKACE MATEMATIKY CISLO 4

EIN GRADIENTEN- UND SCHWERPUNKTVERFAHREN
DER LINEAREN UND NICHTLINEAREN OPTIMIERUNG

Kraus LoMMATZSCH

(Eingereicht am 22. Mirz 1965.)

Die Aufgabe der linearen und nichtlinearen Optimierung besteht darin, iiber einer
gewissen wohldefinierten nichtleeren Punktmenge K des euklidischen Raumes E,
solche Punkte x (die sogenannten Losungspunkte) zu bestimmen, die einer vorgegebe-
nen reellen Funktion F(x) einen maximalen bzw. minimalen Wert beziiglich aller
Punkte aus K zuordnen.

Mit x, x bezeichnen wir Vektoren mit den Komponenten X, x,,..., X, bzw.
£y, £, ..., &,. Es sei F(x) eine im ganzen Raum oder in einem Teilraum des E,.
der K umfasst, definierte, iitber K nicht konstante Funktion der n Verdnderlichen
Xis Xayeeey X,

F(x) = F(xy, X3, ..., X,) -

F(x) heisst Zielfunktion, K nennen wir den Restriktionsbereich. Ein Punkt x heisst
Losungspunkt, wenn fiir ihn gilt:

F(x) < F()?) fur alle x e K, wenn es sich um eine Maximumaufgabe handelt
(D 1a);")

F(x) = F(;() fiir alle x e K, wenn es sich um eine Minimumaufgabe handelt
(D 1b).

Die Gesamtheit der Losungspunkte X einer Aufgabe bezeichnen wir mit L (D 2).

Im weiteren beschrinken wir uns auf Maximumaufgaben; alle folgenden Uber-
legungen lassen sich leicht auf die entsprechenden Minimumaufgaben iibertragen.

Die in diesem Artikel angegebenen Gradienten- und Schwerpunktmethoden be-
zichen sich auf einen speziellen Typ der Aufgaben der linearen und nichtlinearen
Optimierung, den wir durch die folgenden drei Festlegungen definieren:

a) K ist eine nichtleere, beschrinkte, abgeschlossene und konvexe Punktmenge des
E, (V1)

') Wir werden Definitionen mit D, Eigenschaften mit E und Voraussetzungen mit V bezeich-
nen.
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b) F(x) = C ist eine Gleichung, die fiir wachsendes (bzw. fallendes) C eine Schar
kongruenter, schlichter Hyperfldchen iiber K beschreibt (V 2);

c) L ist eine nichtleere, konvexe Punktmenge auf dem Rande von K (evt]. eine
Einermenge), sie fallt mit allen lokalen Maxima der Aufgabe zusammen (V 3).

Diese Bedingungen V 1, 2, 3 sind z. B. fir Aufgaben erfiillt, bei denen die Ziel-
funktion F(x) linear und K ein konvexes Polyeder bzw. eine andere abgeschlossene
und konvexe Punktmenge ist, oder bei denen F(x) eine konkave Funktion iiber K
und K eine abgeschlossene und konvexe Punktmenge ist und die Losungsmenge L keine
inneren Punkte von K enthilt (vergl. dazu z. B. [1]).

Entsprechend dem Charakter der vorgeschlagenen Verfahren verwenden wir in
diesem Artikel eine von der klassichen Definition der linearen Optimierung abwei-
chende Klassifizierung. Unter dem Begriff der linearen Optimierung fassen wir alle
die Aufgaben zusammen, in denen F(x) eine lineare Funktion ist

F(x) = c;x; + 3%, + ... + ¢,X,

und K der Bedingung V 1 geniigt (die Forderungen V 2,3 sind dann automatisch
erfiillt). Unter die nichtlinearen Probleme werden wir nur solche Aufgaben einordnen,
die den Bedingungen V 1, 2, 3 geniigen und deren Zielfunktion F(x) dabei nichtlinear
ist.

Die hier vorgeschlagenen Losungsmethoden sind unendliche Iterationsverfahren.
Gegeniiber allen bekannten Gradientenverfahren verlduft der Iterationsweg ganz
im Innern von K (vergl. etwa das Verfahren der projizierten Gradienten von ROSEN,
das Multiplexverfahren von R. FriscH, die Methode von BuLAWwSKl u.a. —
iibersichtliche Darstellungen dieser Methoden und Bibliographien findet man
z. B. in [1], [2] und in vielen Einzeldarstellungen). Wenn Ph. WoLre in [3] die
bekannten Losungsverfahren mit dem Aufstieg auf einen Berg vergleicht, so kann
man die hier beschriebenen Methoden als Verfahren des ,,inneren Aufstiegs** charak-
terisieren. Wir setzen voraus, dass uns in jedem Fall ein innerer Punkt x, bekannt ist
(V 4). Von diesem ausgehend, werden abwechselnd Bewegungen in Richtung des
Gradienten von F(x) und Schwerpunktberechnungen in entsprechenden konvexen
Punktmengen ausgefithrt, bzw. nur Schwerpunktberechnungen. Soweit mit dem
Gradienten der Zielfunktion F(x) gearbeitet wird, milssen wir natiirlich auch noch
seine Existenz fordern (V 5). Zum Schluss dieses Artikels werden noch Méglichkeiten
angegeben, wie die Berechnung der Schwerpunkte durch recht einfache Rechnungen
umgangen werden kann; dieser Absatz hat allerdings nur empirischen Charakter,
da die dort angegebenen Methoden bisher noch nicht allgemein abgeleitet wurden.
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§ 1. EIN GRADIENTEN- UND SCHWERPUNKTVERFAHREN
DER LINEAREN OPTIMIERUNG

Die Aufgabe lautet:

zu maximieren ist die lineare Form
n
(1) F(x) =Y ¢x;
i=1

iber der n-dimensionalen, die Bedingung V 1 erfiillenden Punktmenge K.
x, sei irgendein Punkt des E,. Wir definieren die Hyperebene F, und den Halb-
raum H,

(D3) F. = {x; F(x) = F(x,)},
(D 4) H, = {x; F(x) = F(x,)} .

Il

Fiir das weitere setzen wir noch voraus, dass ein innerer Punkt x, (der Ausgangs-
punkt) aus K bekannt sei (V 4) und dass K, = K n H, endlich ist (V6), d. h. dass
die konvexe Punktmenge K, keinen Halbstrahl enthilt. Dadurch ist gesichert, dass
auch Lnur endliche Punkte enthilt.

Wir definieren die Schnittebenen T, und die Schwerpunkte s,:

T, = K N F, fiir irgendeinen inneren Punkt x, aus K (D5), die T, sind nicht
leer, denn x, € T;, und wieder konvexe Punktmengen, sie haben die Dimension
n—1(E1);

f xdT,
(D6) L

J dT,
Tk

s, ist ein innerer Punkt von T,, falls T, innere Punkte besitzt (E 2).

>

Wir sagen, dass eine Schnittfliche T, oberhalb einer Schnittfliche T, liegt — in
Zeichen T, > T, —, falls F(x,) > F(x,) (D 7).

x, sei ein innerer Punkt aus K. Das Grandienten- und Schwerpunktverfahren
besteht aus 2 Phasen, die miteinander abwechseln:

(2) 1. Auf der durch x, bestimmten Schnittfliche T, wird der Schwerpunkt s, gemiss
D 6 berechnet.

(3) 2. Bewegung in Richtung des Gradienten ¢ von F(x), wobei s, als Ausgangspunkt
genommen wird
X, =8, + gu¥c,

dabei ist u® die Linge der Strecke von s, lings des Gradienten ¢ bis zum
Rand von K und g eine reelle Zahl mit 0 < g < 1. x,,, ist also ein innerer
Punkt von K. Man geht wieder zu Phase 1 iiber.
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Wir bemerken noch, dass F(x,) = F(s,) (E 3) und dass die Bewegungsrichtung
in Phase 2 so gewihlt wird, dass F(s,) < F(x,,,) (V7).

Beginnt man nun mit einem beliebigen inneren Ausgangspunkt x, € K, so ldsst
sich — wie man leicht sieht — eine unendliche in K liegende Punktfolge x,, x,, x5, ...
-eus X, X415 ... Nach dem obigen Verfahren konstruieren, der die ebenfalls unendli-
che Folge von Schnittflichen Ty, Ty, T5, ..., Ty, T+, ... eindeutig zugeordnet ist.
Auf Grund der gemachten Voraussetzungen (V 7) gilt

(E4) To<Ti<T,<...< T, < Typy <...
Fiir jeden Losungspunkt x gilt wegen D 1a und V 3
(E5) F(x,) < F(x),v =0,1,2, ...

In dem folgenden Satz wird nun gezeigt, dass die Folge {T,} gegen die Losungsmenge
L konvergiert, d. h. auch die Folge der Punkte {x,} bzw. {s,} ndhert sich mit beliebiger
Genauigkeit einem Losungspunkt x der Aufgabe. Der Beweis beruht auf dem Aus-
wahlsatz von BLASCHKE, der hier nach [4] (wo auch die hier benutzten geometri-
schen Begriffe und Eigenschaften konvexer Punktmengen zu finden sind) zitiert
wird:

Ist eine nicht endliche Menge von Eikorpern gleichmissig beschriankt, so dass

sie alle in der gleichen ausreichend grossen Kugel liegen, so ldsst sich eine

Eikorperfolge herausgreifen, die gegen einen Eikdrper konvergiert.

Satz 1. Eine Teilfolge, der nach dem obigen Verfahren ((2), (3)) konstruierten
Folge {T,}, konvergiert unter den gemachten Voraussetzungen V1 und V4 gegen
eine Punktmenge Ty, fiir die gilt T; = L.

Beweis. Die Folge {7} liegt in K, sie ist also gleichméssig beschrinkt. Da nach
Voraussetzung die Folge {T,} nicht endlich ist und die T, (k = 0, 1, 2, ...) konvex
sind, kann man auf Grund des Blaschkeschen Auswahlsatzes eine unendliche Teil-
folge {T}} aus {T,} herausgreifen, die gegen einen konvexen Teilkdrper konvergiert.
Diesen nennen wir Tg. Fiir Tg gilt T, < Tg fir alle k (E6). Wir werden nun zwei
Fille unterscheiden:

1. T, hat mit K innere Punkte gemeinsam. Dann hat T aber einen Schwerpunkt,
der auch innerer Punkt ist. Auf Grund der Konvexitit von K kann das Verfahren
dann fortgesetzt werden, d.h. oberhalb von T liegen unendlich viele weitere T; mit
T, > Tg. Dieser Fall steht im Widerspruch zu E 6 und kann nicht eintreten.

2. T; hat mit K nur Randpunkte gemeinsam. Auf Grund der Beziehung D 5 ist
T, eine Hyperebene F(x) = F(x;) zugeordnet, wobei x; ein Punkt der Menge T ist.
Es gilt: F(x) = F(x;) ist, da T; nur Randpunkte von K besitzt, eine Stiitzebene
von K und enthilt T;. Auf Grund von E 6 gilt fiir alle x; aus T, dass F(x;) = F(x)
fir alle xe K, d. h. T = L.
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Zum Schluss des Beweises sei noch bemerkt, dass Tj; auch eindeutig bestimmt ist.
Giibe es eine andere unendliche Teilfolge {T} der Folge {7}, die gegen den konvexen
Korper T, konvergiert, so wiren die beiden Hyperebenen F(x) = F(x7) und F(x) =

= F(xg), x; € Tg, xg € Ty, parallele Stiitzebenen von K, d. h. sie fiellen zusammen.

Anmerkung. Der Beweis ist auch fiir g = 1 richtig. Die numerische Berechnung
wiirde jedoch erschwert werden, da in jeder zweiten Phase (2) eine erneute Entschei-
dung erforderlich wire, welche Punkte im Innern von K liegen (vergl. § 4).

§ 2. EIN GRADIENTEN- UND SCHWERPUNKTVERFAHREN
DER NICHTLINEAREN OPTIMIERUNG
Die Aufgabe lautet:
zu maximieren ist die reelle Funktion
4) F(x) = F(xy, X3, ..., X,)

tiber der n-dimensionalen, die Bedingungen V 1 erfiillenden Punktmenge
K. Es wird weiter vorausgesetzt, dass die Bedingungen V 2 und V 3 erfillt sind.

Es sei x, € K. Wir definieren nun die konvexe Punktmenge H,, die Hyperfliche F,,
den konvexen Korper K, und die Schwerpunkte s, folgendermassen:

(08 Hy = (x5 F(x) 2 Fx))
(D9) F, = {x; F(x) = F(x,)},
(D 10) K, = H nK,

x dK,
(D 11) s, = 'L——— .

Jde

Ein innerer Punkt x, aus K wird als bekannt vorausgesetzt, V 4. Weiter fordern wir,
dass K, endlich ist (V 8), d. h. K,, enthalte keinen Halbstrahl.

Das Verfahren besteht dann wieder aus den folgenden beiden Schritten:

(5) 1. Ist x, ein innerer Punkt von K, so bestimmen wir in K, den Schwerpunkt s,
gemiss D 11.

(6) 2. In dem Punkt s, bestimmen wir den Gradienten c, der Funktion F(x) und
bewegen uns in Richtung von ¢, zu einem Punkt X, ; gemiss der Formel

= k
X 41 =85, + guWc, ,

wobei u*’ die Linge der Strecke von s lings ¢, bis zum Rande von K und g
eine reelle Zahl mit 0 < g < 1 ist.
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Es gilt offensichtlich K, o K, (E 7) (das folgt sowohl aus D 1a, D 10 und D 11
wie auch aus der Bedingung 0 < g < 1).

Mit dem Ausgangspunkt x, € K beginnend, kénnen wir nach diesem Verfahren
wieder eine unendliche Punktfolge

(7) . Xgy Xy euny Xy X 15 o -
konstruieren, der die unendliche Kette konvexer Punktmengen
(8) KooK, o>...o0K,2K;yy ...
eindeutig zugeordnet ist.

Satz 2.. Die nach dem obigen Verfahren ((5),(6)) konstruierte Folge {K.,}
(v=0,1,2...) konvergiert unter den gemachten Voraussetzungen V1, V2 V3,
Va4, V5und V8 gegen eine Punktmenge K, fiir die gilt Kg; = L.

Beweis. Die unendliche Folge {K,} geniigt den Bedingungen des Blaschkeschen
Auswahlsatzes (vergl. § 1). Es existiert also eine Teilfolge konvexer Kérper {K;},
die gegen einen konvexen Korper K; aus K konvergiert. Es gilt K, = K fir
v=20,1,2,... (E8). Enthillt K; innere Punkte von K, so besitzt K einen Schwer-
punkt s;, der innerer Punkt von K ist, folglich gibt es ein k* mit K; > K., das
widerspricht jedoch der Eigenschaft E 8.

Enthélt K; nur Randpunkte von K, so ist K; = L, denn nach D 9 und D 10 ist K4
ein F; zugeordnet, das dann von K zur Randpunkte enthiilt und deshalb eine Stiitz-
fliche von K ist. K ist wegen der an F(x) gestellten Forderungen auch eindeutig
bestimmt.

Beziiglich g = 1 vergleiche die Anmerkung im Paragraphen 1. Die Uberlegungen
dieses Paragraphen sind ohne weiteres auch auf lineare Zielfunktionen tibertragbar.

Das hier angegebene Gradienten- und Schwerpunkverfahren bedeutet in gewissem
Sinne eine Linearisierung der Zielfunktion. Wir fiithren eine weitere Verdnderliche z
ein

(9) F(x) = z.

Fiir jedes x, der Folge (7) nimmt z einen bestimmten Wert an; ordnen wir x, die
Zahl z, durch die Vorschrift F(x,) = z, zu (v =0, 1, ..., k, k + 1, ...), so erhalten
wir gemdss (7) und (8) eine aufsteigende Zahlenfolge

(10) 20 <2y <Z3 < e < 2 < Zpyqg < oo

Die Aufgabe lautet dann, ein maximales z iiber K zu bestimmen. Im v. Schritt wird
jeweils zu den K bestimmenden Restriktionen die weitere Restriktion F(x) = z,
hinzugenommen, deren rechte Seite sich offensichtlich von Schritt zu Schritt dndert..
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§3. EIN REINES SCHWERPUNKTVERFAHREN

Das im 2. Paragraphen vorgeschlagene Verfahren fiir die Losung der dort ange-
gebenen Aufgabe (4) kann folgenderweise abgedndert werden:

Beginnend mit einem Punkt x, € K, berechnet man den Schwerpunkt s, von K,
wir setzen x, = s, und bestimmen in K,, das durch x, festgelegt ist, den Schwer-
punkt s,, setzen wieder x, = s; etc. Wir erhalten so wieder eine unendliche Punkt-
folge {x,} und eine unendliche Folge konvexer Kérper {K,}, v=10,1,2,...
wewk, k +1,.... Da s, immer ein innerer Punkt von K, ist, gilt wieder K, > K,
(E9). Die unendliche Folge {K,}, v =0, 1,2, ... konvergiert unter den gemachten
Voraussetzungen V1, V2, V3, V4 und V 8 gegen die Losungsmenge L der entspre-
chenden Aufgabe. Der Beweis verlduft wie der im Paragraphen 2.

Dieses Verfahren gestattet die Losung der im Paragraphen 2 formulierten Aufgaben
auch in den Fillen, in denen der Gradient von F(x) nicht bekannt ist oder iiber-
haupt nicht existiert.

§ 4. EINIGE VORSCHLAGE DER ERSETZUNG DES SCHWERPUNKTES
DURCH ANDERE INNERE PUNKTE

Der Restriktionsbereich K wird in der Praxis meistens durch eine Reihe von
Ungleichungen beschrieben. Aus der gegebenen Aufgabe kann oft nicht ohne grossere
Schwierigkeiten festgestellt werden, welche der gegebenen Ungleichungen wesentlich
zur Bestimmung von K beitragen. Die konvexen Punktmengen T, und K, sind auch
nur indirekt bekannt. Die Bestimmung ihrer Schwerpunkte ist also eine sehr schwie-
rige Aufgabe. In diesem Paragraphen mdochten wir einige Vorschlige machen, die
Schwerpunktberechnung durch einige einfachere Rechnungen zu ersetzen, und zwar
durch die Berechnung sog. Ersatzpunkte.

Fiir die Ableitungen der Ergebnisse der vorhergehenden Paragraphen waren ins-
besondere folgende Eingenschaften des Schwerpunktes ausschlaggebend:

1. die Grosse F(s,) ist nicht kleiner als die Grosse F(x,) — bzw. grosser als F(s,_,);

2. s, ist ein innerer Punkt von T, bzw. K;;

3. s, liegt zentral in T}, bzw. K, (die gesamte Gestalt von T, bzw. K, wird bei der
Bestimmung von s, beriicksichtigt).

Bei der Wahl von Ersatzpunkten bereitet offensichtlich die Erfiillung der dritten
Eigenschaft grossere Schwierigkeiten. Fiir die Beurteilung der Giite eines Ersatz-
punktes wire eine schirfere Kennzeichnung der Eigenschaft, ,,zentrale Lage* erfor-
derlich.

Fiir einige praktische Rechnungen wurden vom Verfasser drei Verfahren ange-
wendet, die mit Form A, Form B und Form C bezeichnet werden sollen. Die Ersatz-
punkte werden wir wieder mit s, bezeichnen. Desweiteren werden wir, anstatt uns
speziell auf die T, bzw. K, zu beziehen, unsere Verfahren in einer allgemeinen konvexen,
beschrankten und abgeschlossenen n-dimensionalen Punktmenge K beschreiben.
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In K wihlen wir n senkrecht zueinander stehende Richtungen beliebig aus, die
wir mit I, I,, ..., I, bezeichnen (im Falle der Mengen K, konnen es z. B. die Einheits-
vektoren sein, im Falle der T, Vektoren, die senkrecht zum Gradienten von F(x)
sind). x, sei ein innerer Punkt aus K, der uns als Ausgangspunkt dient.

Form A. Es werden 2n Randpunkte P; und Q; berechnet (i = 1,2, ..., n). Die
Punkte P; sind die Schnittpunkte der Halbstrahlen x, + tI; und die Punkte Q; die
Schnittpunkte von x, — tI; mit dem Rand
von K(1 > 0). Wir setzen nun

’Zl(Pf + Q)

(11) Sy 5 .

Die Lage des Punktes s, hingt von der Wahl
der Vektoren I, I,, ..., I, sowie von der Lage
des Ausgangspunktes x, innerhalb von K ab.
Es lassen sich leicht Beispiele angeben, wo
der Punkt s, nur eine um wenig ,,bessere* Lage
als der Punkt x, hat, und zwar gerade in den Fillen, wo x, in der Nihe des
Randes von K liegt (vergl. Abb. 1).

Da es im Interesse eines moglichst einfachen Algorithmus der Aufgaben der
Paragraphen 1, 2 und 3 liegt, mit einem wihrend der gesamten Rechnung fest vor-
gegebenen System von Vektoren I, 1,,...,[, zu arbeiten, darf g nicht zu gross
gewihlt werden. In den gerechneten Beispielen musste g in der Grossenordnung
0,05 < g < 0,3 genommen werden. Rein anschaulich gesprochen, muss man der
Punktfolge {x,} Zeit lassen, ,sich in eine zentrale Lage einzuspielen‘‘. Beispiele
zeigten, dass sich dieses ,,Einspielen‘ viel besser in der Form B vollzog (d. h. g konnte
grosser gewihlt werden).

Abb. 1.

Die Form B besteht darin, dass jeweils nur der Mittelpunkt m; einer Strecke P;Q;
berechnet wird (d. h. fiir ein bestimmtes i), woran sich eine Bewegung in Richtung des
Gradienten von F(x) anschliesst, dann wird wieder der Mittelpunkt einer Strecke
P,Q; fiir ein anderes i bestimmt, etc. Es ist nur darauf zu achten, dass alle Richtun-
gen I; gleichmissig beriicksichtigt werden.

Die Problematik der Wahl der Grosse g bleibt allerdings prinzipiell bestehen.
Prizise Aussagen scheinen nur mdoglich zu sein, wenn wir die Gestalt von K kennen.

Form C. Zur Beschreibung benutzen wir dieselben Bezeichnungen wie oben.
Fir i = 1,2, ..., n filhren wir nacheinander die folgenden Rechnungen durch

Pt Q
(12) m;: = o

X = m;,
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Dann setzen wir Sfcl) * = X, und beginnen wieder von vorn. Die Rechnung wird
abgebrochen, wenn keine grosseren Anderungen mehr eintreten, d.h. wenn sich z. B.
st nur wenig von s{’~" unterscheidet, wir setzen dann s,: = s{” (v > 1, natiirliche
Zahl).

Allerdings ist bisher noch nicht allgemein nachgewiesen, ob in einer konvexen
Punktmenge K der eben beschriebene Prozess zu einem festen Punkt r, aus K kon-
vergiert. Die gerechneten Beispiele lieferten jedoch ausgezeichnete Ergebnisse.
Bereits nach ein bis zwei Umldufen des Prozesses (12) dnderte sich der Punkt s{”
kaum noch. In den Gradientenverfahren konnte g = 0,9 bzw. sogar g = 0,999
entsprechend den Moglichkeiten der verwendeten Maschine gewéhlt werden, so dass
die Form C sich als sehr effektiv erwies. Desgleichen konnte sie erfolgreich fiir die
reine Schwerpunktmethode angewendet werden (etwas abgewandelt als Form N).

Diese Resultate legen es nahe, die durch (12) erzeugte Punktfolge niher zu unter-
suchen. Sie hdngt offenbar nicht mehr wesentlich vom Ausgangspunkt ab. In ein-
fachen Fillen (wenn K z. B. ein Kreis, ein Rechteck oder Dreieck ist) existiert der
Punkt r; sicher. Seine Lage ist allerdings im allgemeinen nicht invariant gegeniiber
der Wahl der Vektoren Iy, I, ..., I,.

In einem unter dem gleichen Titel erscheinenen Artikel in der Zeitschrift ,,Ekono-
micko-matematicky obzor** [5] werden fiir die hier geschilderten Verfahren Algorith-
men, ALGOL-Programme und Beispiele angegeben. Es sei aber darauf hingewiesen,
dass diese Methoden nur Vorschlidge sein konnen und ihre effektive Anwendung
sowohl von theoretischer Seite weiterer Untersuchungen (insbesondere der Form C
bzw. anderer Formen zur Berechnung von Ersatzpunkten) als von praktischer Seite
einer geschickten Programmierung bedarf, um voll die Vorteile auszunutzen, dass
der gesamte Losungsprozess auf eine Reihe von Schnittpunktberechnungen zuriick-
gefiihrt worden ist.
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Vytah

GRADIENTNI METODA A METODA TEZIST PRO
LINEARNI A NELINEARNI PROGRAMOVANI

KrAus LOMMATZSCH

Dosud zndmé metody fesSeni Gloh hlavné nelinedrniho programovani jsou po strance
numerické velmi téZkopddné a Casové ndroéné. V ¢lanku je navrZen pro feSeni urcité
tfidy uloh toho druhu nekoneény iteraéni postup. (Pfedpoklady: ugelovd funkce
je takovd, Ze F(x) = C znadi systém kongruentnich nadploch (V 2), bodovd mnoZi-
na K pripustnych feseni je konvexni (V 1) a soustava L feseni X je konvexni bodovd
mnoZina na kraji mnozZiny K (V 3)). Posloupnost bodit x, ziskanych iteradni metodou
lezi pritom celd uvnitf mnoziny K. Jsou provadény stiidavé dva pohyby:

1. v podmnozing T, (D 5) resp. K, (D 10) mnoziny K, které jsou uréeny bodem x,
je vypodteno t€Ziste s, bodii z T, resp. K, (pohyb uvniti K);

2. pohyb ve sméru gradientu funkce F(x) smérem od s, k ,,lepSimu‘ vnitfnimu
bodu x;;, v mnoziné K (3), (6),

Pomoci Blaschkeho véty o vybéru se dokazuje, Ze takto konstruovand posloupnost
pro lineérni (§ 1) a pro uréité nelineaﬁrni L'léelové tunkce (§ 2) konverguje k bodu, kter)'/

vvvvv

Myy

pohybu. Aby se odstraml obt17ny vypocet t&zZiste, ]SOU v §4 navrZeny tfi metody
(A, B, C) pro uréent jinych vnitinich bodt v T, resp. K, (tak zvany ndhradni bod, ktery
md podobné vlastnosti jako t&Zist€ — 1. az3.v§4). Tak byl cely postup v podstats
preveden na fadu vypocCtl prusecik. Dikaz konvergence pro varianty A, Ba C
nebyl dosud podan. Prvni numerické vysledky a algoritmy jsou uvedeny v ¢lanku,

ktery vychdzi témer souCasné v Casopise ,,Ekonomicko-matematicky obzor*.

Pesrome

METOJ TPAJAUEHTA U LUEHTPA TSXXECTU JIMHEMHOIO
1 HEJIMHEMHOIO MPOTPAMMUPOBAHUS

KITAYC JIOMAY (KLAUS LOMMATZSCH)

M3BecTHbIe OO CHX NMOP METOIbI pELIeHUsl 3a1ady MPexAe BCero HEeJMHEHHOro
NPOrpaMMHPOBAHUS C TOUYKH CPEHUS YUCICHHBIX BBIYUCIECHUI CIMLIKOM FPOMO3IKH
M JUTUTedbHbI. B cTaThe MpemsiokKeH [T pelleHust OMpeleeHHOro Kjacca 3aaay -
3TOro Tuna OeckoHeuHbIH HTepaluoHHblit mpouecc. ([IpeamosroxeHus: LeseBas
dyHkumMs sBaseTcsa Takou, uTto F(x) = C o3Ha4yaeT CUCTEMY KOHIPYEHTHBIX TUTIEp-
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nosepxHocreit (V 2), ToyeuHoe MHOXK2CTBO K HOMYCTUMbIX PELUSHUH SBIAETCS
BoInykJTbiM (V 1) M cucTema L petueHuii X sIBISETCA BbITYKIBIM TOYEUHbBIM MHOXKE-
ctBoMm ¢ kpast mMHoxectBa K (V 3)). Ilpu 3TOoM mocienoBaTebHOCTb TOYEK X,
TIOJTYHEHHBIX MTEPALMOHHBIM METOIOM, HAXOAUTCS LEJTMKOM BHYTPU MHOXecTBa K.
B nipotiecce yepenyroTcs aBa JBHKSHMSL:

1. B nmoamuoxectee T, (D S5) wm xe K (D 10) muoxectBa K, onpeaesteHHbIX
TOYKOM X, HAHAEH LUEHTP TKECTH S, Touek U3 Ty nwin xe Kj (mBuxenue BHyTpu K);

CX13

2. IBH)XEHME B HANPABJIEHUK TpanneHTa GyHKuun F(X) OT §; K, Jyqluei‘ BHyTpeH-
Hel Touke X, . ; B MHOXxecTBe K (3), (6).

[Ipu nomour TeopeMbl BbiOOpa Bualike aokazaHo, YTO TOCTPOEHHAS TAKHM
obpa3oM nocr210BaTeIbHOCTh CXOANTCSL TSl JIMHEWHBIX (§ 1) M AT onpeaeseHHbIX
HeJTMHEHHbIX LeseBbIX PyHKUH (§ 2) K TOuke, KOTOpas SIBJISIETCS. PeileHUeM 3a1auu.
B § 3 onucan 4MCTBI METOM UEHTPA TSXKECTH, KOTOPbI UCMOJIb3YST TOJILKO MEPBOEC
nBuxerue. YToObl YCTPaHUTh TPYAHOE BbIYMCIEHHE LEHTPA TSXKECTH IMPE/AJOKEHbI
B §4 Tpu metona (A, B, C) mist onpenesleHnst Apyrux BHYTPEHHUX Touek B Tj WiIH
e K, (Tak Ha3z. 3amacHas TOouka, oOjiajarolasi aHaJOTMYHBIMU CBOWCTBAMM, Kak
ueHTp Tskectn — 1.—3. B §4). Takum oOpa3zom, Becb MpouUecc, MO CYWECTBY,
CBOJIMTCSL K BBIYMCIEHHIO psiAa TOoueKk mnepeceveHus. Joka3aTesbCTBO CXOAMMOCTH
nis BapuantoB A, B u C noka He mpousBeneHo. [lepBbie YHCIIEHHbBIE PE3ybTaThbl
u anropudmsl NpHBENEHbI B CTaThe, KOTOpAsl MOYTH OJHOBPEMEHHO BBIXOAMT M3
neyatu B xypHaje ,,Ekonomicko-matematicky obzor.

Anschrift des Autors: Klaus Lommatzsch, Borsigstr. 29, 104 Berlin, DDR.
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