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SVAZEK 12(1967) APLIKACE MATEMATIKY ČÍSLO 1 

METODICKÁ POZNÁMKA K SKÚMANIU OJNICOVÝCH KRIVIEK*) 
MAJÚCICH TVAR AERODYNAMICKÉHO PROFILU 

VLADIMÍR BÁRDOŠ 

(Došlo dna 14. augusta 1965.) 

UVOĎ 

Problém mechanického opracovania aerodynamických profilov, ako sú například 
prierezy lopatiek oběžných kolies turbín, atď., je velmi náročný a jeho riešením 
sa zaoberá viac pracovísk ako aj odborníkov či už u nás alebo v zahraničí. 

Po jednej z ciest v tejto oblasti výskumu uberajú sa aj doc. Ing. MEDVEC a kolektiv. 
Syntéza rovinných mechanizmov metodou štiepenia rovnic [1], ktorú rozpracoval 
Medvec, viedla pri aplikovaní tejto metody k rovinným mechanizmom, ktorých 
body příslušných ojníc (v češtině tehlíc) opisuj úojnicové křivky (v češtině „tehlicové 
křivky") tvaru aerodynamického profilu [2]. Nakolko možno tieto rovinné mecha
nizmy použiť k opracovaniu lopatkových profilov, bola táto myšlienka ďalej rozvý-
janá v prácach [3] a [4], avšak cesta ďalšieho rozvoja viedla ku graficko-geometric-
kým úvahám. 

Ciefom tejto metodickej poznámky je poukázat' na možnost' získania diferenciálnej 
rovnice, ktorá odpovedá rovnici čiary uvedenej v práci [2], ktorú opisuje bod A 
rovinného mechanizmu na obr. 1, čím sa vytvára možnost'zobrazit'příslušné ojnicové 
křivky pomocou vhodných analogových počítačov, a určenie rovnic ojnícových 
kriviek bodov E členov 5 rovinných mechanizmov na obr. 3 a obr. 4 pomocou 
rekurentných vzťahov ([5], [7], [9]), ktorých ekvidištanty majú tiež tvar aerodyna
mického profilu, a uvedie sa tiež všeobecný postup určenia rovnice ekvidištanty. 

1. ZÁKLADNÉ ÚDAJE 

Rovnica ojnicových kriviek z [2] (obr. 1) pre všeobecné hodnoty parametrov 
a, b, c a d daného rovinného mechanizmu je 

(1) x2y2 - labxy + bV - 2b2dy + b2(a2 - c2 + d2) = 0 , 

*) V češtině sa používá u viacčlenných rovinných mechanizmov miesto termínu ,,ojniční 
křivky" termin „tehlicové křivky". 

40 



cize 

(la) 

alebo vo všeobecnosti 

(2) 

pričom v tomto případe 

n = 4 , at = a , a2 = b , a3 = c , a4 = d . 

f(x, y, a, b, c, d) = 0 , 

f(x, y, я.) = 0, i , ..., n , 
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Obr. 1. 

Z rovnic (1), (1a) a (2) plynie, že uvedené ojnicové křivky sú vo všeobecnosti 
štvorparametrickou sústavou rovinných čiar, ktorých rovnica je rovnicou štvrtého 
stupňa. 

Zavedením nových parametrov 

(3) ЯІ = - , я 2 = - , Я3 = - , ò = 1 , 
b b b 

přejde rovnica (1) do tvaru 

(4) x2y2 - X,xy + y2 - 2A3y + A2 - A2 + A2 = 0 , 

alebo vo všeobecnosti 

(4a) / 1 (x ,y ,A 1 ,A 2 ,A 3 )--0, 

tj. v tomto případe sa počet parametrov znížil o jednu, pričom jednotkou pre meranie 
parametrov Au X2 a A3 je dlžka b. 

Cielbm časti tejto metodickej poznámky je poukázat' na možnost* získania di-
ferenciálnej rovnice, ktorá odpovedá rovnici (1), resp. (4), čo potom umožňuje pri 
daných počiatočných podmienkach zobrazit' příslušné ojnicové křivky pomocou 
vhodných analogových počítačov. 
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2. VŠEOBECNÝ OPIS POSTUPU 

Analogový počítací stroj slúži na riešenie diferenciálnych rovnic a to jak lineárnych 
tak aj nelineárnych. To znamená, ža ak existuje diferenciálna rovnica, ktorá zobrazuje 
určitý jav alebo objekt, analogový počítač može poskytnut'riešenie tejto doferenciálnej 
rovnice a tým poskytnut' informacie o priebehu javu alebo stave a tvare objektu. 

Z uvedených skutočností plynie možnost' zobrazenia ojnicových kriviek, ak sú 
známe ich rovnice v analytickom tvare. 

Z teorie diferenciálnych rovnic ([8]) je známe, že ak existuje rovnica typu (2), 
možno vo všeobecnosti z tejto rovnice parametre av (i = 1, ..., n) eliminovat' tým 
spósobom, že sa rovnica (2) n-krát derivuje, čím sa získá sústava n + 1 rovnic, 
ktoré vo všeobecnosti popři premenných x a y a, parametroch at obsahujú aj deri-
vácie závisle premennej, a to prvú až n-tú; vylúčením parametrov a{ sa potom získá 
diferenciálna rovnica, ktorá bude mať vo všeobecnosti tvar 

(5) F(x,y,y',...,/n)) = 0. 

Riešením rovnice (5) pri daných počiatočných podmienl^ách získá sa zas vo všeobec
nosti rovnica typu (2). 

Z vyššie uvedeného vychádza časť metodickej poznámky, ktorá je obsahom tohoto 
pojednania. 

Ak je známa rovnica ojnicovej křivky, ktorej všeobecný tvar je daný rovnicou (2), 
potom vo všeobecnosti možno určiť diferenciálnu rovnicu typu (5), ktorá odpovedá 
príslušnej rovnici ojnicovej křivky; na určenie tejto diferenciálnej rovnice použije 
sa vyššie uvedený postup. Počiatočné podmienky sú vo všeobecnosti funkciami 
nezávisle premennej a funkciami parametrov a í ? teda měněním počiatočných pod-
mienok v technicky potřebných hraniciach možno získat' rózne tvary ojnicových 
kriviek skúmaného rovinného mechanizmu, čo znamená, že možno získat' aj potřebný 
tvar ojnicovej křivky; příslušný rovinný mechanizmus potom pomocou parametrov, 
použitých na určenie počiatočných podmienok, možno navrhnut'. 

Postup eliminovania závisí od tvaru východzej rovnice, hlavně od stupňa para
metrov, ktoré v nej vystupujú. 

V případe rovnic (1) a (4) možno priamou elimináciu parametrov získat' hladanú 
diferenciálnu rovnicu, čo sa prevedie v ďalšom odseku. 

3. URČENIE HLADANEJ DIFERENCIÁLNEJ ROVNICE 

Diferencováním rovnice (1) a úpravou získajú sa rovnice 

(6) xy2 + x2yy' - ab(y + xy') + b2(yy' - dy') = 0 , 

(7) y2 + 4xyy' + x2y'2 + x2yy" - ab(2y' + xy") + b2(y'2 + yy" - dy") = 0 , 

(8) f>yy' + 6xy'2 + 6xyy" + 3x2y'y" + x2yy'" - ab(3y" + xy'") + 

+ b2(3y'y" + yy"' - dy"') = 0 , 
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(9) 1 2 / 2 + Í2yy" + 24xy'y" + Sxyy'" + 4x2y'y'" + 3x2y"2 + x2yyiy -

- ab(4y'" + yw) + b2(3y"2 + Aýý" + yylv - dylw) = O ; 

eliminováním parametrov a, b, c, d z rovnic (1), (6) až (9) získá sa diferenciálna 
rovnica 

(10) y'(3y'2y" - 3yy" + yy'y'") [ ( 2 / 2 - yy") (12/3 + Í2xy'y" + 24xy'2y" + 

+ %xyy'y'" + 4x2y'2ý" + 3x2y'y"2 - xy2ylv) - (4y'y'" - yyn) (y2y' + 

+ 4xyy'2 + x2y'3 - xy2y")] - (yy'2ylv - 4yy'y"y'" + 4y'zy'" + 

+ 6y'2y"2 - 3yy"2) \(3y'y" - y'") (y2y' + 4xy'2 + x2/3 - xy2y") + 

+ (yy" ~ 2 / 2 ) (6yy'2 + 6xy'3 + 6xyy'y" + 3x2y'2y" - xy2y'")\ = 0 , 

pričom počiatočné podmienky vo všeobecnosti sú 

i") V** 2 = - r - n íaxo + bd± V{(ax0 + bd)2 -(x+ b2) (a2 - c2 + d2)}] , 
XQ + b 

x0y0 - ab _ 

à - y o) 

yo + yó[2(2x0y0 - ab) + y'0{xl + b2)] 

x0(ab - x0y0) - b (d - y0) 

х0(аЪ - х0>!0) + Ъ2{й - у о) 

(14) == 3

 2yó(yo + xoyó) + yo(2^oyo + ^oyó + b2yo ~ ab) 

x0(ab - x0y0) + b2(d - y0) 

4y'óЫ(4 + Ъ2) + 2xoУo - ab] + Зy'i2(x2 + b2) + 

(15) Уľ 
+ ì2Уo(Уo + x0y'0) + I2y'2 

x0(ab - x0y0) + b2(d - y0) 

Avšak na určenie diferenciálnej rovnice odpovedajúcej čiaram aerodynamického 
profilu možno použit' ako východziu rovnicu aj rovnicu (4), přitom je ale výhodné 
v tomto případe za závisle premennú považovať premennú x; převedením potřebného 
derivovania a potom eliminováním parametrov Al5 X2, A3 získá sa diferenciálna 
rovnica 

(16) (yx"r + 3x") [xy2x" + yx'{yx' + 4x) + x 2 + 1] -

-~(yx" + 2x') [x>^2x'" + 3yx"{yx' + 2x) + 6x'(x + yx')] = 0 , 

pričom počiatočné podmienky vo všeobecnosti sú 

(17) *o.. . = - íh + V U - (y0 - A 3 ) 2 } ] , 
y0 
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(18) 
__ x0C*i - x0y0) + Я3 - yз 

x0 — -
yo(*oyo - >n) 

(19) x" „ x o [ 2 A i ~ ^о( 4 х о + Уох'о)\ ~ (*о + 1 ) 

(20) 

yo(*oyo - h) 

*'ólA - yo(2x0 + ,y0xó)] ~ 2 x ó ( x 0 + yo*ó) 

yo(*oyo - ^ l) 

P o z n á m k y 

a) Pri konkrétnom prevádzaní skúmania je vhodné počiatočné podmienky, ktoré sú v případe 
vzorcov (11) až (15) vyjádřené v závislosti od parametrov a, b, c a d a volenej súradnici x0 a v pří
pade vzorcov (16) až (20) vyjádřené v závislosti od parametrov Xv X2 a A3 a volenej súradnice y0, 
zpracovat' na číslicovom počítacom stroji do tabulky, v dósledku čoho sa potom možno velmi 
rýchlo orientovať a získat* jednak příslušné parametre rovinného mechanizmu a tým aj jeho 
schému. 

b) Postup, uvedený v tomto odseku, ktorého všeobecné zásady sú velmi stručné opísané 
v odseku 2., možno, ak je k dispozícii vhodný analogový počítací stroj, použit' na riesenie pro-
blémov približnej syntézy vodiacich mechanizmov [5], pritom je ale potrebné 

1. poznat' rovnice ojnicových kriviek, 
2. zvolit' vhodný postup eliminovania príspušných parametrov v tom-ktorom konkrétnom 

případe. 

4. URČENIE POTŘEBNÝCH REKURENTNÝCH VZŤAHOV 

Nech je daná binárna skupinaIIIA (obr. 2), tvořená členmi 5 a 6, pričom CE = u3; 

rekurentně vztahy danej binárnej skupiny dané sú rovnicami 

(21) xc = (x - u j ) ^ - ^ + ui9 

Q 

(22) yc = (y + u2) ^ - - - 3 - u2, 
Q 

kde xc a yc — súradnice bodu E člena 5, 

(22a) Q = PE = V[(x - u{)
2 + (y + u2)

2] ; 

ostatné parametre sú vyznačené na obr. 2. 

5. URČENIE ROVNÍCE OJNICOVEJ KŘIVKY, KTOROU JE ELIPTICKÁ 
KONCHOIDA 

Eliptickú konchoidu ako ojnicovú křivku opisuje bod E člena 5 rovinného šesť-

členného mechanizmu na obr. 3, pre ktorý je dané: AC = a, CB = b, CE = k, 
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pričom poloha bodu P je vzhladom na súradnicovú rovinu xu y1? O určená súrad-
nicami P(d, — c); nakolko sa rovnica ojnicovej křivky bude vyjadřovat' vzhladom 
na rovinu x, y, O, použijú sa miesto súradníc P(d, — c) súradnice P(dl,cí), kde 
(obr. 3) 

(23) c{ = — (c cos a + d sin a) , 

(24) d1 = — (c sin a + d cos a) . 

Obr. 2. Obr. 3. 

Trajektoriou bodu C rovinného šesťčlenného mechanizmu na obr. 3 je elipsa, 
ktorej rovnica s prihliadnutím k daným parametrom bude ([6], str. 69) 

(25) b2x2 + a2y2 - a2b2 = 0 ; 

rekurentné vztahy (21) a (22) a rovnica (22a) po prihliadnutí k daným parametrom 
a k rovniciam (23) a (24) nadobudnú tvar 

(26) 

(27) 

(28) 

/ , \ Q ~ fe xc — \x ~ »i) — h dl , 
Q 

Í \ Q ~ k 
yc = (y + cx) c, , 

O = V[(x - ^ ) 2 + (y + ^ ) 2 ] ; 

po dosadení z rovnic (26) a (27) do rovnice (25) bude 

(29) d{ + (x — dt) 
0 — k" »2[( + a2 \(y + c.) 

Q — k 
- a2b2 = 0 ; 

z rovnice (29) po prihliadnutí k rovnici (28) a po úpravě rovnica ojnicovej křivky, 
tj. rovnica trajektorie bodu E členu 5 šesťčlenného rovinného mechanizmu na obr. 3 
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bude 

(30) {(b2x2 + a2y2 - a2b2) [(x - dt)
2 + (y + c^2] + k2[b2(x - dx)

2 + 

+ a2(y + c,)2]}2 - 4k 2[(x - dtf + (y + c^2] [b 2 x(x - d,) + 

" 2 y ( y + ^ ) ] 2 = 0 ; 

rovnica (30) je algebraickou rovnicou osmého stupňa, obsahujúcou páť parametrov 
a, b, cl9 dx a k; táto rovnica je rovnicou trajektorie bodu E člena 5 rovinného šesť-
členného mechanizmu na obr. 3, teda rovnica (30) je rovnicou eliptické] konchoidy. 

6. URČENIE ROVNICE OJNICOVEJ 
KŘIVKY, KTOROU JE KONCHOIDA 
OJNICOVEJ KŘIVKY CENTRICKÉHO 

KEUKOVÉHO MECHANIZMU 

Konchoidu ojnicovej křivky centric-
kého klukového mechanizmu opisuje 
bod E člena 5 rovinného sesťčlenného 
mechanizmu, ktorý je schematicky zná
zorněný na obr. 4 a pre ktorý je dané: 
OK = a, KC = b, CG = c9 CE = d, 
pričom polohu bodu P vzhladom na 
rovinu xl9 yl9 O určujú súradnice 
P(f — e):, nakolko sa rovnica ojnicovej 
křivky bude určovat' v rovině x, y, O 
vhodné je zaviesť miesto súradníc 

P(f —e) súradnice P(f1? — ex), ktoré určujú polohu bodu P vzhladom na rovinu 
x, y9 O (obr. A), pričom bude 

(31) fx = — esin a + fcos a , 

(32) ex = —(e cos a + fsin a) ; 

rovnica trajektorie bodu C člena 3 rovinného sesťčlenného mechanizmu po pri-
hliadnutí k daným parametrom bude ([6], str. 230) 

Obr. 4. 

(зз) xc 

2b + c 
Уc + a Axí m = 0 ; 

rovnica (33) přejde po úpravě do tvaru 

(34) 

kde 

(35) 

xc + Ayc + Bxcyc - Cxc 

(2b + c\2 

Dyl + E = 0 , 
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(36) B = 22b2 + 2bC + c2, 

c2 

(37) C = 2(a2 + b2) , 

(38) D = 2 V(^) (a2 - b2) , 

(39) E =(a2 - b2)2 ; 
rekurentně vztahy binárnej skupiny tretieho druhu, dané rovnicami (21) a (22) 
a rovnica (22a), po prihliadnutí k obr. 2 a obr. 4 a daným parametrom, přejdu 
do tvaru 

(40) ^ _ ( , _ / . ) . _ _ _ _ + / . , 

(41) y c = 0 + e i ) — - e i , 

(42) e = V [ ( ^ - f i ) 2 + (^ + * i ) 2 ] ; 

po dosadení z rovnic (40) a (41) do rovnice (34) bude 

(43) [(x - fl) «-=-- + /. J + A [O + «.)--=--- e i T + 

+ B [(x - /,) I Z i ? + / x ] 2 [O + e.)6-~- *i J -

_ C [ ( x -/ , )---=-- + f i j - I)[0 + e.)---=-_ - e . J + £ = (); 

rovnicu (43) možno upravit' do tvaru 

(44) l(x - / . ) (g - d) + í?L]4 + A[0 + «i) ((? - d) - eeif + 

+ Bí(x ~ fi) (<? - d) + É-L]2 [ 0 + et) (Q-d)- eeif -

- CQ2 [(X - / . ) (<? - d) + g / J 2 - DQ
2[(y + ex) (c - d) - QĚ1f + 

+ EQA = 0; 

z rovnice (44) po prihliadnutí k rovnici (42) a po úpravě bude 

(45) [[(x - L)2 + 0 + e,) 2 ] 2 (x4 + Ay4 + Bx2y2 - Cx2 - i),-2 + E) + 

+ d2[(x ~ hf + 0 + ^i)2] {6x2(x - A)2 + 6Ay 20 + £ l )
2 + 

+ B[(x ~fx)
2 y2 + 4xy(x -fl)(y + et) + x\y + e,)2] - C(x - fl)

2 -

- D(y + e,)2} + d*[(x - flf + A(y + etf + B(x - fl)
2 {y + e i )

2 ] ] 2 -
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- 4ď2[(* - L)2 + (y + e,)2] {2x(x - / . ) [(x2 + d2) (x - j,)2 + 

+ *\y + eiYl + 2Ay(y + *.) [>2(x - j , ) 2 + (>2 + d2) (y + e,) 2] + 

+ 2B[(x - / . ) y + (y + e . ) 3,] [x>(* - / , ) 2 + x>(>> + e,) 2 + 

+ d2(x - / ,) (> + *.)] - d[(x - L)2 + (> + e,) 2] [Cx(x - .A) -

- z>><> + ř l ) ] } 2 = o ; 

parametre A, B, C, D a £, vystupujúce v rovnici (45), dané sú rovnicami (35) až (39); 
rovnica (45) je rovnicou konchoidy ojnicovej křivky centrického klukového mecha
nizmu; je to algebraická rovnica šestnástého stupňa, obsahujúca šesť parametrov. 

7. URČENIE ROVNICE EKVIDIŠTANTY 

Nech je daná rovnica trajektorie (e) bodu £ (obr. 5) v tvare 

(46) f(x, y) = 0, 

kde x, y sú súradnicami bodu F; ekvidištanta (f) čiary (e), tj. čiara, ktorá má v každom 
bode s čiarou (e) spoločnú normálu (teda aj rovnoběžné dotyčnice),přičomvzdialenosť 
čiar (e) a (f), meraná na normále, je vždy rovná hodnotě r = konšt., závisí od tvaru 
čiary (e), teda rovnica ekvidištanty bude závisieť od rovnice základnej čiary. 

Na základe vyššie povedaného možno určiť súradnice x a y bodu E vo všeobecnej 
polohe v závislosti od súradníc xF a yF bodu F ekvidištanty (f). 

Podlá obr. 5 bude 

(47) x = xF — r sin T , 

(48) y = yF + r cos T ; 

je ale 

(49) s h i T = t g T 

y 
^ r—rø 

\ 
\ \E/ 

/ y 
1 x  / ' 

LP' \Fy 
/ ' 

yf 
/ \ 

XГУ 

11 

1 
\ 

\ ,Y /Y 1 1 
1 

' o' x 

±V(1 +tg 2 т) 
1 

(50) cos T = — 
v ±V0 + tg2^) 
kde 

Obr. 5. , . 
(51) tgT = ý = y'F; 

po dosadení z rovnice (51) do rovnic (49) a (50) a po dosadení takto upravených 
rovnic (49) a (50) do rovnic (47) a (48) bude 

(52) ryf 

V(i + y'ň 
(53) > = > ғ + — Г ; 

V(- + Уғ) 
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po dosadení z rovnic (52) a (53) do rovnice (45) získá sa rovnica 

(54) L(xF, yF) = 0 ; 

rovnica (54) je potom rovnicou hladanej ekvidištanty. 
Aplikáciou uvedeného všeobecného postupu možno určiť v konkrétných prípadoch 

rovnice ekvidištant příslušných ojnicových kriviek. 

ZÁVĚR 

V úvode predkladanej práce vytýčená úloha bola splněná, lebo híadané diferenciálně 
rovnice ako aj hfadané rovnice ojnicových kriviek sú určené. Uvedené sú tiež rovnice, 
pomocou ktorých je možno pri známej rovnici nejakej čiary určiť rovnicu jej ekvi
dištanty. 
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Р е з ю м е 

МЕТОДИЧЕСКАЯ ЗАМЕТКА К ИССЛЕДОВАНИЮ ШАТУННЫХ 

КРИВЫХ, ИМЕЮЩИХ ВИД АЭРОДИНАМИЧЕСКОГО ПРОФИЛЯ 

ВЛАДИМИР БАРДОШ ( ^ А о ш т ВЯкоов) 

Работа содержит короткое описание метода определения дифференциального 

уравнения шатунной кривой, вид которой соответствует аэродинамическому 

профилю. Полученное уравнение может быть применено как одна из возмож-
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ностей для изображения соответствующей линии при помощи подходящих 
аналоговых счетно-решающих машин. В работе находится также определение 
уравнения шатунных кривых при помощи рекуррентных соотношений у плоских 
механизмов. Эквидистанты соответствующих шатунных кривых — тоже аэро-
динамичесекие профилы. В заключение работы приведено общее описание опре
деления уравнения эквидистанты полученной шатунной кривой. 

METHODISCHE BEMERKUNG ZUR UNTERSUCHUNG 
VON AERODYNAMISCH GEFORMTEN KOPPELKURVEN 

VLADIMIR BÄRDOS 

Im Aufsatz ist eine kurze Beschreibung einer Methode zur Bestimmung der 
Differentialgleichung von Koppelkurven deren Formen aerodynamischen Profilen 
gleichen angeführt. Die abgeleitete Gleichung kann als eine der Möglichkeiten zur 
Abbildung der untersuchten Kurve mittels Analog-Rechenanlagen dienen. Im 
Aufsatz ist auch die Bestimmung von Koppelkurven ebener Mechanismen mittels 
einer rekurrenten Beziehung angeführt. Die Aquidistanten der untersuchten Kurven 
bilden gleichfalls aerodynamische Profile. Die Arbeit wird mit einer allgemeinen 
Beschreibung einer Methode zur Bestimmung der Gleichung einer Aquidistante 
zur gegebenen Kuppelkurve abgeschlossen. 

Adresa autora: Ing. Vladimir Bärdos C S c , Peknä cesta 5/44, Bratislava. 
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